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Разработана усовершенствованная корреляционно-регрессионная модель оценки массы 
двухконтурного реактивного двигателя, учитывающая влияние его конструктивной схемы и 
размерности. Цель данного исследования заключалась в повышении достоверности оценки 
массы двухконтурных реактивных двигателей. Из открытых источников были найдены 
необходимые статистические данные по 183 турбореактивным двухконтурным двигателям. 
Статистика включает значения суммарного расхода воздуха через двигатель, полную 
температуру газа перед турбиной, суммарную степень повышения давления и степень 
двухконтурности, а также информацию о конструктивной схеме каждого двигателя. 
Предварительно двигатели и соответствующая им статистическая информация были 
отсортированы по конструктивной схеме и размерности. Сортировка по размерности 
выполнялась на основе значения приведённого по параметрам за компрессором расхода воздуха 
через газогенератор. В зависимости от значения данного критерия двигатели были разбиты на 
три группы: малоразмерные, среднеразмерные газотурбинные двигатели и газотурбинные 
двигатели большой размерности. По конструктивной схеме все двигатели были разделены на 
турбореактивные двухконтурные двигатели без камеры смешения, турбореактивные 
двухконтурные двигатели с камерой смешения и турбореактивные двухконтурные двигатели с 
форсажной камерой. Для соответствующих групп двигателей были найдены статистические 
коэффициенты усовершенствованной модели массы, учитывающие размерность и 
конструктивную схему двигателя. Коэффициенты определялись путём минимизации 
среднеквадратичных отклонений. С целью оценки качества разработанной модели был 
выполнен регрессионный анализ. Относительная средняя ошибка аппроксимации 
разработанной модели составила 8%, коэффициент корреляции – 0,99, среднеквадратичное 
отклонение – 10,2%. Модель была признана значимой и надёжной по критерию Фишера. 
Полученная модель может использоваться для оценки массы двигателя на этапе 
концептуального проектирования, а также для его оптимизации в составе летательного 
аппарата.  

Газотурбинный двигатель; математическое моделирование; корреляционно-регрессионная 
модель; масса, размер 

Цитирование: Авдеев С.В.  Математическая модель массы турбореактивного двухконтурного двигателя с учётом 
влияния конструктивной схемы и размерности // Вестник Самарского университета. Аэрокосмическая техника, 
технологии и машиностроение. 2021. Т. 20, № 1. С. 5-13.  DOI: 10.18287/2541-7533-2021-20-1-5-13 

 

Введение 

Вес двигателя оказывает значительное влияние на характеристики, а также на 
конструкцию летательного аппарата (ЛА). По этой причине попытки точного предска-
зания массы авиационных газотурбинных двигателей предпринимались с самого нача-
ла эры газотурбинных двигателей (ГТД). Однако из-за сложности и разнообразия кон-
структивных схем, параметров, влияющих на массу двигателя, а также размерности 
двигателя это вовсе не тривиальная задача. 

С развитием методов математического моделирования особое значение для этапа 
проектирования ГТД приобрёл концептуальный этап. На данном этапе проектирования 
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определяются параметры будущего двигателя, его конструктивная схема, а также про-
водится его оптимизация в составе ЛА. Естественно, что на данном этапе крайне важно 
иметь точную и адекватную модель оценки массы ГТД, так как от этого зависит непо-
средственно эффективность и достоверность процесса проектирования. 

На протяжении многих лет было разработано большое количество моделей для 
оценки массы ГТД, использующих различные параметры и характеристики. В целом 
все разработанные модели можно разделить на две большие группы:  

1) статистические (корреляционно-регрессионные) [1-9]; 
2) компонентные [10-14]. 
Первая группа моделей массы использует «прошлый опыт» изготовления га-

зотурбинных двигателей, то есть различного рода статистические данные, на основе 
которых затем строятся соответствующие корреляционно-регрессионные зависимости 
массы двигателя от его параметров (основных параметров двигателя). Компонентные 
модели массы (вторая группа) оценивают значения каждого узла двигателя в отдельно-
сти, а затем по этим значениям определяется суммарная масса всего двигателя. Уста-
новлено, что корреляционно-регрессионные модели позволяют проводить оценку мас-
сы двигателя с точностью 10% , а компонентные – 5%  [14]. Данный факт говорит о 
том, что статистические модели обладают меньшей точностью по сравнению с компо-
нентными моделями, однако значительным недостатком компонентных моделей явля-
ется их высокая требовательность к числу входных параметров (в частности, требуется 
схема поперечного разреза двигателя с его характерными размерами), количество кото-
рых жёстко ограничено на ранних этапах проектирования двигателя. Это, в свою оче-
редь, определяет границы практического применения моделей этих двух видов. Также 
общим недостатком для всех статистических моделей является необходимость их по-
стоянного уточнения по мере появления новых вариантов ГТД.  

Помимо такой классификации моделей массы в настоящее время особо актуальна 
классификация по принадлежности модели массы к двигателям определённой размер-
ности [15]. Ввиду всё более широкого использования малоразмерных газотурбинных 
двигателей проводятся исследования в направлении учёта погрешности, вносимой раз-
мерностью двигателя при создании математических моделей. Этот процесс также кос-
нулся и моделей оценки массы [3]. 

Среди существующих корреляционно-регрессионных моделей массы, использу-
ющих в качестве входных параметров основные термодинамические параметры рабо-
чего процесса двигателя, следует выделить модель массы В. С. Кузьмичёва [1], которая 
является одной из наиболее совершенных на сегодняшний день. Данная модель учиты-
вает размерность, тип двигателя (разделение на одноконтурные реактивные двигатели 
и турбореактивные двухконтурные), его конструктивную схему (учитывает наличие 
камеры смешения, форсажной камеры сгорания, редуктора), а также совершенство дви-
гателя в зависимости от времени начала серийного производства. Однако, несмотря на 
явно большой потенциал данной корреляционно-регрессионной модели, она не способ-
на реализовать его в полной мере по причине использования большого количества 
входных параметров, что создаёт трудности в поиске необходимой статистической ин-
формации для определения и последующего уточнения её статистических коэффициен-
тов. 

В связи с этим рационально использовать в качестве основы для разработки новой 
модели массы, учитывающей конструктивные особенности двигателя, а также его раз-
мерность, менее требовательную модель (по количеству входных параметров) с целью 
увеличения объёма задействованных статистических данных. Этому в полной мере со-
ответствует модель массы, рассмотренная в работе [3]. 
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Актуальность данной работы состоит в необходимости создания модели массы, 
учитывающей конструктивные схемы и размерность турбореактивных двухконтурных 
двигателей (ТРДД), задействующей бо́льший объём статистической информации отно-
сительно существующих моделей. Новым в данной работе являются коэффициенты 
учёта конструктивной схемы и размерности ТРДД для усовершенствованной модели 
оценки массы.  

 
Разработка усовершенствованной модели массы 

Цель данной работы заключалась в повышении достоверности математической 
модели оценки массы ГТД. В соответствии с этим была поставлена задача усовершен-
ствования ранее разработанной модели оценки массы [3], а также расширения её гра-
ниц применимости путём введения учёта размерности и конструктивных схем турборе-
активных двухконтурных двигателей. 

Для решения задачи усовершенствования модели массы были собраны параметры 
рабочего процесса 183 турбореактивных двухконтурных двигателей различных кон-
структивных схем. В статистике задействованы двигатели именно такого типа (ТРДД) 
по причине их наибольшего распространения. Поиск данной статистической информа-
ции осуществлялся с использованием информации с официальных сайтов изготовите-
лей, справочников и интернет-ресурсов [16-22].  

Для учёта размерности ГТД в данной работе принята классификация по размерам, 
а в качестве основной качественной характеристики принят приведённый по парамет-
рам за компрессором расход воздуха через газогенератор: 

 

I пр к I 0

* 5/6
в в к G G   ,       (1) 

 
предложенный ЦИАМ им. П. И. Баранова [15]. Соответственно в данном уравнении 

I 0вG – расход воздуха через внутренний контур двигателя, * 
к     – суммарная степень  

повышения давления. В соответствии с данной классификацией ТРДД были разбиты  
на 3 группы: малоразмерные ГТД (

I пр кв 1,5G    кг/c), среднеразмерные ГТД  

(
I пр кв1,5 5G   кг/c) и ГТД большой размерности (

I пр кв 5G  кг/c). 

Далее двигатели были отсортированы по конструктивным схемам, а именно были 
выделены следующие:  

– двухконтурный турбореактивный двигатель без форсажной камеры сгорания и 
без камеры смешения (ТРДД); 

– двухконтурный турбореактивный двигатель с камерой смешения (ТРДДсм); 
– двухконтурный турбореактивный двигатель с форсажной камерой сгорания 

(ТРДДф). 
Формула для расчёта массы ТРДД ( двM ) по усовершенствованной модели имеет 

следующий вид: 
 

1,17 0,107*
вΣвзл пр 3 2,78 0,85 0,165г

дв к в взл пр4,3 10
1 288

G T
M a bG m

m


 

    
             

.                (2) 

 
Здесь a и b – статистические коэффициенты, учитывающие размерность двигателя 

и его конструктивную схему. В качестве входных данных модель использует следую-
щие параметры рабочего процесса ГТД на взлётном режиме: 
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вΣвзл прG – суммарный расход воздуха через двигатель; 
*

гT – полная температура газов перед турбиной; 
*
к    – суммарная степень повышения давления компрессора; 

m – степень двухконтурности. 
Для каждой группы двигателей были рассчитаны соответствующие статистиче-

ские коэффициенты a и b (табл. 1). Эти статистические коэффициенты определялись в 
ходе решения задачи по минимизации среднеквадратичного отклонения для каждой 
группы двигателей определённой размерности и конструктивной схемы. Таким обра-
зом, учёт влияния конструктивной схемы и размерности ГТД в модели массы был до-
стигнут за счёт предварительной сортировки исходных статистических данных, а также 
за счёт последующей оптимизации статистических коэффициентов. В свою очередь, 
это позволило повысить точность (достоверность) модели и расширить границы её 
применимости относительно исходной модели. 

 
Таблица 1. Значения коэффициентов a и b в зависимости от конструктивной схемы  
и размерности двигателя 

Приведённый расход воздуха  
через внутренний контур двигателя 

Значение  
статистического 
коэффициента 

ТРДД ТРДДсм ТРДДф 

I пр кв 5G   кг/c 
a 4,49 5,30 7,39 

b 7,56 9,84 6,13 

I пр кв1,5 5G   кг/c 
a 7,41 6,99 4,95 

b 5,12 5,98 12 

I пр кв 1,5G   кг/c 
a 3,95 5,55 – 

b 6,68 6,15 – 

 
Статистические коэффициенты для малоразмерных ТРДДф не были рассчитаны 

ввиду недостатка необходимой статистической информации. 
По результатам определения статистических коэффициентов были построены 

графики отклонения фактического значения массы от расчётного, а также определены 
значения среднеквадратичного отклонения (рис. 1 – 3).  

 

 
Рис. 1. Отклонения фактического значения массы от расчётного  

для малоразмерных ТРДД 
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Рис. 2. Отклонения фактического значения массы от расчётного  
для среднеразмерных ТРДД 

 
 
 

 
Рис. 3. Отклонения фактического значения массы от расчётного  

для ТРДД большой размерности 
 
 

На рис. 1 – 3 видно, что для большинства двигателей погрешность вычисления 
массы составляет менее 10%.  

В ходе регрессионного анализа были вычислены следующие величины, характе-
ризующие точность, адекватность и значимость модели массы: относительная средняя 
ошибка аппроксимации ( А ), стандартное отклонение ( ), коэффициент корреляции     
( R ), расчётное и табличное значения критерия Фишера ( расч.F , табл.F ). Табличное значе-

ние критерия Фишера было определено при уровне значимости =0,05 . Результаты 
регрессионного анализа модели массы сведены в табл. 2. 
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Таблица 2. Результаты регрессионного анализа модели массы 

Показатель А , %  , % R  расч.F  табл.F  

Значение 8 10,2 0,99 1794 2,26 

 
Известно, что средняя ошибка аппроксимации и стандартное отклонение для мо-

делей средней точности составляет 10-15%. Модель массы удовлетворяет этому крите-
рию. Коэффициент корреляции отражает силу и направление связи – близкое к единице 
и положительное значение говорит о сильной, прямой связи между моделью массы и 
фактическими значениями массы двигателей. Адекватность полученной модели прове-
рялась с помощью критерия Фишера, так как  расч. табл. 1794 2,26F F  , полученная мо-

дель признаётся статистически значимой и надёжной.  
 

Заключение 

В результате проведённого исследования на основе статистических данных 183-х 
авиационных двухконтурных ГТД была разработана корреляционно-регрессионная мо-
дель массы, учитывающая влияние конструктивной схемы и размерности двухконтур-
ного реактивного двигателя. На основе регрессионного анализа было установлено, что 
полученная модель может использоваться на этапе концептуального проектирования 
ГТД, а также в различных задачах концептуального проектирования системы ГТД-ЛА. 

В дальнейших исследованиях планируется разработать новые корреляционно-
регрессионные модели оценки массы узлов двигателя. 
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The paper presents a new correlation-regression model of estimating the turbofan engine weight 
considering the effect of the engine’s design schemes and dimensions. The purpose of this study was to 
improve the efficiency of the conceptual design process for aircraft gas turbine engines. Information on 
183 modern turbofan engines was gathered using the available sources: publications, official websites, 
reference books etc. The statistic information included the values of the total engine air flow, the total 
turbine inlet gas temperature, the overall pressure ratio and the bypass ratio, as well as information on 
the structural layout of each engine. The engines and the related statistics were classified according to 
their structural layout and size. Size classification was based on the value of the compressor outlet air 
flow through the gas generator given by the parameters behind the compressor. Depending on the 
value of this criterion, the engines were divided into three groups: small-sized, medium-sized gas 
turbine engines, and large gas turbine engines. In terms of the structural layout, all engines were 
divided into three groups: turbofan engines without a mixing chamber, engines with a mixing chamber 
and afterburning turbofan engines. Statistical factors of the improved weight model were found for the 
respective groups of engines, considering their design and size. The coefficients of the developed 
model were determined by minimizing the standard deviations. Regression analysis was carried out to 
assess the quality of the developed model. The relative average error of approximation of the 
developed model was 8%, the correlation coefficient was 0,99, and the standard deviation was 10,2%. 
The model was found to be relevant and reliable according to Fisher's test. The obtained model can be 
used to assess the engine weight at the stage of conceptual design and for its optimization as part of an 
aircraft. 

Gas turbine engine; mathematical modeling; correlation-regression model; weight; size 
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Предложена концепция сквозной подготовки проектантов и операторов беспилотных 
летательных аппаратов на основе использования специализированных учебных БПЛА 
самолётного типа. Обсуждаются обучающие возможности концепции с точки зрения различных 
направлений подготовки. Разработана методика выбора основных параметров учебного 
беспилотного летательного аппарата самолётного типа с комплексным учётом 
аэродинамических и весовых характеристик. Обозначен широкий спектр специфических 
требований, предъявляемых к БПЛА для приобретения первоначальных навыков управления в 
ручном и автоматическом режимах. В основе разработанной методики используется уравнение 
существования самолёта, которое модифицировано с учётом специализированных требований 
малоразмерных аппаратов. Данная методика включает в себя также процесс выбора 
наивыгоднейшего сочетания геометрических и кинематических параметров воздушного винта 
самолёта с использованием теории изолированного элемента лопасти. Методика 
проектирования БПЛА с учётом выбора параметров воздушного винта реализована в виде 
программы для ЭВМ на языке PascalABC.NET. Представлен демонстрационный пример выбора 
основных параметров учебного БПЛА под конкретные требования. Приводятся полученные 
основные технические характеристики БПЛА. На основе расчётных данных разработана 
трёхмерная геометрическая модель БПЛА и изготовлен лётный образец. Проведена серия 
испытательных полётов лётного образца с аппаратурой записи лётных параметров. 
Обсуждаются пути использования описанной методики для разработки учебно-
исследовательских БПЛА. 

Учебный БПЛА; самолёт; уравнение существования; взлётная масса; выбор параметров; 
теория лопасти винта; проектирование; аэродинамика; натурный образец; испытания 

Цитирование: Лукьянов О.Е., Золотов Д.В. Методологическое обеспечение подготовки проектантов и операторов 
беспилотных летательных аппаратов // Вестник Самарского университета. Аэрокосмическая техника, технологии 
и машиностроение. 2021. Т. 20, № 1. С. 14-28.  DOI: 10.18287/2541-7533-2021-20-1-14-28 

Введение 

Интенсивность развития современных технологий и повышение их доступности 
обусловили расширение возможностей использования беспилотных летательных аппа-
ратов (БПЛА) в различных сферах человеческой деятельности. Существенно более 
низкая стоимость производства и эксплуатации и, часто, упрощённые требования к сер-
тификации БПЛА по сравнению с пилотируемыми ЛА открыли возможность примене-
ния беспилотников для аэро-, фото- и видеосъёмки и наблюдений, геологической раз-
ведки местности, мониторинга лесных пожаров, состояния аграрных посевов, 
промышленных сооружений, поиска и целеуказания. Прорабатываются варианты и 
других новых способов использования БПЛА, таких как доставка грузов, обработка 
химикатами сельскохозяйственных культур, ретрансляция связи и интернета и многих 
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других [1 – 3]. Задействование БПЛА в оборонных целях позволяет перекрыть широкий 
спектр потребностей армии без необходимости использования более крупноразмерных, 
дорогих и сложных пилотируемых ЛА. 

Повсеместное внедрение БПЛА во многие отрасли хозяйственной деятельности 
послужило причиной появления новой профессии – так называемых внешних пилотов 
или пилотов-операторов БПЛА. При этом потребность в таких специалистах настолько 
увеличилась, что в последние годы в России открываются целые направления подго-
товки пилотов-операторов на базе существующих коммерческих и государственных 
учебных заведений высшего, а также среднего специального образования [4; 5]. Овла-
деть данной профессией можно не только в Москве, но уже и в регионах, в частности в 
Самарском авиационном техникуме [6]. 

Стоит отметить, что массовое обучение данной профессии требует наличия суще-
ственной материальной базы в учебных организациях, определяемой в основном соб-
ственно наличием БПЛА различных типов, на которых проводится получение навыков 
непосредственного управления и самостоятельной разработки полётных заданий для 
автопилота в случае выполнения полёта в автоматическом режиме. Сегодня большин-
ство учебных заведений чаще всего комплектуются БПЛА импортного производства, 
массово поставляемыми, как правило, из стран юго-восточной Азии. 

В то же время известно, что в России давно накоплен богатый опыт разработки 
летательных аппаратов различных типов, размерностей и назначений, а также сложи-
лась сильная, богатая традициями школа обучения авиастроительным специальностям. 
В этой связи российские учебные заведения обладают существенным преимуществом: 
имеется возможность осуществлять обучение пилотов-операторов с использованием 
учебных БПЛА собственного производства, которые в силу особенностей конструкции 
могут быть доступны для изготовления самими пилотами или учащимися по другим 
авиастроительным направлениям. Таким образом может быть получен замкнутый цикл 
проектирования, производства БПЛА и применения их в учебных целях, что в совокуп-
ности позволит существенно повысить обучающий эффект за счёт приобретения реаль-
ных практических навыков, а также откроет возможности к модернизации БПЛА и 
улучшения характеристик для новых задач. 

Подобная концепция позволит сформировать не только централизованный про-
цесс выпуска востребованных пилотов-операторов на БПЛА собственной разработки, 
но и образует целую цепочку подготовки будущих специалистов по каждой из научных 
областей, используемых при разработке и эксплуатации летальных аппаратов на всех 
стадиях жизненного цикла. Именно практическое изучение стадий жизненного цикла 
летательного аппарата с непосредственным личным участием обучающегося переводит 
учебный процесс на качественно другой уровень: появляется связь полученных теоре-
тических знаний с практической реальностью, происходит материальное восприятие 
законов природы, повышается ответственность за принятие технических решений, 
начинает накапливаться профессиональный опыт ещё до практической деятельности на 
промышленном предприятии. В частности, обучающиеся по самолётостроительным 
специальностям приобретут навыки формирования тактико-технических требований и 
проведения этапа предварительного проектирования ЛА с использованием параметри-
ческой многодисциплинарной оптимизации. Для будущих инженеров-аэродинамиков 
это хорошее подспорье изучить механику газа в теории и на практике: контрольно-
измерительная аппаратура на борту БПЛА позволит получать характеристики динами-
ки полёта в натурном лётном эксперименте. Студенты-технологи смогут собственно-
ручно изготавливать планер ЛА, осваивая на практике современные технологии произ-
водства самолётных конструкций. Готовящиеся специалисты в области механики 
материалов получат возможность сопоставлять результаты расчётов конструкции на 
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прочность и жёсткость с напряжениями и деформациями силовых элементов планера 
ЛА в полёте или на стенде статических испытаний согласно заданным расчётным слу-
чаям. Студенты-программисты, а также обучающиеся разработке систем управления, 
авионики и электронного оборудования могут принимать участие в изготовлении и 
подготовке контрольно-измерительной аппаратуры, программировании автопилота, со-
здании цепей электроснабжения ЛА. И, наконец, курсанты-операторы получают лета-
тельный аппарат для отработки первоначальных навыков пилотирования и обслужива-
ния после прохождения подготовки на тренажёре. 

Реализация такого комплексного подхода при подготовке будущих кадров авиа-
ционной промышленности в рамках учебного заведения возможна на простых в техни-
ческом плане учебных БПЛА из доступных недорогих материалов за счёт использова-
ния современного электронного оборудования малых габаритов и массы. 

На сегодня не существует определённых норм лётной годности, которые могли 
бы регламентировать требования к учебным БПЛА, учитываемые при проектировании. 
Известные методики проектирования летательных аппаратов [7 – 10] не ориентированы 
на ЛА такой малой размерности и сверхмалых скоростей полёта. В то же время такой 
БПЛА также относится к летательным аппаратам, при проектировании которых учиты-
ваются все основополагающие физические принципы, включая законы аэродинамики, 
динамики полёта, механики твёрдых тел и так далее. 

Следует также заметить, что в последнее время прослеживается тенденция ухода 
от применяемых ранее последовательных принципов проектирования, когда определе-
ние аэродинамических, весовых, энергетических и других характеристик производится 
итерационно друг за другом, уточняясь на каждом шаге. Такой способ определения 
технического облика на начальных стадиях проектирования чреват значительным уве-
личением трудоёмкости и затрат времени и средств в случае допущения любого рода 
неточностей в определении той или иной характеристики на очередном шаге. На смену 
последовательному подходу приходят методики комплексного, одновременного учёта 
ключевых показателей эффективности ЛА на его технический облик в целом, исполь-
зующие математические модели из разных предметных дисциплин и методы много-
дисциплинарной оптимизации с возможностью формализации, алгоритмизации и авто-
матизации расчётов [11 – 14]. Основные идеи реализации такого подхода изложены в 
[15], который в существенной мере может быть продемонстрирован на примере разра-
ботки простых в изготовлении учебных БПЛА. 

В данной работе ставится задача разработки выбора основных параметров учеб-
ного БПЛА с одновременным учётом аэродинамических, весовых и энергетических ха-
рактеристик, а также ряда специальных требований. 

Требования к учебным БПЛА самолётного типа 

Рассмотрим требования, которые целесообразно предъявить к учебным БПЛА. 
Такой аппарат должен обладать свойством «прощать» ошибки пилотирования, которые 
неизбежно могут возникнуть во время обучения курсантов. Таким образом, данный ап-
парат должен обладать необходимым запасом продольной, путевой и поперечной ста-
тической устойчивости, а также необходимыми характеристиками боковой устойчиво-
сти в балансе с хорошими характеристиками управляемости. Данные характеристики 

определяются величинами и знаками производных yac
zm , 

xm  и соотношениями произ-

водных 
хm  и 

ym  [7]. 

Кроме того, для увеличения времени на реакцию обучающегося пилота следует 
иметь возможность выполнять полёт на небольших скоростях V, что требует снижения 
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величины удельной нагрузки на крыло 0p  и повышения коэффициента подъёмной си-

лы yac  за счёт выбора формы профиля. 

Большая продолжительность полёта учебному аппарату не обязательна, это об-
стоятельство можно использовать в целях снижения взлётной массы и удельной 
нагрузки на крыло. 

БПЛА для получения самых первоначальных навыков пилотирования должен 
иметь наиболее простую конструкцию, изготавливаемую из доступных и недорогих 
материалов без использования сложного специализированного оборудования, что об-
легчало бы и ускоряло процесс изготовления самолёта и его ремонта при возможных 
поломках. Из этих соображений целесообразно оснащение БПЛА электрическим двига-
телем. Для удобства транспортировки, эксплуатации, быстрого развёртывания и свёр-
тывания следует выполнять самолёт наиболее компактных габаритов с удобным члене-
нием конструкции. 

Особенности выбора основных параметров БПЛА  
на основе уравнения существования 

Известно, что свойства каждой функциональной части ЛА требуют определённых 
затрат массы. Совокупность масс всех этих частей определяет взлётную массу самолёта 

0m  [16; 17]. Она определяет возможность полёта и является одним из основных пара-

метров в концептуальном проектировании. 
Вычисление значения взлётной массы выполняется с помощью уравнения суще-

ствования [17]: 

0 i k
i k

m m m  , (1) 

где индекс суммирования i относится к заранее известным массам частей самолёта, за-
писываемым в числитель дроби в абсолютном выражении, а индекс k – к относитель-
ным массам частей самолёта в знаменателе, величина абсолютной массы которых под-
лежит определению. 

Использование уравнения существования (1) в классической форме [7] для мало-
размерных летательных аппаратов может быть неудобно в силу того, что некоторые 
массы мало зависят от размерности такого БПЛА и его взлётной массы. Кроме того, 
одни категории масс целесообразно выделить в отдельные слагаемые, а другие – объ-
единить в одно. В таком случае выражение (1) целесообразно переписать в следующем 
виде: 

 
об.упр о.а эл.с р

0
А дв в.в1 КБ к

m m m m
m

m m m m

  


   
, (2) 

где об.упр с.п р.п р.оm n m m m    – масса оборудования управления может быть известна 

заранее, включающая в себя массу сервоприводов с.пm , кг; массу приёмника радиосиг-

нала р.пm , кг; массу регулятора тока для двигателя р.оm , кг; n – количество сервоприво-

дов; эл.сm  – масса электросетей известна по величине электрических токов и расстояния 

их передачи, кг; рm  – резерв, кг; о.аm – масса оборудования автоматического управле-

ния, кг; КБmА  – относительная масса аккумуляторных батарей; двm  – относительная 
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масса двигателя силовой установки; в.вm  – относительная масса воздушного винта; кm

– относительная масса конструкции планера.
Представленная модификация уравнения существования (2) относительно его 

классической формы записи [7] упрощает ввод исходных данных и позволяет более 
гибко использовать его при оптимизации параметров БПЛА или его модернизации. 
Массы, записанные в числитель, почти не зависят от взлётной массы ЛА такого класса 
и известны заранее и потому вводятся в уравнение в абсолютном виде. При этом массы 
ряда агрегатов чувствительны к величине 0m  и вводятся в (2), будучи отнесёнными      

к 0m . 

Относительная масса аккумуляторов зависит от продолжительности полёта и 
определяется по выражению: 

А
АКБ АКБ

КБ
дв

k N T
m




 ,  (3) 

где АКБ  – удельная масса аккумулятора, кг/Втч; N  – потребная энерговооружённость 

самолёта, Вт/кг; Т – требуемое время полёта, ч; дв  – коэффициент полезного действия 

двигателя; АКБk  – коэффициент, учитывающий увеличение массы аккумулятора за счёт 
корпуса, проводов и разъёмов. 

Относительная масса двигателя определяется энерговооружённостью самолёта: 

дв дв двm k N ,  (4) 

где дв  – удельная масса двигателя, кг/Вт; двk  – коэффициент, учитывающий увеличе-

ние массы двигателя за счёт системы крепления, проводов и крепёжных элементов. 
Потребная энерговооружённость определяется с запасом на набор высоты с за-

данным градиентом: 

в.в

1
tg

наб

V g
N

K



 

  
 

,  (5) 

где набK  – аэродинамическое качество в наборе высоты с заданным углом наклона тра-

ектории;   – заданный угол наклона траектории при наборе высоты; V  – скорость по-
лёта, м/с; g  – ускорение свободного падения; в.в  – КПД воздушного винта. 

Относительная масса воздушного винта определяется из расчёта средней массы 
одного метра лопасти, умноженной на диаметр винта и соотнесённой ко взлётной массе 

самолёта: в.в в.в
в.в

0

k D
m

m
 , где в.вD  – диаметр воздушного винта, м; в.вk  – погонная масса 

воздушного винта, кг/м.  
Масса конструкции планера учебного БПЛА, в отличие от более крупных пило-

тируемых ЛА, в силу его малой размерности и низких интенсивностей нагрузок в ос-
новных силовых элементах часто определяется технологией изготовления и эксплуата-
ционными требованиями, а не силовой работой её элементов. Таким образом, 
относительная масса конструкции в основном зависит от абсолютных размеров БПЛА. 
Например, если в конструкции учебного БПЛА широко используется пенополистирол 
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или лёгкие породы древесины (бальза), то массу конструкции можно определить про-
стым геометрическим расчётом, умножив площадь омываемой поверхности омS  на 

толщину оболочки об  и плотность материала к : к ом об кm S   , а относительная 

масса конструкции будет равна 
0m

m
m к
к  . Толщина оболочки определяется из сообра-

жений технологии и условий эксплуатации. Масса силовых элементов (лонжероны, 
шпангоуты), выполняющихся из прочных материалов, определяется из условий жёст-
кости. Все элементы конструкции, параметры которых выбраны из соображений техно-
логии и жёсткости, подлежат проверочному расчёту на прочность. В связи с зависимо-
стью некоторых масс отдельных частей самолёта от взлётной массы и, наоборот, 
вычисление взлётной массы самолёта по (2) выполняется итерационно до достижения 
сходимости. 

Блок-схема алгоритма расчёта взлётной массы самолёта представлена на рис. 1. 

Рис.1. Блок-схема алгоритма вычисления взлётной массы 
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На основе представленного алгоритма разработано программное обеспечение 
«BPLADesign» на языке PascalABC.NET [18]. 

Пользователь данной программы имеет возможность задать на вход вектор ис-
ходных данных 1X , в числе которых удельная нагрузка на крыло 0p , относительные 

геометрические характеристики самолёта, величины известных заранее масс, скорость 
полёта V, время полёта T и так далее (рис. 1, блок 1). Вместе с этим задаются также ис-
ходные данные для воздушного винта 2X  (рис. 1, блок 5). С полным перечнем исход-

ных данных, а также их условными обозначениями, принятыми на блок-схеме, можно 
ознакомиться в табл. 1. Кроме прочего пользователь должен задать на вход стартовую 
величину взлётной массы 0

0m  для выполнения первого приближения. Далее (рис. 1, 

блок 2) программа осуществляет расчёт потребного коэффициента подъёмной силы для 

осуществления горизонтального полёта по формуле 0
ya

g p
c

q
 , где q – скоростной 

напор, Па. С помощью соотношения 
S

m
p 0

0   вычисляется площадь крыла и на её ос-

нове – абсолютные геометрические характеристики крыла и самолёта в целом (рис. 1, 
блок 3). На основе полученного геометрического облика с помощью формул инженер-
ной методики ведётся расчёт аэродинамических характеристик самолёта, в том числе – 

аэродинамического качества К и коэффициента максимальной подъёмной силы max
уаc  с 

целью проверки выполнения условия max суа уаc  , а также определяется потребная тяга 

для самолёта потр 0

1
tg

наб

Р m g
K


 

  
 

 с учётом запаса для возможности осуществления 

набора высоты с заданным градиентом  или выполнение манёвра (рис. 1, блок 4).  
После этого (рис. 1, блок 7) программа способна осуществить подбор геометриче-

ских и кинематических параметров воздушного винта (количество лопастей лn , диа-

метр винта .в вD , шаг винта .в вH , закон изменения хорд лопасти по её длине лb , геомет-

рическую крутку и закон её изменения .в в , частоту вращения .в вn ) с учётом заданных 

компоновочных и функциональных ограничений таким образом, чтобы обеспечить ра-
венство тяги, выдаваемой воздушным винтом ввР . , потребной тяге, т.е. потр. РР вв  . При 

этом пользователь имеет возможность поочерёдно варьировать каждым из параметров 
при «замороженных» остальных, чтобы при выполнении условия потр. РР вв   достиг-

нуть максимальной величины КПД maxв.в   (рис. 1, блок 6, 7), фактически реализуя 

алгоритм Гаусса-Зейделя. Для решения этой задачи программа может использовать 
также и любой другой подходящий алгоритм оптимизации. После достижения выпол-
нения условия (рис. 1, блок 7) программа вычисляет требуемую для винта мощность 

.в вN  как произведение крутящего момента .в вМ  на угловую скорость вращения винта . 

Соотношение полезной мощности ( потрР V ) и полной .в вN  определяет КПД винта .в в . 

После завершения выбора геометрических и кинематических параметров воздуш-
ного винта производится вычисление потребной энерговооружённости самолёта по (5) 
и относительных масс компонентов самолёта. Затем по (2) производится вычисления 
взлётной массы самолёта (рис. 1, блок 8). 

Полученное значение взлётной массы первого приближения 1
0m  сопоставляется с 

0
0m . При необходимости цикл вычисления взлётной массы повторяется до сходимости, 
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пока не выполнится условие 






1
0

1
00

j

jj

m

mm
, где j  – номер итерации, а   – наперёд 

заданная малая величина. После этого проверяется выполнение заданных ограничений 
0jg  . В случае необходимости пользователь должен изменить значения вектора вход-

ных параметров 1X . Результатом работы алгоритма является не только полученная ве-

личина взлётной массы, но и совокупность значений параметров, определяющих её 
значение. 

Пользователь имеет возможность варьировать значениями входных параметров 
не только с целью удовлетворения ограничениям, но и для минимизации значения 
взлётной массы самолёта или же других характеристик, принятых за критерий каче-
ства. 

Расчёт аэродинамических характеристик воздушного винта 

Воздушный винт является неотъемлемой частью летательного аппарата, выбор 
параметров которого осуществляется совместно с проектированием облика самого 
БПЛА согласно блок-схеме алгоритма (рис. 1).  

В основе расчёта аэродинамических характеристик воздушного винта во время 
выбора его параметров, перечисленных в описании алгоритма, используется теория 
изолированного элемента лопасти. Теоретические основы этого метода описаны в ра-
ботах Б.Н. Юрьева, В.Л. Александрова [19; 20]. Ниже представлена реализация этого 
метода в алгоритме программы «BPLADesign». 

В основе определения основных интегральных аэродинамических характеристик 
воздушного винта в зависимости от его геометрических и кинематических параметров 
используется интегрирование распределённых аэродинамических характеристик по 
длине лопасти. Они определяются коэффициентами нормальных и тангенциальных 
сил, действующих в каждом сечении лопасти: 

2

2y

W
dY c b dr , (6) 

2

2x

W
dX c b dr , (7) 

где ,Y X  – соответственно нормальная и тангенциальная силы в сечении лопасти;  

yc , хc  – соответственно коэффициенты этих сил в сечении; b  – хорда сечения; 
2

2

W  –

скоростной напор в сечении; dr  – длина элемента лопасти.  
Отметим, что при интегрировании (6) и (7) необходимо помнить, что величины 

, ,y xc c b  и скоростной напор переменные по длине лопасти. Величины yc , хc  в (6) и (7) 

определяются формой профиля и текущим углом атаки сечения и при необходимости 
вычисляются с учётом сжимаемости среды. 

Вычисление тяги винта и потребляемой им мощности производится суммирова-
нием по длине лопасти сил в её сечениях: 

 
1

cos sin
n

i i i i
i

Р Y X 


   ,             (8) 
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 
1

sin cos
n

i i i i
i

N Y X r  


   ,                 (9) 

где Р – тяга; N – мощность;  – угловая скорость вращения винта;  – угол притекания, 
а также угол атаки , используемый для оценки yc , определяются с учётом величины 

скорости поступательного движения по треугольнику скоростей (рис. 2). 

а б 

Рис. 2. К определению углов атаки и притекания:  
а – треугольник скоростей с учётом скорости поступательного движения винта;  

б – схема аэродинамических сил на элементе лопасти 

На рис. 2 приняты следующие обозначения: 2U nsr  – окружная скорость эле-
мента лопасти; r – расстояние до сечения лопасти от оси вращения винта; V – скорость 
полёта самолёта; W – скорость набегающего потока на сечение лопасти; α – угол атаки 
сечения лопасти; φ – угол установки сечения лопасти; β – угол притекания сечения ло-
пасти; 1V  – вызванная винтом осевая скорость; 1 1 1, ,    – соответственно углы атаки, 

установки и притекания сечения лопасти с учётом вызванной винтом осевой скорости. 

Демонстрация предлагаемой методики 

Работоспособность предложенной методики рассмотрим на примере выбора ос-
новных параметров БПЛА самолётного типа для приобретения курсантами первона-
чальных навыков пилотирования. В соответствии с требованиями к учебным БПЛА 
приняты следующие концептуальные решения: БПЛА самолётного типа выполняется 
по нормальной аэродинамической схеме с одним электрическим двигателем и тянущим 
винтом, двухопорным шасси с хвостовой опорой. Крыло прямоугольной формы на виде 
в плане без геометрической крутки оборудовано механизацией задней кромки в виде 
отклоняемого закрыла по всему размаху крыла, который одновременно выполняет 
функции элерона. Профиль крыла умеренной толщины имеет выпукло-плоскую форму 
с целью упрощения изготовления крыла. Предусматривается возможность полёта как в 
ручном, так и в автоматическом режимах. Основной материал конструкции – сосна в 
силовых элементах, работающих на растяжение-сжатие, и пенополистирол – в силовых 
элементах, работающих на сдвиг, и используется также в качестве заполнителя. Ско-
рость горизонтального установившегося полёта 1 0V   м/с; размах крыла 1l   м, время 
полёта 0,25Т   ч. Старт выполняется броском с руки, а посадка – на грунт на шасси. 

В табл. 1 представлен ряд исходных данных, принятых постоянными. 
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Таблица 1. Исходные данные 

Плотность воздуха , кг/м3 1,18 
Температура воздуха t, °C 25,0 
Скорость полёта V, м/с  10 
Скороподъёмность yV , м/с  5,5 

Размах крыла l, м  1 
Время полёта Т, ч 0,25 
Коэффициент статического момента ГО ГОА 0,50 

Коэффициент статического момента ВО ВОА 0,04 

Угол поперечного V-крыла +6° 
Угол установки крыла к +3,5° 

Угол установки стабилизатора ст 0 

Относительная толщина профиля крыла с , % 12,5 
Максимальный угол отклонения закрылков зк 30,0° 
Мидель фюзеляжа, мм 67×80 
Максимальный угол наклона траектории полёта θ +30,0°
Удельная энергоёмкость аккумулятора, Вт ч/кг 140 
Максимальное напряжение на аккумуляторе U, В 8,60 
Масса полезной нагрузки, кг 0,06 
Удельная масса электродвигателя дв , кг/кВт 0,36 

Плотность конструкционной древесины д , кг/м3 500 

Плотность конструкционного пенополистирола .п п , кг/м3 30,0 

Количество лопастей воздушного винта лn 2 

Стартовое значение взлётной массы нулевого приближения 0
0m , кг 0,5 

Масса оборудования управления 
Сервопривод, кг 0,010 
Приёмник радиосигнала, кг 0,013 
Регулятор тока, кг 0,036 
Провода и клеммы, кг 0,010 

В результате получены следующие характеристики учебного БПЛА, представлен-
ные в табл. 2. 

Таблица 2. Полученные характеристики БПЛА  

Взлётная масса, кг 0,422 
Удельная нагрузка на крыло 0p , кг/м2 3,3 

Удлинение крыла  6 
Сужение  1 
Размах крыла l, м 0,8760 
Хорда крыла b, м 0,1460 
Площадь крыла S, м2  0,1279 
Площадь миделевого сечения фюзеляжа .м фS , м2 0,0055 

Относительная площадь элерон-закрылков мехS 0,1850 

Относительная площадь стабилизатора .Г ОS 0,1840 

Относительная площадь киля .В ОS 0,0684 

Длина самолёта L, м 0,62 

Высота самолёта (с шасси) Н, м 0,28 

Скорость полёта V, км/ч 35,0 
Коэффициент подъёмной силы горизонтального полёта уас 0,60 

Мощность двигателя двN , Вт 140 
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Окончание табл. 2 

Масса конструкции к кm m , кг/% 0,139/33 

Масса двигателя дв двm m , кг/% 0,05/120 

Масса аккумулятора АКБ АКБm m , кг/% 0,066/16 

Масса воздушного винта . .в в в вm m , кг/% 0,018/4 

Масса оборудования управления . .об упр об упрm m , кг/% 0,089/21 

Масса полезной нагрузки . .п н п нm m , кг/% 0,06/14 

Диаметр воздушного винта D, м 0,178 
Шаг винта H, м 0,127 
Средняя хорда лопасти винта .A лb , м 0,015 

Геометрическая крутка лопасти винта .в в –5°
Толщина комлевого сечения лопасти, мм 1,4 
Толщина концевого сечения лопасти, мм 0,4 
Частота вращения винта (при максимальной мощности) .в вn 10 500 

В табл. 2 массы агрегатов даны в абсолютных и относительных величинах через 
косую черту. Итоговые относительные массы аккумулятора, двигателя, воздушного 
винта, внесённые в табл. 2, рассчитаны уже по величине абсолютной массы существу-
ющих агрегатов, подобранных по результатам расчётов. 

Представленные в табл. 2 характеристики получены в результате нескольких ша-
гов, внутри каждого из которых было решено уравнение существования (2). Такая мера 
понадобилась с целью удовлетворить ограничениям по скорости горизонтального полё-
та 10V   м/с и габаритам БПЛА 1l   м, указанным в задании. 

Решение задачи выполнялось на одном ядре в два потока процессора Intel Core i5. 
Затрачиваемое время на выполнение одной итерации решения уравнения существова-
ния составляет 0,19 с. 

На основе полученных данных разработана трёхмерная геометрическая модель и 
построен летающий образец учебного БПЛА (рис. 3), а также выполнена серия испыта-
тельных полётов на ручном дистанционном управлении (рис. 4). 

а б 

Рис. 3. Учебный БПЛА:  
а – трёхмерная геометрическая модель; б – летающий образец 

Полётная масса летающего образца соответствует расчётному значению 
0, 42полm   кг. Масса изготовленной конструкции составила 0,137кm   кг.  

Для удобства эксплуатации и транспортировки БПЛА предусмотрена возмож-
ность отстыковки крыла от фюзеляжа. Отстыкованное крыло открывает доступ в верх-
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ний отсек фюзеляжа, где располагаются аккумулятор, приёмник радиосигнала управле-
ния, регулятор мощности двигателя, рулевой привод руля высоты. Нижний отсек фю-
зеляжа отделён от верхнего горизонтальной перегородкой. Он предназначен для раз-
мещения контрольно-измерительной аппаратуры и модуля автопилота. Доступ в отсек 
производится через люк в нижней части фюзеляжа. Крыло цельное, однолонжеронное, 
во внутреннем объёме которого расположены рулевые приводы элерон-закрылков. 

В одном из полётов (рис. 4) в составе полезной нагрузки находился микро-
контроллер, барометрический и ультразвуковой датчики высоты, которые предназна-
чались для определения лётно-технических характеристик самолёта. Датчики засвиде-
тельствовали диапазон высот полёта, верхняя граница которого была равна 35 метрам, 
а диапазон вертикальных скоростей составил 13,6 8,5yV     м/с. 

Рис. 4. Учебный БПЛА в полёте 

Заключение 

На основе модифицированного уравнения существования самолёта и теории изо-
лированного элемента лопасти разработана методика выбора основных параметров ма-
лоразмерных низкоскоростных учебных БПЛА на начальных стадиях проектирования. 
Параллельный учёт весового и энергетического баланса летательного аппарата с помо-
щью уравнения существования самолёта позволяет получать результат за короткое 
время. Работа предложенной методики продемонстрирована на примере разработки 
БПЛА для приобретения первоначальных навыков управления в ручном и автоматиче-
ском режимах. С учётом полученных расчётных данных построен лётный образец и 
проведена серия испытательных полётов с измерительной аппаратурой на борту. Лёт-
ные испытания подтвердили качественные характеристики ЛА, заложенные при проек-
тировании: аппарат обладает хорошей устойчивостью и управляемостью во всех кана-
лах управления на малых скоростях полёта, а также достаточной величиной 
энерговооружённости для выполнения интенсивного набора высоты и разворота малого 
радиуса без скольжения. Механизация крыла позволяет выполнять мягкую посадку на 
упругое шасси с малой скоростью на площадки ограниченных размеров в условиях го-
рода. 

В качестве следующего этапа развития предложенной концепции комплексной 
подготовки проектантов и операторов БПЛА планируется усложнить состав контроль-
но-измерительной аппаратуры для получения всего спектра характеристик динамики 
полёта БПЛА в натурном эксперименте – в полёте и сравнения фактических характери-
стик БПЛА с расчётными характеристиками, полученными при его проектировании по 
разработанной методике с целью её уточнения.  
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Предложенный подход применения БПЛА при его возможных технических дора-
ботках позволяет дополнительно реализовать концепцию не только учебного, но и 
учебно-исследовательского БПЛА для проведения исследований по оценке эффекта 
внедрения отдельный инноваций в конструкцию и оборудование летательных аппара-
тов. Например, такой БПЛА может послужить летающей платформой для исследования 
новых аэродинамических схем, изучения перспектив применения адаптивного крыла, 
распределённой силовой установки, энергетической механизации крыла, реализации 
эффекта Коанда, эффекта Магнуса и так далее. 

Авторы выражают благодарность профессору В.А. Комарову за внимательное 
чтение рукописи и ряд ценных замечаний. 
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Предложена методика оценки результатов проведения манёвров коррекции наноспутника (НС) 
с электротермической двигательной установкой (ЭТДУ). На примере разрабатываемого 
наноспутника SamSat-M выявлены общие причины возникновения неточности маневрирования, 
связанные с производственными отклонениями изготовления двигательной установки. 
Выполнен в вероятностной постановке анализ процесса маневрирования НС. В качестве 
случайных факторов рассматриваются проектные параметры ЭТДУ. Статистические модели 
распределений всех случайных факторов полагаются равновероятными, что является 
наихудшим сценарием, так как истинные распределения проектных параметров ЭТДУ 
неизвестны. Методической основой исследования является метод статистических испытаний 
(метод Монте-Карло) с последующим использованием регрессионного и факторного анализа, 
на основании которых определено влияние разбросов каждого из проектных параметров на 
контролируемые параметры. Сформированы требования к проектным параметрам ЭТДУ, 
влияющим на разброс проекций вектора изменения скорости движения НС и на возникающее 
угловое движение. Представленные результаты могут быть использованы для оценки влияния 
производственных отклонений проектных параметров двигательных установок на характер 
движения космического аппарата, а также для формирования требований к разбросам 
проектных параметров для обеспечения выполнения целевой задачи.  

Наноспутник; электротермическая двигательная установка; стохастическая модель 
движения; метод Монте-Карло; факторный анализ; уравнение регрессии; коррекция орбиты 

Цитирование: Синицын Л.И., Белоконов И.В.  Влияние производственных отклонений изготовления электротер-
мической двигательной установки на точность маневрирования наноспутника // Вестник Самарского университе-
та. Аэрокосмическая техника, технологии и машиностроение. 2021. Т. 20, № 1. С. 29-45.  DOI: 10.18287/2541-
7533-2021-20-1-29-45 

 
Введение 

В настоящее время космические аппараты нанокласса полностью завоевали ры-
нок научно-образовательных спутников и активно осваивают область практического и 
научного применения, которую раньше занимали «большие» космические аппараты. 
Одной из наиболее актуальных проблем при этом является создание миниатюрных дви-
гательных установок, которые позволяли бы решать широкий круг задач: ликвидация 
ошибок выведения наноспутников (НС) на орбиту, поддержание орбитальных парамет-
ров, межорбитальное маневрирование, построение орбитальных группировок НС, ин-
спектирование других орбитальных объектов, наблюдение за околоземным космиче-
ским пространством, увод НС на орбиту утилизации и т.д.  

Одними из наиболее интересных с практической точки зрения выступают элек-
тротермические двигательные установки (ЭТДУ), так как они имеют относительно вы-
сокие удельные импульсы и могут работать с инертным рабочим телом (РТ). В уста-
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новках такого типа происходит предварительная газификация РТ в испарителе, а затем 
его окончательный перегрев за счёт бортовых источников энергии и выброс газа через 
сопло в окружающее пространство, за счёт чего создаётся реактивная сила. В этой свя-
зи многие научные коллективы, занимающиеся разработкой платформ нанокласса, 
предлагают различные варианты ЭТДУ [1 – 3].  

Ещё в 2005 году компанией Surrey Satellite Technology Ltd (Великобритания) была 
предложена ЭТДУ на ксеноне, позволяющая получать удельный импульс 48 с и силу 
тяги 18 мН [4]. В 2008 году Южно-Калифорнийским университетом предложена ЭТДУ, 
позволяющая получать удельный импульс около 80 с [5]. В качестве РТ выступала во-
да. Активно ведутся разработки ЭТДУ с фреоном в качестве РТ. К ним относятся 
ЭТДУ с удельными импульсами, достигающими 150 с, предложенные в 2015-2017 го-
дах американскими компаниями CU Aerospace, VACCO Industries и Busek Co Inc [6]. 
Существуют и российские разработки, например в Омском государственном техниче-
ском университете предложена ЭТДУ с реализуемой характеристической скоростью 
более 60 м/с и аммиаком в качестве РТ [7]. В работе [8] предлагается использовать для 
перегрева РТ солнечную энергию. В силу возникновения неизбежных производствен-
ных отклонений изготовления миниатюрных ЭТДУ эффективность коррекции траекто-
рии, а также их влияния на динамику движения НС в вероятностной постановке в 
настоящее время не изучены. В настоящей работе предлагается методика исследования 
влияния разброса проектных параметров ЭТДУ на эффективность маневрирования НС 
и выбора допустимых технологических погрешностей изготовления на базе регресси-
онного и факторного анализа. 

 
Постановка задачи 

Для анализа космических миссий маневрирующего НС необходимо сформировать 
комплекс математических моделей, позволяющий оценить эффективность принимае-
мых технических решений. Эти модели должны учитывать производственные отклоне-
ния изготовления и носить вероятностный характер, а также учитывать комплекс фак-
торов, связанных с внешними и управляющими воздействиями, в значительной мере 
влияющими на движение НС.  

Практический интерес представляет формирование требований к допускам произ-
водственных отклонений для обеспечения требуемых значений проектных параметров 
ЭТДУ, которые оказывают влияние на разбросы реализующегося вектора корректиру-
ющего импульса скорости и возникновение возмущённого движения относительно 
центра масс.  

В статье описывается разработка методики исследования влияния производствен-
ных отклонений изготовления электротермической двигательной установки на ошибки 
маневрирования НС и характер его движения после коррекции. 

Для оценки влияния работы ЭТДУ на характер движения НС (как движения цен-
тра масс, так и движения относительно центра масс) разработано программное обеспе-
чение, позволяющее проводить численное моделирование исследуемой динамической 
системы. Задача моделирования процесса коррекции движения рассмотрена в вероят-
ностной постановке. В качестве случайных факторов в вероятностной модели учиты-
ваются проектные параметры ЭТДУ. Статистические модели распределений всех слу-
чайных факторов полагаются равновероятными, что является наихудшим сценарием, 
так как истинные распределения проектных параметров ЭТДУ неизвестны и их досто-
верное математическое описание может быть получено в результате большого числа 
испытаний.  

В вектор контролируемых параметров включены параметры движения центра 
масс и относительно центра масс: проекции векторов изменения скорости 
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, ,x y zV V V   , импульса моментов сил , ,x y zL L L , порождаемых тягой и приводящих к 

закрутке НС, и скорости изменения углов ориентации НС относительно центра масс 
, ,T T T     (в дальнейшем называются угловыми скоростями), приобретаемые ко вре-

мени окончания выдачи импульса тяги.  
Для формирования требований к разбросам проектных параметров в рамках пред-

лагаемой методики используется комбинация методов регрессионного и факторного 
анализов [9;10].  

 
Математическая модель для оценки эффективности коррекции  

траектории наноспутника 

Движение центра масс наноспутника рассматривается в геоцентрической прямо-
угольной системе координат (ГСК) 0 0 0 0O X Y Z , начало которой совпадает с центром 

Земли. Основная плоскость 0 0 0O X Y  совпадает с плоскостью экватора, ось 0 0O X направ-

лена в точку весеннего равноденствия, ось 0 0O Z  – по оси вращения Земли, а ось 0 0O Y  

дополняет систему координат до правой [11]. 
Матрица перехода из ГСК в орбитальную систему координат (ОСК) имеет вид: 
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где 1 2 3( ; ; )C C CС  – векторная константа интеграла площадей; * * *

0 0 0, ,X Y Z  – координа-

ты центра масс наноспутника в ГСК; *2 *2 *2
0 0 0r X Y Z    – радиус-вектор НС. 

Вектор интеграла площадей вычисляется по следующим формулам: 
 

* *
1 0 0

* *
2 0 0
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3 0 0

,

,

,

z y

x z

y x

C Y V Z V
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 

         (2) 

 
где , ,x y zV V V  – проекции вектора скорости движения центра масс в ГСК. 

Наноспутник рассматривается как твёрдое тело, которое совершает вращательно-
поступательное движение под действием приложенных к нему сил. Центр масс пере-
мещается по изменяющейся в инерциальном пространстве траектории и одновременно 
с этим происходит вращательное движение НС за счёт несоосности линии приложения 
силы тяги и продольной оси НС, проходящей через центр масс, а также под воздей-
ствием гравитационного и аэродинамического моментов.  

Для описания углового положения НС введена опорная система координат, отно-
сительно которой измеряются угловые отклонения, угловые скорости и ускорения свя-
занной с космическим аппаратом системы координат. 

В качестве опорной выбрана ОСК OXYZ  с началом в центре масс наноспутника 
O. Оси ОСК направлены следующим образом: ось OZ  – по местной вертикали от цен-
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тра Земли к центру масс аппарата O; ось OX  – перпендикулярно оси OZ  в плоскости 
орбиты и направлена в сторону полёта; ось OY  – по бинормали к орбите для формиро-
вания правой системы координат [12]. Связанная система координат выбирается таким 
образом, чтобы оси её совпадали с главными центральными осями инерции космиче-
ского аппарата. Начало связанной системы координат l l lOX Y Z  располагается в центре 

масс наноспутника, ось lOX  направлена вперёд вдоль продольной оси наноспутника, 

lOZ  направлена вверх по нормали, третья ось lOY  дополняет систему координат до 

правой. 
Ориентация космического аппарата в пространстве, то есть положение связанных 

осей l l lOX Y Z  относительно орбитальной системы координат OXYZ  определяется тремя 

независимыми углами: углом крена  , углом рысканья   и углом тангажа   [13]. 
Модель движения имеет вид: 
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            (3) 

 
где   – мгновенная угловая скорость;   – тензор инерции НС;    – вектор моментов 

сил, включающий в себя гравитационный и аэродинамический моменты, а также воз-
мущающий момент, возникающий при выдаче импульса тяги;   – кватернион ориен-
тации ССК в ОСК; Ea  – вектор ускорения, обусловленный влиянием формы Земли и 

неравномерности распределения её массы; aa  – вектор ускорения от действия атмосфе-

ры; TF  – вектор силы тяги, выраженный в проекциях на оси ГСК, m – масса НС, счита-

ющаяся переменной во время проведения коррекции из-за выработки РТ. 
Профиль силы тяги ЭТДУ состоит из участка выхода на режим, участка устано-

вившегося режима и участка спада тяги. На рис. 1 приведены данные, соответствующие 
ЭТДУ, разработанной на межвузовской кафедре космических исследований Самарско-
го университета [14]. 

 

 
 

Рис. 1. Профиль силы тяги ЭТДУ 
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Математическая модель тяги ЭТДУ представляется в виде [15]: 
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               (4) 

 
где t – текущее время с момента включения двигательной установки; 

0 1 20с, 1,9с, 1,5сT T T    – длительности установившегося режима, выхода на режим и 

спада тяги соответственно. 
С учётом отклонения сопла от продольной оси в плоскости XlOYl (угол  ) и 

плоскости XlOZl (угол  ), проекции силы тяги P в ССК можно записать в следующем 
виде: 
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    (5) 

 
Проекции тяги в ССК пересчитываются в ГСК и учитываются в правых частях 

дифференциальных уравнений движения центра масс. 
Момент силы тяги определяется как векторное перемножение вектора положения 

сопла относительно центра масс НС на вектор силы тяги в связанной системе коорди-
нат: 

 
, T nM C P              (6) 

 
где nC   – вектор положения сопла относительно центра масс НС. 

При моделировании используются следующие выражения для проекций гравита-
ционного момента [16]: 

 

 
 
 

2
0 32 33

2
0 33 31

2
0 31 32

3 ;

3 ;

3 ,

gx z y

gy x z

gz y x

M I I M M

M I I M M

M I I M M







  
  
  

              (7) 

 
где 0  – орбитальная скорость; 31 32 33, ,M M M  – элементы матрицы направляющих ко-

синусов. 
Выражения для проекций аэродинамического момента имеют вид:  
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где Q – модуль силы аэродинамического сопротивления; , ,x y zU U U  – координаты цен-

тра давления относительно центра масс в ССК; 11 12 13, ,M M M  – элементы матрицы 

направляющих косинусов. 
Матрица направляющих косинусов выражается через нормированный кватернион 

ориентации  0 1 2 3q q q q   следующим образом: 
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  (9) 

 
К контролируемым параметрам относятся векторы изменения скорости и импуль-

са момента сил. Вектор изменения скорости вычисляется как разница между вектором 
скорости наноспутника в ОСК в момент  после приложения импульса тяги и вектором 
скорости до приложения импульса тяги в ОСК:  
 

,  O O O
T 0V V V              (10) 

 

где O
TV  – вектор конечной скорости в ОСК, O

0V  – вектор начальной скорости в ОСК. 
Поскольку при моделировании движения центра масс используется ГСК, вектор 

начальной скорости (до выдачи импульса) в орбитальной системе координат определя-
ется с помощью матрицы перехода  по формуле:  
 

GBO
0 0V V ,         (11) 

 

где B – матрица перехода из ГСК в ОСК; G
0V  – вектор начальной скорости в ГСК.  

Матрица B определяется из выражения (1). 
Скорость наноспутника в ОСК после выдачи импульса O

TV  определяется анало-

гично: 
 

G
TBO

TV V ,          (12) 
 

где G
TV  – вектор скорости наноспутника в ГСК после выдачи импульса.  

Вектор импульса момента вычисляется с помощью выражения: 
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 L  ,              (13) 

 

где    – вектор моментов сил, включающий в себя гравитационный и аэродинамиче-

ский моменты, а также возмущающий момент, возникающий при выдаче импульса тя-
ги. 
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В перечень проектных параметров ЭТДУ, вероятностные модели которых учиты-
ваются, входят следующие: радиус критического сечения сопла, температура газа на 
входе в сопло, длительности участков профиля силы тяги, угловое отклонение сопла от 
продольной оси, массогабаритные параметры элементов системы хранения и подачи 
РТ, к которым относятся параметры бака для хранения РТ, поршня и пружин для под-
держания давления РТ (общее число учитываемых проектных параметров равно 23). 
Проектные параметры считаются независимыми друг от друга случайными величина-
ми, распределёнными по равновероятному закону с заданными границами изменения 
реализаций. 

Описанный выше комплекс математических моделей используется при моделиро-
вании процесса проведения корректирующих манёвров для наноспутника с ЭТДУ и 
оценивания результатов коррекции для выделения группы факторов, оказывающих 
наибольшее влияние на погрешность формирования корректирующего импульса. 

 
Методика исследования влияния производственных отклонений  

изготовления двигательной установки на характер движения наноспутника 

Исследование влияния производственных отклонений изготовления двигательной 
установки на характер движения НС состоит из нескольких этапов. 

Блок-схема предлагаемой методики исследования влияния производственных от-
клонений изготовления двигательной установки на характер движения наноспутника и 
формирования требований к проектным параметрам ЭТДУ и её монтажа приведена на 
рис. 2 

 

 
 

Рис. 2. Блок-схема методики исследования влияния производственных отклонений  
изготовления двигательной установки на характер движения наноспутника  

и формирования требований к проектным параметрам ЭТДУ и её монтажа на НС 
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На первом этапе формируется вероятностная математическая модель проектных 
параметров, которые являются случайными факторами при проведении численного мо-
делирования. Задаются параметры законов распределения случайных факторов с учё-
том возможностей технологического процесса изготовления двигательной установки и 
особенностей её функционирования. Формируется перечень контролируемых парамет-
ров, в который входят величины, позволяющие оценить эффективность выполнения 
корректирующего манёвра. К контролируемым параметрам относятся вектор измене-
ния скорости, вектор импульса моментов сил и вектор скорости изменения углов ори-
ентации НС на момент завершения выдачи импульса тяги. 

На втором этапе происходит формирование выборки реализаций в рамках метода 
Монте-Карло [17]. Для этого проводится серия статистических моделирований движе-
ния НС на интервале работы двигательной установки.  

Далее по результатам накопленной выборки реализаций строятся линейные урав-
нения регрессии вида с проверкой их адекватности [9]. 

 
,G y x b           (14) 

 
где y – вектор-cтолбец контролируемых параметров размерности m; 

, 1, , 1,ijG g i m j n      – матрица коэффициентов уравнений регрессии; x – вектор-

столбец проектных параметров размерности n; b – вектор-столбец коэффициентов при 
фиктивных переменных размерности m. 

С использованием построенных регрессионных моделей выполняется факторный 
анализ [10], в результате которого выделяются значимые факторы и оценивается их 
вклад в формирование разбросов контролируемых параметров. Процент влияния в 
формирование каждого из контролируемых параметров можно вычислить по формуле: 
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где  i jO x  – оценка влияния фактора jx  на контролируемый параметр iy , выраженная 

в процентах; ijg  – коэффициент уравнения регрессии, относящийся к фактору jx  для   

i-го уравнения регрессии; jD  – дисперсия фактора jx ; 1...i n , где n – размерность 

вектора контролируемых параметров; 1...j m , где m – количество факторов регресси-
онной модели. 

Разбросы проектных параметров, оказавшие незначительное влияние на контро-
лируемые параметры, отбрасываются из дальнейшего рассмотрения. Для факторов, в 
значительной мере влияющих на разбросы контролируемых параметров, составляются 
уточнённые регрессионные модели.  

Далее на основе регрессионных моделей составляется система неравенств, кото-
рые позволяют сформировать требования к вектору проектных параметров x, при кото-
рых значение вектора контролируемых параметров y будет соответствовать предъяв-
ленным требованиям к эффективности коррекции и ограничениям на допустимые 
возмущения, вносимые в динамику движения НС: 

 

min max ,G  y x b y  
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где miny , maxy  – векторы размерности m, содержащие предельные значения контролиру-

емых параметров. 
 

Результаты применения методики на примере наноспутника SamSat-M  
с электротермической двигательной установкой 

На межвузовской кафедре космических исследований Самарского университета в 
соответствии с современными тенденциями в области проектирования и создания 
научно-образовательных спутников был разработан блок маневрирования для НС стан-
дарта CubeSat – SamSat-M [14]. В разработанном блоке маневрирования используется 
ЭТДУ с жидким РТ, включающая бак с вытеснительной системой подачи РТ, распре-
делитель, осуществляющий дозирование и подачу РТ в рабочую область, и нагреватель, 
осуществляющий испарение и перегрев пара РТ до выбранной температуры и направ-
ляющий его к соплу.  

В качестве РТ выбрана смесь дистил-
лированной воды и этилового спирта, что 
обеспечивает экологическую безопасность, 
которая является необходимым требовани-
ем для наземной отработки и доставки НС 
на МКС с целью последующего запуска. 

Экспериментально определены харак-
теристики ЭТДУ: удельный импульс 120 с, 
тяга 0,1 Н, величина одного импульса кор-
рекции для наноспутника массой 4,5 кг со-
ставляет не менее 0,1 м/с, запас характери-
стической скорости при массе РТ 180 г 
составляет не менее 50 м/с. Внешний вид 
блока маневрирования показан на рис. 3. 

 
 

Рис. 3. Внешний вид блока маневрирования 

После проведения факторного анализа и оставления проектных параметров, ока-
зывающих существенное влияние на контролируемые выходные параметры, вектор 
входных параметров уменьшился до 6: радиус критического сечения сопла, температу-
ра газа на входе в сопло, длительность роста тяги, длительность затухания тяги, угло-
вые отклонения продольной оси сопла от продольной оси НС в плоскостях XlOYl и 
XlOZl. Доля влияния отброшенных 17 проектных параметров на показатели эффектив-
ности коррекции составляет не более 0,1%. 

Номинальные значения проектных параметров ЭТДУ для SamSat-M и их разбро-
сы, отражающие допуски производственных отклонений изготовления, приведены в 
табл. 1.  
 
Таблица 1. Допуски производственных отклонений изготовления проектных параметров НС с ЭТДУ 

Параметр Значение 

Радиус критического сечения сопла, мм 0,2 ± 0,05 
Температура газа на входе в сопло, К 900 ± 50 
Длительность роста тяги, с 1,75 ± 0,25 
Длительность затухания тяги, с 1,75 ± 0,25 
Угловое отклонение продольной оси сопла от продольной оси НС  
в плоскости l lX OY , градусы 0 ± 0,5 

Угловое отклонение продольной оси сопла от продольной оси НС  
в плоскости l lX OZ , градусы 0 ± 0,5 
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В результате статистического моделирования получены гистограммы относитель-
ных частот распределения проекций вектора изменения скорости, которые показаны на 
рис. 4. Для получения гистограмм проводилась серия статистических испытаний с объ-
ёмом выборки 40000, что приблизительно соответствует 0,5% точности получения ве-
роятностных оценок. Вектор изменения скорости определялся с помощью соотношений 
(10) – (12).  

 

 
Рис. 4. Гистограммы относительных частот проекций вектора изменения скорости в ОСК 

 
 

Видно, что при выдаче разгонного импульса изменение скорости по оси ОX не 
превышает 25 см/с, математическое ожидание равно 13 см/с, среднеквадратическое от-
клонение 4 см/с. Распределение изменения скорости zV  по бинормали к орбите имеет 

вид, близкий к нормальному, и имеет следующие характеристики: модуль математиче-
ского ожидания 0,4 мм/с, среднеквадратическое отклонение 1,6 мм/с. Отметим, что из-
менение скорости по оси OY в ОСК (ось направлена вдоль местной вертикали) оказа-
лось крайне незначительным. Поэтому на круговой орбите радиальная скорость 
практически не изменяется.  

К моменту окончания выдачи импульса тяги формируются угловые скорости, 
значения которых изменяются в зависимости от реализации комбинации проектных па-
раметров. Гистограммы относительных частот угловых скоростей, приобретаемых в 
результате корректирующего импульса, показаны на рис. 5. 

 

 
 

Рис. 5. Гистограммы относительных частот конечных скоростей изменения углов ориентации 



                    Авиационная и ракетно-космическая техника 

39 

При идеальном совмещении продольной оси НС, проходящей через его центр 
масс, и линии приложения силы тяги угловые скорости не возникают. Однако как вид-
но из рис. 4, случайное распределение проектных параметров приводит к разбросам уг-
ловых скоростей, приобретаемых НС во время работы ЭТДУ. Среднеквадратические 
отклонения конечных угловых скоростей существенны, поэтому они оказывают силь-
ное влияние на проекции вектора изменения скорости, а следовательно на эффектив-
ность коррекции орбиты.  

Для повышения эффективности коррекции необходимо ужесточить требования к 
допускам производственных отклонений изготовления и монтажа ЭТДУ на НС, то есть 
задать повышенные требования к разбросам выделенных проектных параметров или 
создать дополнительные исполнительные устройства, позволяющие поддерживать ори-
ентацию вектора тяги на протяжении всего времени выдачи корректирующего им-
пульса. 

По полученной выборке реализаций были построены новые линейные уравнения 
регрессии, коэффициенты которых представлены в табл. 2. 

 
Таблица 2. Коэффициенты линейных уравнений регрессии 

Фактор xV  zV  yL  zL  T  
T  

Коэффициент 
при фиктивной 
переменной 

5,57e+5 
м с  

–2,10e–3 
м с  

–8,35e–6 
Н м с   

4,49e–6 
Н м с   

4,80e–2 
градус с  

–1,72e–1 
градус с  

Угловое  
отклонение  
в плоскости 

l lX OY  

4,86e–6 
-1 -1м с градус  

–2,00e–1 
-1 -1м с градус  

–6,99e–2 
Н м с градус 

 

6,99e–2 
Н м с градус 

 

8,48e+2 
1с  

2,51e–1 
1с  

Угловое  
отклонение  
в плоскости 

l lX OZ  

–1,84e–3 
-1 -1м с градус  

1,98e–4 
-1 -1м с градус  

1,62e–05 
Н м с градус 

 

–1,63e–5 
Н м с градус 

 

–9,60e–2 
1с  

–8,68e+2 
1с  

Радиус  
критического 
сечения сопла 

1,21e+3 
1с  

4,32e+0 
1с  

1,63e–2 
Н с  

–2,98e–2 
Н с  

–3,24e+2 
-1 -1градус м с  

1,48e+2 
-1 -1градус м с  

Температура 
РТ  

1,39e–4 
-1 -1м с К  

4,48e–7 
-1 -1м с К  

4,47e–9 
Н м с К   

5,95e–9 
Н м с К   

6,70e–5 
-1 -1градус К с  

7,33e–5 
-1 -1градус К с  

Длительность 
роста тяги 

8,43e–2 
2м с  

–7,44e–3 
2м с  

6,11e–7 
Н м  

–2,50e–6 
Н м  

–2,84e–2 
2градус с  

4,78e–3 
2градус с  

Длительность 
затухания тяги 

3,43e–3 
2м с  

–7,51e–3 
2м с  

–9,15e–9 
Н м  

–4,02e–7 
Н м  

–3,55e–3 
2градус с  

3,94e–4 
2градус с  

Критерий 
адекватности 
Фишера 

5,57e+5 7,09e+4 4,25e+5 4,27e+5 4,42e+5 3,86e+5 

 
С использованием представленных выше уравнений был вновь проведён фактор-

ный анализ для выделения проектных параметров, оказывающих наибольшее влияние 
на разброс контролируемых параметров. По формуле (15) оценивались влияния дис-
персий проектных параметров на дисперсии контролируемых параметров в предполо-
жении, что проектные параметры являются независимыми случайными величинами. 
Факторный анализ показал, что на вектор изменения скорости преобладающий вклад в 
разбросы вносит радиус критического сечения сопла (более 75% вклада) и угловое от-
клонение сопла от продольной оси (около 23% вклада). На движение относительно 



Вестник Самарского университета. Аэрокосмическая техника, технологии и машиностроение      Т. 20, № 1, 2021 г. 

40 

центра масс оказывают наибольшее влияние угол отклонения сопла от продольной оси 
(более 85% вклада) и радиус критического сечения (около 14% вклада). 

Записывая регрессионные модели в виде неравенств, в левой части которых стоят 
предельные значения контролируемых параметров (приведены в табл. 3), можно сфор-
мировать повышенные требования к погрешностям проектных параметров ЭТДУ. 

 
Таблица 3. Предельные значения контролируемых параметров 

Параметр Значение 

min
xV  0,1 м с  

max
zV  0,01 м с  

max
yL , max

zL  0,1 мН м с   

max
z , max

z  1 градус с  

 
Предельные значения контролируемых параметров в табл. 3 определяются требо-

ваниями технического задания и целевым назначением НС. В данной работе они опре-
делялись исходя из предположения о необходимости обеспечения группового полёта, в 
котором SamSat-M является одним из участников группировки. 

Найденные повышенные требования к погрешностям проектных параметров 
ЭТДУ приведены в табл. 4. 
 
 
Таблица 4. Повышенные требования к погрешностям проектных параметров ЭТДУ 

Параметр Значение 

Радиус критического сечения сопла, мм 0,2 ± 0,04 

Температура газа на входе в сопло, К 900 ± 30 

Длительность роста тяги, с 1,75 ± 0,25 

Длительность затухания тяги, с 1,75 ± 0,25 

Угловое отклонение продольной оси сопла от продольной оси НС  
в плоскости l lX OY , градусы 0 ± 0,05 

Угловое отклонение продольной оси сопла от продольной оси НС  
в плоскости l lX OZ , градусы 0 ± 0,05 

 
 
Результаты моделирования с учётом повышенных требований к погрешностям 

проектных параметров приведены на рис. 6. 
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Рис. 6. Гистограммы относительных частот проекций вектора изменения скорости  
и конечных угловых скоростей НС  

при повышении требований к погрешностям проектных параметров ЭТДУ 
 
 

При сравнении рис. 4, 5 с рис. 6 можно наблюдать значительный выигрыш в при-
росте полезной составляющей вектора изменения скорости (проекция xV ) при значи-

тельном уменьшении разбросов поперечной составляющей изменения скорости и воз-
никающих угловых скоростей. При выдаче корректирующего импульса 
математическое ожидание изменения скорости по оси OX  равно 17 см/с (до ужесточе-
ния требований было 13 см/с). Среднеквадратическое отклонение изменения скорости 

zV  относительно нуля составило 0,5 мм/с (было 1,6 мм/с). Разбросы конечных угло-

вых скоростей относительно поперечных осей снизились практически на порядок: 
среднеквадратические отклонения стали равны 0,6 градус/с, в то время как до повыше-
ния требований они составляли 7 градус/с. 

 
Заключение 

Предложена методика оценки результатов проведения манёвров коррекции нано-
спутника (НС) с электротермической двигательной установкой в вероятностной поста-
новке. Выполнен вероятностный анализ процесса маневрирования наноспутника. Ис-
следовано влияние производственных отклонений изготовления электротермической 
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двигательной установки на ошибки маневрирования НС и характер его движения после 
коррекции.  

Предложенная методика может быть использована для формирования требований 
к разбросам проектных параметров для обеспечения выполнения целевой задачи ма-
неврирования с требуемым качеством. 

Применение предложенной методики продемонстрировано на примере НС с 
ЭТДУ SamSat-M, разработанного на межвузовской кафедре космических исследований 
Самарского университета. 

Для НС SamSat-M построены регрессионные модели, которые позволили выявить 
проектные параметры, разбросы которых оказывают значимое влияние на результатив-
ность манёвра коррекции траектории. Как показал факторный анализ, «размазывание» 
изменения скорости вдоль направления движения практически полностью определяет-
ся производственными отклонениями изготовления критического сечения сопла ЭТДУ 
(более 75% вклада). Во время выдачи импульса тяги НС закручивается относительно 
центра масс, вследствие чего приобретается составляющая вектора силы тяги, лежащая 
вне плоскости орбиты. Закрутка относительно поперечных осей обусловлена разброса-
ми углового отклонения сопла от продольной оси НС (более 85% вклада).  

Для осуществления эффективной коррекции орбиты сформированы требования к 
допускам производственных отклонений изготовления ЭТДУ, а именно: к погрешности 
несоосности сопла относительно продольной оси НС (не более 0,06 градусов), погреш-
ности создания критического сечения сопла (более 0,04 мм), погрешности нагрева ра-
бочего тела в пределах 30 К относительно проектного значения нагрева в 900 К.  
 

Работа выполнена в рамках проекта 0777-2020-0018, финансируемого из средств 
государственного задания победителям конкурса научных лабораторий образователь-
ных организаций высшего образования, подведомственных Минобрнауки России. 
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A method is proposed for assessing the results of adjustment maneuvers for a nanosatellite (NS) with 
an electrothermal propulsion system (ETPS). Using the example of the SamSat-M nanosatellite under 
development, common causes of maneuvering errors associated with deviations in the manufacturing 
of the propulsion system are revealed. Probabalistic analysis of the NS maneuvering process was 
carried out. The design parameters of the ETPS are considered as random factors. Statistical models of 
the distributions of all random factors are assumed to be equally probable, which is the worst-case 
scenario, since the true distributions of the design parameters of the ETPS are unknown. The 
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methodological basis of the study is the method of statistical modeling (Monte Carlo method) followed 
by the use of regression and factor analysis, on the basis of which the influence of the scatter of each of 
the design parameters on the controlled parameters is determined. Requirements for the design 
parameters of the ETPS that affect the spread of the projections of the velocity growth vector of the NS 
and the arising angular motion have been formulated. The presented results can be used to assess the 
influence of production deviations in the design parameters of propulsion systems on the nature of 
spacecraft motion, as well as to state requirements for the spread of design parameters to ensure the 
achievement of the objective. 

Nanosatellite; electrothermal propulsion system; stochastic model of motion; Monte Carlo method; 
factor analysis; regression equation; orbit correction 
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Предлагается алгоритм решения задачи оптимального программного терминального 
управления сближением двух космических аппаратов (КА) c ограничениями на их фазовые 
состояния. В качестве исходной модели рассматривается система нелинейных 
дифференциальных уравнений, описывающая динамику активного КА (маневрирующего КА) 
относительно пассивного КА (станции) в центральном поле тяготения Земли в орбитальной 
системе координат, связанной с центром масс пассивного КА. Сформированная нелинейная 
модель динамики активного КА линеаризуется относительно заданной опорной фазовой 
траектории пассивного КА, а затем дискретизируется и приводится к линейному рекуррентному 
виду. Для сформированной аппроксимирующей линейной дискретной управляемой 
динамической системы приводится математическая формализация рассматриваемой задачи 
сближения двух КА в заданный финальный момент времени, качество решения которой 
оценивается соответствующим выпуклым терминальным функционалом, с учётом наличия 
геометрических ограничений на фазовые состояния активного КА и управляющие воздействия, 
связанные с ним, в виде выпуклых многогранников-компактов в соответствующем 
конечномерном векторном пространстве. На основе общего рекуррентного алгебраического 
метода построения областей достижимости линейных дискретных управляемых динамических 
систем, учитывающего заданные условия и ограничения, а также используя метод прямых и 
обратных конструкций, в работе предлагается решение задачи оптимального программного 
терминального управления сближением активного КА с пассивным КА в виде конструктивного 
алгоритма. В заключительной части статьи приводятся результаты компьютерного 
моделирования и делаются выводы об эффективности разработанного алгоритма. 

Оптимальное управление; программное управление; терминальное управление; сближение 
космических аппаратов; области достижимости 
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Введение 

Проблема управления сближением космических аппаратов (КА) на околоземной 
орбите или орбите другого небесного тела представляет собой одну из важнейших 
научно-технических задач космонавтики. При этом в качестве цели процесса управле-
ния может быть сближение двух КА, когда отсутствует заданное ограничение на значе-
ние относительной скорости между аппаратами в финальный момент времени, или 
необходима встреча, когда финальная относительная скорость должна быть достаточно 
мала. 
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В данной статье рассматривается случай, в котором предполагается, что все необ-
ходимые манёвры по сближению аппаратов выполняет активный КА (маневрирующий 
КА), который для изменения своей траектории имеет двигательную установку с доста-
точным запасом топлива. Другой КА в процессе сближения не маневрирует и называ-
ется пассивным КА (станцией). Желаемым результатом процесса управления активным 
КА является его сближение с пассивным КА в заданный финальный момент времени 
при обеспечении наименьших, т.е. минимальных, значений их относительных дально-
сти и скоростей. 

Решению задачи оптимального управления сближением КА, начиная с 60-х годов 
XX века, было посвящено большое количество работ, среди которых можно выделить, 
например, работы [1 – 4]. С точки зрения математического описания эти подходы к ре-
шению задачи оптимального терминального сближения КА при заданных ограничени-
ях классифицируются как детерминированные, стохастические и игровые (конфликт-
ные). Детерминированному подходу отвечает математическая модель движения КА, в 
которой связь между параметрами движения и временем однозначна [1 – 4]. В стоха-
стических моделях связь между входными и выходными параметрами движения КА 
известна только приближённо и зависит от качества известных вероятностных характе-
ристик параметров, определяющих движение КА. Игровые модели отражают круг си-
туаций при управлении движением КА, когда этот процесс протекает в условиях кон-
фликта или при наличии информационной неопределённости и неконтролируемых 
возмущений [5 – 8; 11]. Каждый из перечисленных подходов предполагает применение 
соответствующих теоретических моделей и методов, наилучшим образом отвечающих 
возможностям и уровню информированности субъектов управления о текущем абсо-
лютном или относительном фазовом состоянии рассматриваемых КА, а также имею-
щимся условиям и ограничениям на процесс сближения КА в рамках соответствующей 
математической модели. 

Отметим, что большинство существующих подходов к решению задач оптималь-
ного управления динамическими объектами в условиях неопределённости базируются 
на аппарате стохастического моделирования, при применении которого требуется ин-
формация о вероятностных характеристиках основных параметров управляемого объ-
екта, а также выполнение очень жёстких требований к условиям реализации рассмат-
риваемого процесса управления, которые, чаще всего, оказываются невыполнимыми. 
Предлагаемый в работе детерминированный подход к решению задачи оптимального 
программного терминального управления сближением КА базируется на применении 
аппарата построения и анализа точных областей достижимости [5 – 8; 11] линейных 
дискретных управляемых динамических систем при наличии геометрических ограни-
чений на априори неопределённые параметры в виде выпуклых многогранников-
компактов (с конечным числом вершин) в соответствующих конечномерных векторных 
пространствах. 

В данной статье описывается применение детерминированного подхода к реше-
нию задачи оптимального программного терминального управления сближением двух 
КА, основанного на результатах, представленных в работах [9 – 13]. В этом подходе 
предполагается, что управляемые и неопределённые априори параметры системы при-
нимают свои значения из некоторых известных множеств, имеющих вид выпуклых 
многогранников-компактов (с конечным числом вершин) в соответствующих конечно-
мерных векторных пространствах. В качестве исходной модели рассматривается си-
стема нелинейных дифференциальных уравнений, описывающая динамику активного 
КА относительно пассивного КА в центральном поле тяготения Земли в орбитальной 
системе координат, связанной с центром масс пассивного КА. Сформированная нели-
нейная модель динамики активного КА линеаризуется относительно заданной опорной 
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фазовой траектории пассивного КА, а затем дискретизируется и приводится к линей-
ному рекуррентному виду [14]. Для сформированной аппроксимирующей линейной 
дискретной управляемой динамической системы приводится математическая формали-
зация рассматриваемой задачи сближения двух КА в заданный финальный момент вре-
мени, качество решения которой оценивается соответствующим выпуклым терминаль-
ным функционалом, с учётом наличия ограничений на фазовые состояния активного 
КА и управляющие воздействия, связанные с ним, в виде выпуклых многогранников-
компактов в соответствующих конечномерных векторных пространствах. 

Предлагаемое решение задачи оптимального программного терминального 
управления процессом сближения двух КА для сформированной линейной дискретной 
управляемой динамической системы основывается на методе прямых и обратных кон-
струкций (Шориков А.Ф., 1986), описанном в работах [9 – 13], базирующемся на об-
щем рекуррентном алгебраическом методе построения прямых и обратных областей 
достижимости (Шориков А.Ф., 1986) для рассматриваемых динамических систем  
[9 – 11], который имеет вид конструктивного алгоритма. Предлагаемый алгоритм ре-
шения рассматриваемой задачи сближения двух КА с ограничениями на фазовые со-
стояния реализуется в виде конечной последовательности одношаговых операций, со-
стоящих из решений: задач линейного математического программирования, 
вспомогательных конечных систем линейных алгебраических уравнений и неравенств, 
применения операции двойственного описания выпуклых многогранников-компактов 
(с конечным числом вершин) в соответствующих конечномерных векторных простран-
ствах, задачи выпуклого математического программирования, вспомогательных одно-
шаговых краевых задач. 

В данной статье для разработки алгоритма решения рассматриваемой задачи 
сближения КА, в части построения областей достижимости, используется модификация 
общего рекуррентного алгебраического метода построения областей достижимости, 
описанная в работе [14]. 

В заключительной части данной статьи на конкретном модельном примере про-
демонстрированы результаты применения разработанного алгоритма для решения за-
дачи оптимального программного терминального управления процессом сближения 
двух КА. Моделирование осуществлялось с использованием созданного авторами спе-
циализированного компьютерного программного комплекса в среде MATLAB. 

 
Формирование математической модели 

Рассматривается дифференциальная модель движения двух материальных точек в 
центральном поле тяготения Земли, описывающая динамику двух КА. Предполагается, 
что пассивный КА не маневрирует, в то время как субъект управления активным КА – 
игрок P может корректировать его движение за счёт создания соответствующего 
управляющего воздействия. 

На промежутке времени ],0[ T  (T ‒ финальный момент времени для процесса 

управления, T  ,  ‒ множество всех натуральных чисел) рассматривается система 
дифференциальных уравнений относительного движения активного КА в орбитальной 
системе координат (ОСК), связанной с центром масс пассивного КА, имеющая следу-
ющий вид [1 – 4]: 
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где t  – непрерывное время;  *x t ,  *y t ,  *z t  – декартовы геометрические координа-

ты активного КА в ОСК;  
*xa t ,  

*ya t ,  
*z

a t  – проекции вектора относительного 

ускорения активного КА в ОСК;  п t  – угловая скорость вращения пассивного КА 

вокруг Земли;  пr t  – радиус-вектор, соединяющий центр масс пассивного КА с цен-

тром масс Земли; p – фокальный параметр эллиптической орбиты пассивного КА; 
],0[ Tt  . 

Система дифференциальных уравнений (1), описывающая относительное движе-
ние активного КА в ОСК, является нелинейной, что затрудняет её практическое ис-
пользование. Вместе с тем, применение к полученной системе метода малых отклоне-
ний приводит к формированию модели, являющейся её линеаризацией относительно 
наперёд заданного движения пассивного КА, рассматриваемого как опорное движение 
(которое, по предположению, является допустимым, с заданной точностью, для актив-
ного КА) [1 – 4], которую можно представить с помощью системы уравнений Клохес-
си-Уилтшира вида: 
 

                  
                  
         

*

*

*

1

1

1

2
* * * *

2
* * * *

2
* *

ˆ2 1 ;

ˆ2 2 1 ;

ˆ .

x

y

z

x t t y t t r t p x t t y t au t

y t t x t t r t p y t t x t au t

z t t r t p z t au t

  

  









     
     
  

 

 



п п п п

п п п п

п п

 (2) 

 

Здесь              ˆ ˆ ˆ, , , ,x y z x y zau t au t au t a t a t a t
     

 , где         , ,x y zu t u t u t u t
  

  

– вектор управляющего воздействия (управления) игрока P,   3u t   (для n : n – 

n-мерное пространство векторов-столбцов); â  – значение управляющего ускорения ак-
тивного КА, генерируемое в результате работы двигательной установки. 

Cформированной системе линейных дифференциальных уравнений (2), описыва-
ющей относительное движение активного КА в ОСК, ставится в соответствие её дис-
кретная аппроксимация, которая позволяет использовать цифровую вычислительную 
технику для реализации процесса управления сближением двух рассматриваемых КА. 

Процесс перехода от линейной дифференциальной динамической модели (2) к со-
ответствующей системе дискретных рекуррентных уравнений подробно описан в моно-
графии [5] и основан на формировании решения векторного дискретного уравнения в 
форме Коши вида: 
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           
1

1 1, 1,
t

t

x t t t x t t B d u t  
 

       
 
 ,           (3) 

 

где t – целочисленный период времени,  0, 1 0,1,..., 1t T T    ; T – количество пери-

одов времени, T  , на которых возможно применение управляющего воздействия 

  3u t  ;  x t  – фазовый вектор активного КА,   6x t  ;  1,t t   – фундаменталь-

ная матрица Коши размерности  6 6 . 

Тогда в соответствии с (3) разработка алгоритма решения задачи оптимального 
программного терминального управления процессом сближения двух рассматриваемых 
КА будет осуществляться для линейной дискретной управляемой динамической систе-
мы, которая может быть записана в следующем векторно-матричном виде: 

 

         1x t A t x t B t u t   ,   00x x ,             (4) 

 

где t – целочисленный период времени, 0, 1t T  ;  x t  – фазовый вектор системы, 

  6x t  ;   00x x  – заданное начальное значение фазового вектора;  u t  – управле-

ние игрока P,   3u t  ;  A t  –матрица состояния,   6 6A t  , при этом предполагает-

ся, что для всех 0, 1t T   для матрицы  A t  существует обратная ей матрица  1A t ; 

 B t  – матрица управления,   6 3B t  . 

Предполагается, что в сформированной линейной дискретной управляемой дина-
мической системе (4) её начальное фазовое состояние   00x x  априори определено и 

совпадает с начальным значением соответствующих координат фазового вектора ис-
ходной нелинейной дифференциальной системы (1). 

Считается, что фазовый вектор активного КА  x t  и вектор управляющего воз-

действия  u t  игрока P удовлетворяют заданным геометрическим ограничениям: 

 

Tt ,0 :     6x t t X  ,    (5) 

 

1,0  Tt :     3u t t U  ,    (6) 

 
где множества  * tX ,  * tU  являются выпуклыми многогранниками-компактами (с 

конечным числом вершин) в пространствах 6  и 3  соответственно, имеющими вер-

шинное описание   V rep t X  и   V rep t U , т.е. с помощью соответствующих 

конечных наборов их крайних опорных вершин [11]. 
 

Постановка задачи оптимизации управления сближением КА 

Для математической формализации задачи оптимального программного терми-
нального управления процессом сближения двух КА введём ряд необходимых опреде-
лений, основывающихся на работе [11]. 
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Множеством допустимых программных управлений игрока P на фиксированном 

целочисленном промежутке времени 0,T , соответствующим ограничению (6), называ-
ется множество 

 

             3

0, 1
0, : , 0, 1,T

t T
T u u u t t T u t t 

 
        U U . 

 
Следует отметить, что точность реализации процесса сближения оценивается зна-

чениями отклонений кинематических параметров пассивного КА и активного КА в фи-
нальный момент времени T, поэтому для оценки качества процесса управления в дина-

мической системе (4) – (6) на промежутке времени 0,T целесообразно рассмотреть 
нижеследующий терминальный критерий качества ‒ терминальный функционал. 

Для каждого допустимого программного управления  ( ) 0,u T U
 
игрока P каче-

ство процесса управления в динамической системе (4) – (6) оценивается выпуклым 

терминальным функционалом    
00,

1

,
: 0,

T x
J T U  , значения которого определяются 

по формуле 
 

         0 ( )0, , 660
;0, , , uT x

J u x T T x u x T    ,    (7) 

 

где       ( ) 0;0, , ,ux T x T T x u T
   X

 
– фазовый вектор, описывающий местоположе-

ние и скорость активного КА относительно пассивного КА в финальный момент вре-
мени T и являющийся финальным сечением фазовой траектории 

    ( ) 0;0, , ,ux x T x u      активного КА, соответствующей набору  00, , , ( )T x u  ; 

6
  – евклидова норма в векторном пространстве 6 . 

Будем считать, что на промежутке времени 0,T  игрока P интересует такой ре-
зультат рассматриваемого процесса программного терминального управления сближе-
нием двух КА, полученный путём выбора его допустимого программного управления 

 ( ) 0,u T U , при котором выпуклый терминальный функционал вида (7) принимал бы 

наименьшее возможное значение. 
Таким образом, основываясь на вышесказанном, можно сформулировать задачу 

оптимального программного терминального управления процессом сближения двух КА, 
динамика которого описывается линейной дискретной системой вида (4) – (6), являю-
щейся аппроксимацией исходной нелинейной дифференциальной системы (1) при 
наличии выпуклых ограничений на реализации фазового вектора активного КА и 
управления игрока P. 

Задача. Для дискретной управляемой динамической системы (4) – (6), описыва-
ющей динамику рассматриваемого процесса сближения двух КА на заданном целочис-

ленном промежутке времени 0,T  при фиксированном начальном фазовом векторе 

  00x x  и имеющихся ограничениях на реализации фазового вектора активного КА и 

управления игрока P, требуется найти такое множество оптимальных программных 
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терминальных управлений    ( ) 0, 0,e T TU U
 
игрока P, что для любого управления 

 ( ) ( )( ) 0,e eu T U
 
и соответствующей траектории 

    ( ) ( ) ( ) ( )
00, 0,

( ) ( ) ;0, , , ( )e e e e

t T t T
x x t x T x u

 
     ,     00ex x ,      0, : et T x t t  X , 

терминальный критерий качества  00, ,T x
J , значения которого вычисляются по формуле 

(7), принимал бы оптимальное (наименьшее) значение  eJ , а именно выполнялось сле-
дующее условие оптимальности: 
 

 
 

      
  

00, , ( ) 0, 6
0min ;0, , ,e e

T x u T
J J u x T T x u

 
    

U
 

             0 66
;0, , , ,e e ex T T x u x T J x T     

 

где           0;0, , ,e ex T x T T x u T  X  – оптимальный фазовый вектор, характеризу-

ющий местоположение и скорость активного КА относительно пассивного КА в фи-
нальный момент времени T, который является финальным сечением фазовой траекто-

рии            0 0,
;0, , , ( )e e

t T
x x T x u t 


      X X активного КА, соответствующей 

набору   0
( )0, , , eT x u  ; 6 1:J    – функционал, значения которого для всех 

  6x T   определяются по формуле: 

 

    
6

J x T x T .         (8) 

 
Предлагаемый в данной статье алгоритм решения сформулированной задачи оп-

тимального программного терминального управления процессом сближения двух КА 
основывается на методе прямых и обратных конструкций [9 – 13] и на общем рекур-
рентном алгебраическом методе построения областей достижимости [9 – 11], которые 
разработаны Шориковым А.Ф. применительно к линейным дискретным управляемым 
динамическим системам при наличии геометрических ограничений на векторы управ-
ляющих воздействий в виде выпуклых многогранников-компактов (с конечным числом 
вершин) в соответствующих конечномерных векторных пространствах, и описывается 
в следующих двух разделах. 

 
Области достижимости линейной дискретной  

управляемой динамической системы 

В математической теории оптимального управления большое внимание уделяется 
проблеме вычисления или оценки множеств всех возможных состояний, в которых мо-
жет находиться рассматриваемая линейная дискретная управляемая динамическая си-
стема (4) – (6) в заданный момент времени. Эти множества называются областями до-
стижимости [5; 12] и являются важной составляющей при решении различных классов 
задач оптимального управления и оценивания. 

Для рассматриваемого фиксированного промежутка времени , 0,T    (  ) 

прямой областью достижимости   , ,  +G X
 
линейной дискретной управляемой 

динамической системы (4) – (6) на момент времени  , соответствующей набору 
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   6

0, 1T    X 2, , где     X X , называется множество, определяемое сле-

дующим соотношением: 
 

                6, , 1 ,{x x x t A t x t B t u t         G X , :  
 

             0, 1, , 0 0 , }t x x x u t t            X X X U .  (9)
 

 
Здесь и далее для любого множества M символом M2 обозначается множество всех его 
подмножеств. 

Нетрудно показать [11], что для рассматриваемой линейной дискретной динами-
ческой системы (4) – (6) прямая область достижимости вида (9), является выпуклым 
многогранником-компактом (с конечным числом вершин) в пространстве 6 . 

Для рассматриваемого фиксированного промежутка времени , 1,T    (  ) 

обратной областью достижимости   , ,  G X  линейной дискретной управляе-

мой динамической системы (4) – (6) на момент времени  , соответствующей набору 

   6

0, 1T    X 2, , называется множество, определяемое следующим соотношени-

ем: 
 

                6 1, , : , 1 ,{x x x t A t x t B t u t     
       G X   

 
         1, 2, , 1, , , }t x u t t          X U .   (10) 

 
Отметим, что при имеющихся условиях и ограничениях для рассматриваемой ли-

нейной дискретной динамической системы (4) – (6) это множество является выпуклым 
многогранником-компактом (с конечным числом вершин) в пространстве 6 . 

Для вычисления прямой области достижимости   0, 0 ,t+G X , где 1,t T , и об-

ратной области достижимости   , ,T T tG X , где  1, 2,...,1t T T   , в работе исполь-

зуется общий рекуррентный алгебраический метод, подробно описанный в работах 
[9-11], основанный на их полугрупповом свойстве: 

 

     
       

0, 0 , 1, 1 , , 1,

, , 1 , , 1 , 1, 2,..., 2 ,

t t t t t T

T T t t t t t T T  

   

     
+ + +G X G G

G X G G
  (11) 

 
где     1 0, 0 ,T T  G G X ;      00 0 x  G X ;     , ,t T T t G G X ; 

   T T G X , и использующий: алгебраические операции над векторами, свойства и 

решения конечных систем линейных алгебраических уравнений и неравенств, возмож-
ности симплекс-метода для решения задач линейного математического программиро-
вания и операции двойственного описания выпуклых многогранников-компактов (с ко-
нечным числом вершин) с помощью конечного числа вершин и с помощью 
соответствующих конечных систем линейных алгебраических уравнений и неравенств, 
а также операции над выпуклыми многогранниками-компактами в соответствующих 
конечномерных векторных пространствах. 

Тогда, учитывая свойства (11), многошаговые процедуры вычисления искомых 

прямых   0, 0 ,t+G X , 1,t T  и обратных   , ,T T tG X ,  1, 2,...,1t T T    обла-
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стей достижимости линейной дискретной динамической системы (4) – (6), отвечающих 

соответственно наборам   0, 0X  и   ,T TX , сводятся к реализации только одноша-

говых процедур построения соответственно прямых и обратных областей достижимо-
сти на шаг вперёд и на шаг назад на основе построенной предыдущей прямой и обрат-
ной области достижимости соответственно. 

При этом также используется свойство (см., например, [11;15]): любой выпуклый 
многогранник-компакт (с конечным числом вершин) может быть представлен двумя 
способами, т.е. иметь двойственное описание – как выпуклая оболочка конечного числа 
крайних вершин (V-rep) и как множество решений конечной системы линейных алгеб-
раических уравнений и неравенств (H-rep), соответствующих крайним опорным гипер-
плоскостям. 

Для вычисления последовательностей прямых и обратных областей достижимо-

сти для всех моментов времени 1,t T  используется алгоритм, основывающийся на 
общем рекуррентном алгебраическом методе [9 – 11] и его модификации, описанной в 
работе [14]. 

 
Алгоритм решения задачи оптимального программного  

терминального управления сближением двух КА 

Используя приведённые выше определения и результаты работ [9 – 13], можно 
показать, что поиск решения задачи оптимального программного терминального 
управления сближением двух КА, соответствующей дискретной управляемой динами-
ческой системе (4) – (6) с функционалом качества (8), можно свести к решению следу-
ющей последовательности одношаговых вспомогательных подзадач: 

1) полагается: 0:t ;      0: 0t x  G X ; 

2) на основе известных множеств V-rep   tG  и V-rep   tU  ‒ вершинных 

описаний соответственно множеств  tG  и  tU , осуществляется вычисление пря-

мой области достижимости     1 , 1t t t t    G G G,  на шаг вперёд (решение этой 

задачи сводится к реализации конечной последовательности одношаговых операций ‒ 
алгебраических действий над векторами, поиска решений задач линейного математиче-
ского программирования для нахождения множества всех вершин выпуклого много-
гранника-компакта  1t G , и на его основе ‒ формирования множества 

V-rep   1t G  ‒ вершинного описания прямой области достижимости  1t G , ко-

торое реализуется согласно модификации общего рекуррентного алгебраического ме-
тода, изложенной в работе [14]); 

3) для сформированной прямой области достижимости  1t  G  

  , , 1t t t  G G , на основе её вершинного описания V-rep   1t G , формируется 

и запоминается соответствующая ей конечная система линейных уравнений и нера-

венств   1t  G , множество решений которой совпадает с множеством  

H-rep     1 1t t  G G= ; 

4) для множества-ограничения  1t X  из (5), на основе его вершинного описа-

ния V-rep(  1t X ), формируется и запоминается соответствующая ему конечная си-
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стема линейных уравнений и неравенств   1t  X , множество решений которой 

совпадает с множеством H-rep       1 1 1t t t    X X X= ; 

5) для множеств  1t G  и  1t X  из соответствующих им систем линейных 

алгебраических равенств и неравенств   1t  G  и   1t  X  формируется и 

запоминается соответствующая им конечная система линейных уравнений и неравенств 

          1 1 1 1t t t t 
       G X G X  , множество решений которой 

совпадает с множеством H-rep         1 1 1 1t t t t 
     G X G X  ; 

6) если Tt 1 , то осуществляется переход на пункт 9), в противном случае ‒ 
осуществляется переход на следующий пункт 7); 

7) на основании сформированного множества H-rep ))1()1((  
 tt XG  нахо-

дится множество V-rep ))1()1((  
 tt XG  , которое является вершинным описанием 

множества )1()1(  
 tt XG  ; 

8) полагается: 1:  tt ;  tG =V-rep     t t
G X  и осуществляется переход 

на пункт 2); 
9) учитывая ограничения (5) и рекуррентные формулы (11), осуществляется оп-

тимизация выпуклого терминального функционала   J J x T , значения которого 

определяются на основании соотношения (8), на финальном множестве 

        1, 1 ,T T T T T T 
    G X G G X  , описываемом множеством решений 

конечной системы линейных алгебраических уравнений и неравенств 

             T T T T T 
     G X G G X   , т.е. на множестве  

H-rep              1, 1 ,T T T T T T T T  
      G X G X G G X   , путём нахож-

дения множества         0, 0 ,e e

J JT TX X X  финальных фазовых состояний системы 

(4) – (6) из решения следующей задачи выпуклого математического программирования: 
 

                 0, 0 , :e e e

J T x T x T H - rep T T
 X X G X ,

 
      

       
  

1, 1 ,

mine e

x T T T T T

J J x T J x T
 

  
  

G G X       
  min

x T H -rep T T
J x T

 


G X  

      
     

6 6
min }e

x T H -rep T T
x T x T

 

 
G X

    (12) 

 
(решение этой одношаговой оптимизационной задачи можно осуществить, например, с 
помощью метода Зойтендейка (см., например, [13]); 

10) осуществляется аппроксимация (с заданной точностью) выпуклого множества 
        0, 0 ,e e

J JT TX X X  выпуклым многогранником с вершинным описанием, т.е. вы-

полняется формирование множества V-rep     e

J TX ; 

11) полагается: 1:  Tt ; 

12) на основе известных множеств V-rep     1e

J t X  и V-rep   1t U  ‒ вершин-

ных описаний соответственно множеств    1e

J t X  и  1t U  осуществляется вычис-
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ление обратной области достижимости       1, 1 ,e

Jt t t t   G G X  на шаг назад (ре-

шение этой задачи сводится к реализации конечной последовательности одношаговых 
операций ‒ алгебраических действий над векторами,  поиска решений задач линейного 
математического программирования для нахождения множества всех вершин выпукло-
го многогранника-компакта  tG , и на его основе ‒ формирования множества  

V-rep   tG  ‒ вершинного описания обратной области достижимости  tG ); 

13) для сформированной обратной области достижимости 

      1, 1 ,e

Jt t t t   G G X , на основе её вершинного описания V-rep   tG , фор-

мируется соответствующая ей конечная система линейных уравнений и неравенств 

  t G , множество решений которой совпадает с множеством  

H-rep     t t G G ; 

14) для множеств    t t
G X  и  tG  из соответствующих им систем линей-

ных алгебраических равенств и неравенств           t t t t 
   G X G X   

и   t G  формируется соответствующая им конечная система линейных уравнений 

и неравенств                t t t t t t 
      G X G G X G    , множе-

ство решений которой совпадает с множеством H-rep       t t t
 G X G  = 

         e

Jt t t t
  G X G X  ; 

15) если 01 t , то полагается:        00e

J t x X X  и осуществляется переход 

на пункт 18, в противном случае ‒ осуществляется переход на следующий пункт 16); 

16) на основании сформированного множества H-rep       t t t
 G X G  = 

   e

J t X  находится множество V-rep       t t t
 G X G  , которое является вер-

шинным описанием множества          e

Jt t t t
  G X G X  ; 

17) полагается: 1:  tt ;    1e

J t  X V-rep       1 1 1t t t
   G X G   и 

осуществляется переход на пункт 12); 

18) на основании сформированного набора множеств     
0,

e

J t T
t


X , где 

       00 0e

J x X X ,         0, 0 ,e e

J JT TX X X  (нахождение этого набора свелось к 

реализации конечной последовательности одношаговых операций – алгебраических 
операций над векторами, поиска решений одношаговых задач линейного математиче-
ского программирования, а также поиска решений конечных систем линейных алгебра-
ических уравнений и неравенств, являющихся объединением аналогичных систем, опи-
сывающих соответствующие прямые и обратные области достижимости и фазовые 
ограничения, сформированных на основе их вершинного описания), осуществляется 

формирование множества допустимых программных управлений      0,eu T U , ко-

торые определяют множество         0, , 0 , ,e e

JT T TU  X X , описываемое соотношением:  

                       
0, 1

0, , 0 , : 0, ,{e e e e e

J t T
T T u u u t T

 
    U  X X U     

                        01 1 , 0, 1, 0 }e e e e e

Jx t A t x t B t u t t t T x x       X   
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(решается с помощью реализации рекуррентной последовательности решений одноша-
говых краевых задач). 

Из результатов работ [9 – 12], [14] следует, что сформированное множество 
        0, , 0 ,e e

JT TU  X X  описывает множество всех оптимальных программных терми-

нальных управлений игрока P, т.е. справедливо равенство: 
 

            0, 0, , 0 ,e e e

JT T TU U  X X , 

 
и порождает соответствующее ему множество 
 

                     
0,

0, , 0 , :{e e e e e

J t T
T T x x x t


    X  X X     

                         ( )
0 0

0, 10,
;0, , , , 0, , 0 , , 0 }e e e e ee

Jt Tt T
x t T x u u u t T T x x

 
     U  X X     

 
всех оптимальных фазовых траекторий активного КА, удовлетворяющих заданному 

фазовому ограничению (5). Следовательно множество         0, , 0 , ,e e

JT T TU  X X  опи-

сывает множество всех решений рассматриваемой задачи оптимального программного 
терминального управления процессом сближения двух КА для дискретной динамиче-
ской системы (4) – (6) с функционалом качества (8), удовлетворяющих условию опти-
мальности (7). 

На основании предыдущих рассуждений можно сделать вывод, что алгоритм 

формирования множества         0, , 0 ,e e

JT TU  X X  всех оптимальных программных 

терминальных управлений, которое обеспечивает описание множества 
        0, , 0 ,e e

JT TX  X X  всех оптимальных фазовых траекторий для рассматриваемой 

задачи сближения активного КА с пассивным КА в финальный момент времени T, удо-
влетворяющих фазовому ограничению (5), сводится к реализации конечной последова-
тельности поиска решений только одношаговых задач – выполнения алгебраических 
операций над векторами, линейного и выпуклого математического программирования, 
выполнения операций перехода от вершинного описания выпуклых многогранников-
компактов (с конечным числом вершин) к их описанию соответствующими конечными 
системами линейных алгебраических уравнений и неравенств и наоборот – поиска ре-
шений конечных систем линейных алгебраических уравнений и неравенств, а также 
решения одношаговых краевых задач. 

Таким образом, решение исходной многошаговой задачи оптимального про-
граммного терминального управления процессом сближения активного КА с пассив-
ным КА свелось к алгоритму, являющемуся реализацией конечной последовательности 
решений только одношаговых алгебраических и оптимизационных задач. 

 
Численный пример 

Эффективность предлагаемого алгоритма решения задачи оптимального про-
граммного терминального управления процессом сближения двух КА иллюстрируется 
на численном модельном примере. 

На целочисленном промежутке времени 0, 0, 0,4fT t   рассматривается линей-

ная дискретная система:     6
00 2650; 2540; 2120; 3; 2; 3x x     ;  A t  – матрица 
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состояния,   6 6A t  ;  B t  – матрица управления,   6 3B t   (где 0,3t ), которые 

формируются численно при реализации процедур линеаризации системы (1) и дискре-
тизации системы (2). 

Ограничения на фазовый вектор и управляющее воздействие имеют следующий 
конкретный вид: 

 

       * 6: , 0, 4,x t t x t x t t    X   

     1 2 33000м, 3000м, 3000м,x t x t x t    

      4 5 67,5м / c, 7,5м / c, 7,5м / cx t x t x t   , 

       * 3: , 0,3,u t t u t u t t    U   

      1 2 31, 1, 1u t u t u t   . 

 
Численное моделирование проводилось в программной среде MATLAB R2014a 

на персональном компьютере с процессором Intel© Core™ i7-3770 CPU @ 3.4 GHz, 
оперативной памятью 8 Gb и с видеокартой NVIDIA GeForce GT 730. Визуализация по-
строения областей достижимости осуществлена с использованием библиотеки инстру-
ментов MPT Toolbox для MATLAB. Полученные результаты компьютерного модели-
рования представлены на рис. 1 и рис. 2, данные для которых размещены в табл. 1 – 3. 

 
 

 
 

Рис. 1. Проекции геометрических координат фазовых траекторий линейной системы на 3  
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Рис. 2. Проекции скоростных координат фазовых траекторий линейной системы на 3  
 
 

Таблица 1. Фазовые траектории нелинейной и линейной систем под действием управления    ,1eu t  

 Параметр 0T   1T  2T  3T   4T 

Управление 

   ,1
1

eu t  –0,1206 –0,0337 0,0358 0,0821 – 

   ,1
2
eu t  0,0555 0,0042 –0,0690 –0,1623 – 

   ,1
3
eu t  –0,2164 –0,0883 0,0414 0,1703 – 

Нелинейная 
система 

73,19J   
 

 1x t  2650 1879,7 902,6 200,8 –54,3 

 2x t  –2540 –2018,0 –1214,5 –397,2 –29,1 

 3x t  2120 2110,9 1318,9 386,3 –40,6 

 4x t  –3 –5,47 –5,14 –2,90 –0,12 

 5x t  2 3,94 5,01 4,01 –0,03 

 6x t  3 –3,10 –5,68 –4,66 –0,07 

Линейная 
система 

0J   

 1x t  2650 1884,2 937,24 234,85 0 

 2x t  –2540 –2014,2 –1202,0 –375,2 0 

 3x t  2120 2114,6 1332,6 413,2 0 

 4x t  –3 –5,42 –5,05 –2,80 0 

 5x t  2 3,98 5,07 –4,06 0 

 6x t  3 –3,05 –5,62 –4.58 0 
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Таблица 2. Фазовые траектории нелинейной и линейной систем под действием управления    ,2eu t  

 Параметр 0T   1T   2T   3T   4T   

Управление 

   ,2
1

eu t  –0,1254 –0,0034 0,0055 0,0893 – 

   ,2
2
eu t  –0,0373 0,0021 –0,0019 –0,2055 – 

   ,2
3
eu t  –0,2612 –0,0012 0,0001 0,1685 – 

Нелинейная 
система 

75,37J   
 

 1x t  2650 1864,0 937,6 227,6 –55,7 

 2x t  –2540 –2060,9 –1356,5 –502,2 –32,3 

 3x t  2120 2002,2 1206,2 382,7 –39,6 

 4x t  -3 –5,66 –4,59 –3,26 –0,12 

 5x t  2 3,47 4,34 5,13 –0,03 

 6x t  3 –4,31 –4,52 –4,61 –0,07 

Линейная 
система 

0J   

 1x t  2650 1868,5 954,3 262,05 0 

 2x t  –2540 –2057,1 –1343,4 –478,2 0 

 3x t  2120 2005,9 1219,6 480,9 0 

 4x t  –3 –5,61 –4,50 –3,15 0 

 5x t  2 3,51 4,40 5,19 0 

 6x t  3 –4,27 –4,46 –4.54 0 

 
 

Таблица 3. Фазовые траектории нелинейной и линейной систем под действием управления    ,3eu t  

 Параметр 0T   1T  2T  3T   4T 

Управление 

   ,3
1

eu t  –0,0879 –0,0899 0,0519 0,0895 – 

   ,3
2
eu t  –0,0559 0,0115 –0,0732 –0,1655 – 

   ,3
3
eu t  –0,1314 –0,2357 0,0846 0,1913 – 

Нелинейная 
система 

74,85J   

 1x t  2650 1958,7 1017,6 219,1 –54,8 

 2x t  –2540 –2024,4 –1232,2 –402,2 –27,0 

 3x t  2120 2317,1 1575,6 435,4 –43,9 

 4x t  –3 –4,59 –5,80 –3,11 –0,11 

 5x t  2 3,83 5,07 4,07 –0,02 

 6x t  3 –0,81 –7,41 –5,23 –0,82 

Линейная 
система 

0J   

 1x t  2650 1963,2 1034,5 253,5 0 

 2x t  –2540 –2020,6 –1220,1 –381,3 0 

 3x t  2120 2320,9 1590,6 464,2 0 

 4x t  –3 –4,54 –5,72 –3,15 0 

 5x t  2 3,87 5,12 5,19 0 

 6x t  3 –0,77 –7,34 –4.54 0 
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Таким образом, можно сделать вывод, что каждое программное управление из 

множества    e U  оптимальных программных терминальных управлений, сформиро-

ванного для линеаризованной дискретной системы с помощью реализации предлагае-
мого алгоритма решения рассматриваемой задачи сближения КА, разработанного на 
основе метода прямых и обратных конструкций [11], при подстановке его в уравнения 
динамики исходной нелинейной дифференциальной системы даёт хороший результат. 

 
Заключение 

В данной работе предложен алгоритм решения задачи оптимального программно-
го терминального управления процессом сближения двух КА, динамика которых опи-
сывается с помощью системы нелинейных дифференциальных уравнений. Исходная 
модель рассматриваемого процесса управления линеаризуется относительного заданно-
го опорного движения и полученная линейная дифференциальная система дискретизи-
руется. Для сформированной линейной дискретной управляемой динамической систе-
мы формулируется задача оптимального программного терминального управления 
процессом сближения активного КА с пассивным КА. Для решения этой задачи пред-
лагается алгоритм, который основывается на методе прямых и обратных конструкций 
[9 – 12], а в части построения областей достижимости используется модификация об-
щего рекуррентного алгебраического метода [9 – 13], описанная работе [14]. Предлага-
емый алгоритм решения задачи оптимального программного терминального управле-
ния сближением двух КА является реализацией конечной последовательности – 
выполнения алгебраических операций над векторами и операций над выпуклыми мно-
гогранниками-компактами (с конечным числом вершин), поиска решений задач линей-
ного и выпуклого математического программирования, поиска решений систем линей-
ных алгебраических уравнений и неравенств, а также нахождения решений 
одношаговых краевых задач. Действие предлагаемого алгоритма иллюстрируется на 
модельном примере решения задачи управления процессом сближения двух КА. 

На основе предлагаемого алгоритма решения рассматриваемой задачи оптималь-
ного программного терминального управления процессом сближения двух КА в про-
граммной среде MATLAB был разработан комплекс компьютерных программ, с помо-
щью которого было реализовано компьютерное моделирование решения данной задачи 
на модельном примере. Результаты компьютерного моделирования показали эффек-
тивность разработанного алгоритма решения задачи оптимального программного тер-
минального управления процессом сближения двух КА. 

 
Работа выполнена в соответствии с Планом НИР Института математики и меха-

ники им. Н.Н. Красовского УрО РАН 
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The paper proposes an algorithm for solving the optimal open-loop terminal control problem of two 
spacecraft rendezvous with constraints on their states. A system of nonlinear differential equations that 
describes the dynamics of the active (maneuvering) spacecraft relative to the passive spacecraft 
(station) in the central gravitational field of the Earth in the orbital coordinate system of coordinates 
related to the passive spacecraft center-of-mass is considered as an initial model. The obtained 
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nonlinear model of the active spacecraft dynamics is linearized relative to the specified reference state 
trajectory of the passive spacecraft, and then it is discretized and reduced to linear recurrence relations. 
Mathematical formalization of the spacecraft rendezvous problem under consideration is carried out at 
a specified final moment of time for the obtained discrete-time controlled dynamical system. The 
quality of solving the problem is estimated by a convex functional taking into account the geometric 
constraints on the active spacecraft states and the associated control actions in the form of convex 
polyhedral-compacts in the appropriate finite dimensional vector space. We propose a solution of the 
problem of optimal terminal control over the approach of the active spacecraft relative to the passive 
spacecraft in the form of a constructive algorithm on the basis of the general recursive algebraic 
method for constructing the availability domains of linear discrete controlled dynamic systems, taking 
into account specified conditions and constraints, as well as using the methods of direct and inverse 
constructions. In the final part of the paper, the computer modeling results are presented and 
conclusions about the effectiveness of the proposed algorithm are made. 

Optimal control; open-loop control; terminal control; spacecraft rendezvous; availability domains 
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Представлен метод стеснённого изгиба эластомером листовых деталей летательных аппаратов с 
криволинейными бортами. Изготовление детали осуществляется за два перехода, в результате 
первого перехода получается деталь с утонением в радиусной части, второй переход проводят 
на формблоке сниженной высоты, в результате полученная волна избыточного материала 
деформируется по радиусу гибочной оправки. В готовой детали наблюдается увеличение 
толщины заготовки в зоне радиуса гиба. Проведены численные исследования процесса с 
применением программного комплекса «ANSYS/LS-DYNA». В рамках исследования 
отработана модель протекания процесса, получены значения распределения толщины 
материала детали по всей рассматриваемой поверхности и построены графики, показывающие 
распределения давления эластомера и деформации материала детали в характерных точках. 

Технология производства летательных аппаратов; штамповка эластомером; стеснённый 
изгиб; припуск; численное моделирование 
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Введение 

В конструкции летательных аппаратов широко применяются детали, получаемые 
холодной штамповкой эластомером из листовых заготовок. В частности, имеют боль-
шое распространение гнутые детали, имеющие борта криволинейной формы в плане. 
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При изготовлении таких деталей предлагается использование схем стеснённого изгиба 
для исключения утонения стенок и уменьшения предельных радиусов гиба [1-4]. Стес-
нённый изгиб детали по одной из схем происходит за два перехода (рис. 1). На первом 
переходе заготовка изгибается по формблоку-пуансону под действием давления эла-
стичной среды. Перед вторым переходом удаляется проставка, за счёт чего формирует-
ся превышение борта и создаётся зазор между заготовкой и формблоком, далее под 
действием эластомера происходит прогиб полуфабриката с формированием избыточно-
го материала в зоне радиуса гиба. Этот избыток материала в дальнейшем осаживается 
на кромку формблока с утолщением стенки детали в этой зоне. Вместе с утолщением 
стенки появляется возможность уменьшения радиуса гиба, что даёт свои преимущества 
по жёсткости и весу детали. Существуют и другие схемы, все они сводятся к созданию 
избыточной волны материала за счёт превышения борта с её последующей посадкой на 
радиус кромки формблока, то есть принципиально не отличаются от описанной проце-
дуры. 

 

 
а 

 
б 

 
в 

 
г 

Рис. 1. Физическая модель процесса стесненного изгиба: 
а – до деформирования; б – в конце первого перехода;  

в – до начала второго перехода; г – в конце второго перехода; 
1 – заготовка; 2 – полиуретан; 3 – формблок; 4 – проставка; 5 – эластичный подпор 

 
 

Общая постановка задачи 

При проектировании технологических процессов штамповки-гибки требуется 
определить ряд технологических параметров и спрогнозировать толщину стенки детали 
на предмет её соответствия техническим требованиям, оговоренным в чертеже. Реше-
нию этих вопросов должны предшествовать исследования процесса формоизменения 
полуфабриката в соответствии с предлагаемой технологией. Исследования в настоящее 
время подразумевают проведение натурных экспериментов, разработку аналитических 
моделей и численное моделирование процесса.  
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Для проведения численных исследований процесса была разработана конечно-
элементная модель при использовании следующих допущений: 

– нагружение тел считается квазистатическим; 
– формблок принимается абсолютно жёстким; 
– эластомер-полиуретан СКУ-7Л является несжимаемым, упругим, модуль упру-

гости 10 МПа; 
– трение подчиняется закону Амонтона-Кулона. 
Входными параметрами численных исследований были приняты материал заго-

товки, толщина заготовки, превышение борта, радиус кривизны криволинейного борта, 
радиус гиба (табл. 1, рис. 2). 

 
Таблица 1. Входные параметры 

Материал 
заготовки 

Толщина 
заготовки 

S, мм 

Радиус гиба 
r, мм 

Радиус кривизны 
криволинейного борта 

R, мм 

Превышение высоты борта 
Н , мм 

Д16АМ 1,5 4 80; 100; 120; 150 0,5; 1,0; 1,5; 1,6; 1,8; 2,0 

 

 
 

Рис. 2. Параметры детали 
 

Моделирование проводилось с применением программного комплекса 
«ANSYS/LS-DYNA» и препроцессора LS-PrePost [5]. Рассматривалась четвертая часть 
геометрической модели ввиду симметричности детали.  

3D-модель (рис. 3) была спроектирована в CAD системе и импортирована в про-
граммный комплекс «ANSYS/LS-DYNA» через формат Parasolid. 

 

 
Рис. 3. 3D-модель детали 
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Геометрическая модель процесса представлена на рис. 4. 
 

 
 

Рис. 4. Геометрическая модель процесса стесненного изгиба:  
1 – заготовка; 2 – полиуретан; 3 – формблок; 4 – эластичная проставка; 5 – эластичный прижим 

 
 

С использованием разработанной конечноэлементной модели процесса стеснен-
ного изгиба изучалось влияние превышения борта на утолщение материала в зоне гиба 
и на величину необходимого давления.  

 
Основная часть 

Определение толщины виртуальной детали для анализа результатов расчёта про-
водилось в пяти точках по трем сечениям в одной четвёртой части детали, что вполне 
допустимо в силу её симметрии (рис. 5). 

Поэтапное формообразование детали при предварительной гибке на первом пере-
ходе и в условиях стеснённого изгиба на втором переходе с учетом взаимодействия с 
эластичной средой представлено на рис. 6 – 9. 

 
 

 

 
 

Рис. 5. Точки замера изменения толщины детали 
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Рис. 6. Конечноэлементная модель процесса стеснённого изгиба в конце первого перехода:  

1 – основание; 2 – формблок; 3 – деталь; 4 – полиуретан 
 
 

 
а     б    в 

 

 
г     д    е 

 
Рис. 7. Этапы формирования детали на первом переходе гиба:  

а – начало деформирования;  б, в, г – промежуточные стадии процесса деформирования;  
д – завершение деформирования; е – после снятия нагрузки 

 
 

 
Рис. 8. Конечноэлементная модель процесса стеснённого изгиба в конце второго перехода:  

1 – основание; 2 – формблок; 3 – деталь; 4 – полиуретан; 5 – полиуретановый прижим 
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а     б    в 

 

 
г      д    е 

 
Рис. 9. Этапы формирования детали на втором переходе гиба:  

а – начало деформирования; б, в, г, д – промежуточные стадии процесса деформирования;  
е – после снятия нагрузки 

 
В результате моделирования получены диаграммы и графики изменения толщины 

стенки детали для различных этапов деформирования, а именно после первого и второ-
го переходов в отдельности. При этом были определены изменения толщины после 
первого перехода относительно исходной толщины, а также после второго перехода 
относительно исходной толщины и толщины после второго перехода.  Выяснено, что в 
конце стеснённого изгиба (рис. 10) наблюдается увеличение толщины материала детали 
в зоне точки 4 (радиусной зоне) между сечениями 1 и 3. При этом больший набор тол-
щины происходит в точках 3 и 5 (рис. 5). 

 

 
Рис. 10. Диаграмма изменения толщины детали после второго перехода ( 150 ,  1,0 R мм H мм   ) 
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Получены также графические зависимости величины необходимого давления и 
деформаций по толщине от радиуса кривизны борта в плане R  и превышения борта 
Н . Примеры этих зависимостей приведены на рис. 11, 12. Деформации по толщине 

представлены для конечной толщины относительно начальной толщины стенки заго-
товки. Из графиков следует, что утолщение стенки детали, осреднённое по длине дуги 
зоны радиуса гиба, составляет 8…10% при превышении борта, равном толщине стенки. 

 

 
Рис. 11. Зависимость изменения давления эластичной среды от превышения высоты борта  

при 4 , 1,5 r мм S мм   для материала Д16АМ 

 
 

 
Рис. 12. Зависимость осреднённого по точкам 3, 4, 5 утолщения стенки  

от превышения высоты борта при 4 , 1,5 , 80 r мм S мм R мм    для материала Д16АМ 
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Выявлено также, что при превышении высоты борта, равном 2 мм, для радиусов 
кривизны 120 мм и 150 мм борт детали теряет устойчивость и в радиусной зоне начи-
нает появляться складка (рис. 13). 

Для радиусов кривизны борта 100 мм и 80 мм такая складка образуется при пре-
вышении высоты борта, равном 1,8 мм, то есть вероятность появления складок растёт с 
увеличением кривизны борта в плане и превышения высоты борта. 

 

 
 

Рис. 13. Дефекты при гибке 
 
 

Заключение 

При проведении численных исследований стеснённого изгиба криволинейных 
бортов листовых деталей эластомером получены следующие результаты: 

1. Получены диаграммы изменения толщины детали для различных этапов де-
формирования. 

2. Установлено, что с увеличением превышения борта наблюдается рост утолще-
ния в зоне гиба, приемлемая величина превышения борта Н  составляет не более од-
ной толщины стенки S. 

3. Наибольшее утолщение стенки на этапе стеснённого гиба происходит в точках 
3 и 5 сечений 1 и 2 (рис. 5). Набор толщины в зоне точки 4 (радиусной зоне) сечения 3 
наблюдается в большей степени на этапе свободной гибки. При уменьшении радиуса 
кривизны борта набор толщины на первом переходе гиба происходит интенсивнее. 

4. Увеличенное превышение борта приводит к потере устойчивости стенки и 
складкообразованию в радиусной зоне, вероятность чего увеличивается с ростом кри-
визны борта в плане. 

5. Установлено, что с увеличением радиуса кривизны борта в плане наблюдается 
увеличение утолщения стенки в зоне сечения 2. 

6. Стеснённый изгиб при превышении борта, равном толщине стенки, приводит к 
осреднённому утолщению радиусной зоны детали на величину до 10% относительно 
начальной толщины.  

7. Выявлено, что давление, необходимое для реализации процесса стесненного из-
гиба, монотонно возрастает с уменьшением радиуса кривизны борта и немонотонно 
увеличивается с ростом превышения борта. 
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In the article the authors present a method of restrained elastomer bending of aircraft sheet parts with 
curved sides. Manufacturing of a part is carried out in two transitions; as a result of the first transition a 
part with thinning in the radial part is obtained, the second transition is carried out on the mold block 
of reduced height, as a result of which the resulting wave of excess material deforms along the radius 
of the bending mandrel. In the finished part, we can observe an increase in the thickness of the 
workpiece in the zone of the bend radius. Numerical studies of the process were conducted using the 
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ANSYS/LS-DYNA software complex. As part of the study, the process flow model was worked out, 
the distribution of thickness of the material of the part over the entire surface under consideration was 
obtained, and graphs were plotted showing the elastomer pressure distributions and the deformation of 
the material of the part at characteristic points. 

Aircraft manufacturing technology; elastomer stamping; restrained bending; allowance; numerical 
simulation 
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Рассматриваются особенности проектирования терморазмеростабильных конструкций. 
Предлагается новая методика проектирования, в которой конечные элемента используются как 
язык для описания силовой схемы конструкции и распределения материала в ней с 
возможностью задания желаемой структуры слоистого композита. Проектная задача 
формулируется в терминах нелинейного математического программирования. Для её 
приближенного решения в интерактивном режиме используется последовательность цифровых 
моделей. Обсуждаются особенности конечноэлементного моделирования тонкостенных 
конструкций из слоистого композиционного материала. Методика демонстрируется на примере 
разработки крупноразмерного корпуса космического телескопа. 
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Введение 

В статье «Точное проектирование» [1] описаны основные идеи новой проектной 
парадигмы, получившей название «concurrent design». Использовать этот термин пред-
ложил профессор Weisshaar T.A. во время стажировки одного из авторов статьи в 
Purdue University, USA, в 1997 году при обсуждении путей модернизации процесса раз-
работки авиационных конструкций [2]. Слово «concurrent» в данном контексте упо-
треблено в смысле поймать «на мушку» или «попасть точно в цель» с учётом особен-
ностей американского научного сленга, который часто использует термины из 
спортивного лексикона. 

Идея нового порядка проектирования авиационных конструкций возникла в  
1980-е в ходе совместных работ над проектами ряда самолётов сотрудников отдела 
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прочности ОКБ им. С.В. Ильюшина и лаборатории САПР Куйбышевского авиационно-
го института. В этот период в ОКБ был освоен и начал широко применяться в расчётах 
на прочность метод конечных элементов (МКЭ), который показывал высокую точность 
и давал понимание силовой работы конструкции в целом. В традиционном порядке 
проектирования подбор поперечных сечений силовых элементов конструкций выпол-
нялся на основе приближенных, так называемых «проектировочных» расчётов, которые 
часто называют также инженерными за простоту и скорость. МКЭ с подробным разби-
ением конструкции на элементы использовался в то время в основном в «поверочных» 
расчётах. Они выявляли ошибки инженерных расчётов и приводили к корректировкам 
конструкций, затягиванию и удорожанию процесса проектирования. Трудоёмкость по-
верочных расчётов по сборочным и детальным чертежам была достаточно большой из-
за избыточной информации этих документов на бумажных носителях. Кроме того, тех-
нические решения в ряде случаев не находили адекватного описания имеющимся набо-
ром конечных элементов или требовали слишком больших вычислительных ресурсов. 
Для исключения этих двух узких мест в процессе проектирования было предложено 
создавать конечноэлементную модель всей конструкции будущего самолёта непосред-
ственно после принятия решений о его вешних формах и компоновке внутреннего про-
странства. При таком подходе конечные элементы – стержни, балки, пластины, оболоч-
ки, мембраны и т.п. – использовались как язык для математического описания силовой 
конструкции подобно сборке моделей в игре LEGO. Впервые данный подход был ис-
пользован при разработке всей конструкции планера самолета Ил-96 в целом и дал 
ощутимый выигрыш в сроках и качестве выполнения проектных работ. Ускорение про-
ектирования достигалось в основном за счёт сокращения количества доработок. Улуч-
шение качества проектирования обеспечивалось применением методов оптимизации 
при детальном конструировании и возможностью анализировать стыки агрегатов и ме-
ста с концентраторами напряжений. Данные обстоятельства особенно важны для само-
лётов с большим ресурсом планера. Успеху быстрого внедрения и развития нового по-
рядка проектирования способствовали усилия разработчиков МКЭ системы РИПАК, в 
которую был включён ряд специальных элементов, отражающих специфику авиацион-
ных конструкций. Например, фрагмент трёхслойной конструкции для описания пане-
лей пола; стержни, мембраны и пластины, подкреплённые ребрами, с эксцентриситета-
ми по отношению к узлам сборки в конструкциях панелей крыла и фюзеляжа и т.п. [3]. 
Зарождение и развитие нового порядка проектирования описано в [4]. 

Конечноэлементное представление силовой конструкции на ранних стадиях про-
ектирования даёт значительно большую ясность и информативность для её дальнейшей 
разработки, чем вербальное описание с использованием терминов и понятий типа: мо-
нококовая, полумонококовая, балочно-стрингерная, оболочечная конструкция и т.п. 
Библиотеки конечных элементов мощных CAE-систем, таких как NASTRAN, ANSYS и 
ряд других, дают возможность задавать механические характеристики каждого элемен-
та, включая анизотропию и нелинейность. Кроме того, данные системы позволяют вы-
числять эти и подобные характеристики через параметры структуры материала. Широ-
кие возможности расчёта НДС конструкций из новых материалов позволяют ставить и 
решать задачи точного проектирования конструкций, включая выбор материала и его 
структуры. 

Цель данной работы – показать применение новой проектной парадигмы при раз-
работке конструкции из слоистых углепластиков с широким спектром функциональных 
ограничений. 
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Цифровое проектирование терморазмеростабильных конструкций 

Слоистые угле- и стеклопластики имеют высокие удельные характеристики проч-
ности и жёсткости. Кроме того, углеродные волокна обладают уникальным физическим 
свойством – имеют отрицательную величину коэффициента линейного термического 
расширения (КЛТР), что позволяет при определённых соотношениях количества поли-
мерного связующего и волокнистого наполнителя получать величину этого коэффици-
ента близкую к нулю в направлении армирующего волокна. При этом пакет с симмет-
ричной укладкой относительно срединной поверхности восьми однонаправленных 

слоёв 0 ,90 , 45
S

  
    обладает свойством квазиизотропности в плоскости пакета [5]. 

Теоретический анализ и экспериментальная проверка показывают устойчивую возмож-
ность достижения КЛТР порядка 61 10 1 С   [6]. В связи с этим слоистый углепластик 
представляется перспективным для создания терморазмеростабильных конструкций 
аэрокосмического назначения – антенн и корпусов оптико-электронных устройств. 

Проектирование композитов обладает рядом особенностей по сравнению с тради-
ционными материалами. Это анизотропия, зависимость термомеханических характери-
стик от внутренней структуры материала, дискретный характер проектных переменных 
– геометрических размеров поперечных сечений элементов конструкции, а также необ-
ходимость проверки прочности через довольно сложные критерии. 

Рассмотрим процесс цифрового проектирования, сохраняя общность рассуждений 
и подходов, на демонстрационном примере разработки несущей конструкции термо-
размеростабильного корпуса космического телескопа, оптическая система которого по-
строена по схеме Ричи-Кретьена (рис. 1) [7]. 
 

 
 

Рис. 1. Оптическая схема (ФУ – фокальный узел, КПА – корректор полевых аберраций,  
СВ – световозвращатель, ВЗ – вспомогательное зеркало)  

и схема закрепления телескопа ОЭК ВР в конструкции КА [8] 
 
 

Будем рассматривать конструкцию, которая состоит из цилиндрической оболочки 
с вырезами, подкрепляющими ребрами, расположенными снаружи, и фланцем для сты-
ковки с другой частью корпуса. Выбор данного конструктивного решения – силовой 
схемы – предложен в [8] с учётом ряда требований по сборке оптикоэлектронной схе-
мы, её функционированию и простоте изготовления с возможно меньшей массой. 
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Постановка задачи 

После выбора силовой схемы необходимо найти рациональное распределение ма-
териала по элементам конструкции, то есть выполнить «образмеривание» (sizing) [9].   
В терминах нелинейного математического программирования данная задача может 

быть сформулирована следующим образом: необходимо найти вектор *X , при котором 
 

   *f X f X X   ,               (1) 

 

где   : 0, 1,2,...,jX g X j m    – область допустимых проектов; X  – вектор про-

ектных переменных;  f X – целевая функция;  jg X – ограничения; j – номер ограни-

чения. 
Рассматриваемая задача может быть конкретизирована следующим образом. 
Целевая функция – масса конструкции: 

 

 
*

1 1

* min
n n

i i i i i
i i

X

V Sf X   
 



    ,          (2) 

 

где  1 2, ,...,
T

nX     – вектор проектных переменных толщин   конечных элементов 

из которых предполагается собрать виртуально корпус; iS – площадь и номер элемента; 

  – область допустимых проектов, которая определяется ограничением на величины 
переменных: 
 

i i ia b                (3) 

 
и ограничениями по функционированию корпуса на отдельных этапах жизненного 
цикла. Это: 

1. Ограничения на прочность для каждого слоя каждого элемента, выполнение 
которых проверяется через критерий прочности вида [10]:  

 

     
max , , , , , 1,y xy zyx xzz

x z xzy xy zy

   
    

 
  
            

       (4) 

 
где , , , , ,x y z xy xz yz       – действующие нормальные и касательные напряжения; 

     , , , , ,x y z xy xz yz                 – предельные характеристики прочности;   – индекс 

разрушения.  
2. Ограничение по жёсткости на величину минимальной собственной частоты 

корпуса: 
 

40 ГцI  ,              (5) 

 
где I  минимальная собственная частота конструкции корпуса с сосредоточенной мас-

сой оптического элемента – вспомогательного зеркала (ВЗ) (см. рис. 1). 
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3. Ограничение по деформациям корпуса при равномерном и неравномерном из-
менении поля температур в диапазоне ±5ºС: 
 

0,02 мм,

, 0,03 мм,
x

y z

 
  

       (6) 

 
где , ,x y z    – линейные изменения расстояния между стыковочными фланцами. 

В связи с большим числом проектных переменных ( 3 610 ...10n  ) и их дискретным 
характером (изменение толщины пакета с сохранением квазиизотропности допустимо 
только ступенчато – кратно толщине восьми однонаправленных слоёв или четырёх пе-
рекрёстно-армированных слоёв ткани) в данной задаче трудно рассчитывать на исполь-
зование известных универсальных методов, алгоритмов и программ оптимизации. 
Кроме того, при решении подобных задач часто оказывается полезным, особенно с 
точки зрения технологичности, объединение ряда элементов в группы с одинаковой 
толщиной, как показано в [11]. Поэтому далее рассматривается создание и использова-
ние в интерактивном режиме последовательности цифровых моделей для решения по-
ставленной задачи, от выбора силовой схемы до получения 3D-модели конструкции 
корпуса, удовлетворяющей всем геометрическим и функциональным ограничениям. 

В качестве основного инструмента анализа напряжённо-деформированного со-
стояния (НДС) конструкции предполагается использование метода конечных элементов 
в системе автоматизации инженерных расчётов (CAE) высокого уровня. В данной ра-
боте используется система ANSYS (лицензия ANSYS 16.0 Academic Research Mechani-
cal and CFD, Samara University). 

 
Цифровое описание силовой схемы 

На рис. 2 показано математическое описание принятой силовой схемы корпусной 
конструкции телескопа. Вначале задаются поверхности, которые описывают границы 
внутреннего пространства корпуса телескопа, необходимые эксплуатационные вырезы 
и наружные поверхности для локации и последующей генерации ребер. Эту простран-
ственную модель поверхностей можно рассматривать как своего рода цифровой аналог 
теоретического чертежа, принятого в машиностроении. 
 

 
 

Рис. 2. Поверхностная геометрическая модель описания силовой схемы корпуса телескопа 
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Здесь цилиндрическая поверхность не является срединной поверхностью реаль-
ной конструкции. Она представляет собой поверхность внутреннего теоретического 
контура изделия. 

 
Выбор конечных элементов 

Для материализации проекта тонкостенной конструкции из слоистого композита 
представляется удобным использование четырёхузлового конечного элемента 
SHELL181 с шестью степенями свободы в узлах. Использование данного сложного 
элемента по сравнению с простыми мембранными освобождает конструктора от про-
блемы обеспечения геометрической неизменяемости ансамбля элементов. Данный эле-
мент позволяет достаточно точно моделировать тонкостенные конструкции, при этом 
экономно расходуя вычислительные ресурсы по сравнению, например, с 8-узловым 
твердотельным элементом. Причина такой эффективности состоит в описании изгибно-
го поведения конечного элемента на основе теории Миндлина-Рейсснера (гипотеза 
прямых нормалей, в общем случае не перпендикулярных срединной поверхности). 
Элемент допускает слоистую формулировку, причём для изменения толщин и количе-
ства слоёв не требуется перестроения конечноэлементной сетки. SHELL181 дает воз-
можность задания широкого спектра механических характеристик материала и выдачи 
результатов расчётов НДС с учётом особенностей решаемых задач (напряжений, де-
формаций, критериев прочности и т.д.). Жёсткостные характеристики, а также тензоры 
напряжений и деформаций определяются в системе координат элемента. Элемент до-
пускает одностороннее смещение материала относительно поверхности теоретического 
контура, на котором размещаются узлы. 

 
Генерация конечноэлементной сетки 

На рис. 3 показана сетка конечных элементов, построенная на основе поверхност-
ной геометрической модели (см. рис. 2) в автоматическом режиме средствами препро-
цессора ANSYS Mechanical. Сетка содержит преимущественно четырёхузловые эле-
менты. 

 
Рис. 3. Конечноэлементная сетка 

 
Узлы элементов располагаются строго на поверхностях. В целях корректного 

представления жёсткости цилиндрической части конструкции её элементам присвоено 
смещение материала относительно нейтральной поверхности на величину, равную по-
ловине толщины пакета слоёв. Элементы оребрения такого смещения не имеют. 
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Задание материала для расчётной модели 

Элемент SHELL181 требует для каждого ортотропного слоя 9 упругих констант: 
три модуля упругости по трём осям ( , ,x y zE E E ), три модуля сдвига по трём плоскостям 

( , ,xy yz xzG G G ) и три коэффициента Пуассона по трём плоскостям ( , ,xy yz xz   ). В рас-

сматриваемой задаче в конечноэлементной модели для слоя использована линейная ор-
тотропная модель материала на основе углеродной ленты ЛУ-П/0,1 и связующего 
ЭНФБ с характеристиками из [6].  

Ввиду того, что конструкция подвержена действию инерционных нагрузок, в 
свойствах материала также необходимо задать плотность: 31,5 г/см  . Для оценки 
прочности использовались значения, приведённые в [6]. 

 
Учёт требований прочности 

Расчёт конструкции на прочность проведён более чем для 20 случаев нагружения. 
Для каждого случая задавались значения ускорений по трём осям, определяемые как 
произведение ускорения свободного падения на соответствующую расчётную пере-
грузку. Перегрузки достигают величин порядка 6 единиц. Наиболее критичным являет-
ся случай транспортирования автомобильным транспортом с опиранием только по тор-
цевому шпангоуту. Тем не менее анализ распределения индексов разрушения в 
элементах по критерию максимальных напряжений (4) для всех случаев нагружения 
показывает, что конструкция удовлетворяет требованиям прочности. При этом следует 
заметить, что во всех расчётах НДС в узловых нагрузках учитывалась масса дополни-
тельных конструктивных элементов (крепежные металлические элементы). По стати-
стике для конструкций данного класса дополнительная масса составляет 10…15%.       
В связи с тем, что дополнительные элементы довольно равномерно распределены по 
всей конструкции, в прочностных и частотных расчётах узловых сил эта дополнитель-
ная масса учитывалась искусственным увеличением плотности материала на 15%. 

 
Учёт требований по величине собственных колебаний 

Одним из важнейших требований к корпусным крупногабаритным конструкциям 
являются частотные характеристики. В частности, рассматриваемая конструкция долж-
на иметь минимальную частоту 40   Гц. Расчёт конструкции с описанным распреде-
лением материала при закреплении по 16 крепёжным элементам дал частоту 

1 37,4 Гц  , что не удовлетворяет предъявляемым требованиям. Анализ деформаций 

конструкции по первой форме колебаний корпуса (рис. 4, а) наглядно показывает, что 
зоны оболочки, прилегающие к торцевым фланцам, при колебаниях имеют высокую 
удельную энергию деформаций и поэтому для повышения частоты в эти места целесо-
образно ввести дополнительный материал (рис. 4, б) [12]. На рис. 4, б показано группо-
вое увеличение толщин в трёх кольцевых секциях оболочки, выбранное с учётом тре-
бований технологичности. Модальный анализ конструкции корпуса с показанными 
усилениями дает первую собственную частоту 1 39,9 Гц  . 
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а б 
 

Рис. 4. Результаты расчёта конструкции:  
а – деформации корпуса телескопа по первой форме колебаний для исходного варианта  

конструкции при соединении корпуса телескопа с ответной частью по 16 узлам;  
б – усиления конструкции корпуса телескопа 

 
Частотным анализом конструкции выявлена также повышенная чувствитель-

ность частот 1-го и 2-го тона к жесткости закрепления конструкции на платформе глав-
ного зеркала. Поэтому для поднятия первой собственной частоты выработана рекомен-
дация – обеспечить сплошное опирание фланца, что технологически может быть 
реализовано прокладкой и клеевой фиксацией углепластиковых элементов по всему 
контуру. При данном закреплении первая собственная частота колебаний корпуса теле-
скопа увеличивается до 1 42,2 Гц  . Общее увеличение массы при этом составляет 

7,6 кг. Таким образом, найдено конструктивное решение повышения первой собствен-
ной частоты на 12,8% при увеличении массы на 8,7%. 

Результаты модального анализа для рассмотренных вариантов распределения ма-
териала и соединения корпуса телескопа с ответной частью приведены в таблице. 

 
Таблица. Результаты модального анализа рассмотренных вариантов корпуса телескопа 

Форма колебаний 

ω, Гц 

Закрепление по 16 точкам Закрепление по фланцу 

Исходная конструкция Усиленная конструкция 
1 37,4 39,9 42,2 
2 38,8 41,5 44,7 
3 101,9 102,0 104,7 

 
Проведённый анализ и синтез конструкции корпуса позволил получить рацио-

нальное распределение дополнительного материала и разработать рекомендации по за-
креплениям, которые обеспечивают выполнение требований по жесткостным характе-
ристикам. 

 
Контроль тепловых деформаций 

Одним из важнейших критериев функциональной эффективности разработанной 
конструкции является сохранение ряда критических размеров при полном или частич-
ном нагреве (охлаждении) в условиях космического пространства. С целью количе-
ственной оценки стабильности положений главного и вторичного зеркал с использова-
нием экспериментальных данных по свойствам материала выполнялся контрольный 
расчет перемещений корпуса вдоль осей координат X и Y при равномерном нагреве на 
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5 СТ   . Для этого расчётного случая смещение вторичного зеркала относительно 
главного вдоль осей Х и Y составило 18 и 5 мкм соответственно, что удовлетворяет 
предъявляемым требованиям по размерной стабильности. 

Представляет интерес анализ размерной стабильности корпуса при неравномер-
ном нагреве или охлаждении. Расчёт конструкции при неравномерном воздействии 
температурной нагрузки выполнен для случая нагрева на 5 СТ    половины корпуса. 
Результаты расчёта абсолютных деформаций (полных перемещений) корпуса приведе-
ны на рис. 5. 
 

 
 

Рис. 5. Картина полных перемещений корпуса телескопа  
при нагреве половины конструкции относительно плоскости XOY на 5Т С    

 
 

Цифровые характеристики искажения формы корпусной конструкции телескопа 
для данного расчётного случая составили: разворот ВЗ вокруг осей Y, Z – 3″, смещение 
ВЗ относительно ГЗ вдоль оси ОХ – 20 мкм, что также удовлетворяет предъявляемым 
требованиям. 

 
Формирование 3D-модели 

На основе информации о толщинах ко-
нечных элементов строится компоновочная 
3D-модель корпуса, которая далее передаётся 
конструкторам и технологам для проработки 
закладных деталей в местах навески обору-
дования. На рис. 6 показан корпус телескопа, 
изготовленный методом вакуумного формо-
вания. 

Масса изготовленного корпуса больше 
теоретической, подсчитанной через конечные 
элементы по (2), на 14% за счёт добавления 
металлических вкладышей и галтелей в ос-
новании рёбер на этапе формования кон-
струкции. 

 
Рис. 6. Корпус телескопа  
из слоистого углепластика 
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Заключение 

Рассмотренный порядок проектирования даёт адекватный электронный двойник 
корпуса до его появления в материальном виде. Цифровой двойник имеет распределе-
ние материала, которое гарантирует выполнение функциональных требований к кон-
струкции по прочности, жёсткости и тепловым деформациям за счёт высокоточного 
математического моделирования с использованием специальных конечных элементов и 
экспериментальных данных по термомеханическим характеристикам используемых 
материалов. В процессе детального проектирования и разработки технологии произ-
водства двойник позволяет оперативно контролировать массу, решать вопросы об из-
менении напряжённо-деформированного состояния при изменении конструкции и 
нагрузок, оценивать влияние производственных отклонений на функционирование кон-
струкции, а также оценивать деформации при других возможных изменениях полей 
температур в эксплуатации. 

Реинжиниринг подобных конструкций, спроектированных и построенных по тра-
диционным инженерным методам, показывает, что использование высокоточных циф-
ровых моделей позволяет сократить время разработки изделий примерно в два раза и 
снизить массу на величину порядка 10…12%. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего 

образования Российской Федерации по проекту FSSS-2020-0016. 
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Рассматривается задача исследования механических характеристик трёхслойных композитных 
конструкций на границе контакта несущих слоёв и лёгкого заполнителя. Приводятся результаты 
прочностных испытаний образцов трёхслойных конструкций с обшивками из высокопрочных 
углепластиков и полимерным сотовым заполнителем при различных случаях нагружения. 
Отмечается, что при испытаниях на четырёхточечный изгиб и чистый сдвиг имеет место 
расхождение в определении предельных касательных напряжений. В целях интерпретации 
экспериментальных данных проводится численный анализ зоны контактного взаимодействия 
обшивок и заполнителя трёхслойной композитной конструкции. Отмечается, что наличие 
существенных нормальных напряжений в клеевом слое при сдвиговых испытаниях приводит к 
отрыву несущих слоёв от заполнителя и занижению значений касательных напряжений на 
величину порядка 20% по сравнению с результатами испытаний на четырёхточечный изгиб. 
Предлагаются рекомендации по назначению предельных сдвиговых напряжений для 
использования в практических расчётах трёхслойных композитных конструкций. 

Трёхслойные конструкции; композиционные материалы; испытания; математическое 
моделирование; касательные напряжения; предельные характеристики 
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Введение 

Проектирование высоконагруженных трёхслойных панелей пола с использовани-
ем современных высокопрочных угле- и стеклопластиков для несущих слоёв и поли-
мерного сотового заполнителя показывает, что активным ограничением оказывается 
прочность в зоне контакта обшивок и лёгкого заполнителя [1]. При этом стабильность 
механических характеристик трёхслойных конструкций и композиционных материа-
лов, работающих в её составе, зависит от технологии изготовления панелей. В тради-
ционных технологиях [2; 3] зона контакта формируется с использованием жидких клеев 
или клеевых плёнок, что зачастую приводит к созданию перетяжелённых конструкций 
[4]. В ряде новых технологий все более широкое применение находят препреги на ос-
нове клеевого связующего [5 – 7]. Они позволяют изготавливать трёхслойные кон-
струкции за один технологический цикл, в ходе которого происходит одновременное 
формирование несущих слоёв и их склеивание с заполнителем. При этом предусматри-
вается повышенная толщина препрега с внутренней стороны несущего слоя, которая 
выполняет ту же функцию, что и клеевая плёнка. 

Исследование прочностных свойств трёхслойных панелей с обшивками на основе 
клеевых препрегов показывает, что наиболее существенным силовым фактором для та-
ких конструкций являются касательные напряжения в зоне контакта несущих слоёв и 
заполнителя, что может являться причиной расслоения. Для оценки прочности зоны 
стыка с использованием тех или иных критериев прочности необходимо знание и зада-
ние предельных механических характеристик несущих слоёв и сотового заполнителя, 
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которые определяются экспериментально. К числу таких характеристик относятся: 
предел прочности на растяжение и сжатие сотового заполнителя в направлении сот, 
предельная прочность заполнителя на сдвиг, изгибная прочность несущих слоёв. В до-
полнение к прочностным характеристикам для расчётов трёхслойных конструкций 
необходимо знание упругих характеристик: модулей упругости, коэффициентов Пуас-
сона и модулей сдвига монослоя обшивок и сотового заполнителя. Нормальные напря-

жения сотового заполнителя на растяжение  z сот

  и сжатие  z сот

  определяются про-

стыми испытаниями [8; 9]. Для определения прочности сотового заполнителя на сдвиг 

 xz  предлагается два стандартных принципиально разных метода испытаний [10; 11], 

которые позволяют также оценить прочность контактного взаимодействия несущих 
слоёв и сотового заполнителя. Целью данной работы является анализ особенностей 
этих методик и разработка практических рекомендаций по использованию эксперимен-
тальных данных при проектировании трёхслойных конструкций. 

 
Экспериментальные исследования 

Для определения предельных касательных напряжений в зоне стыка используют-
ся методы испытаний, в которых фрагменты трёхслойных панелей испытываются как 
элементы конструкций. Основными видами испытаний трёхслойных панелей являются: 
испытания на четырёхточечный изгиб так называемой длинной балки и испытания на 
сдвиг. По результатам испытаний образцов трёхслойных сотовых панелей пола на че-
тырёхточечный изгиб с постоянной скоростью нагружения до разрушения определяют-
ся следующие механические характеристики: предел сдвиговой прочности сотового 
заполнителя при изгибе  xz  и предел изгибной прочности несущих слоёв fx   . Для 

расчёта предела сдвиговой прочности сотового заполнителя при изгибе в международ-
ном стандарте испытаний ASTM C 393 [10] используется следующая зависимость: 
 

 
max

xz

P

d c b
 


,                (1) 

 

где maxP  – разрушающее усилие, Н; d  – толщина трёхслойной сотовой панели, мм; c  – 

толщина сотового заполнителя, мм; b – ширина образца, мм. 
Особенностью данного вида испытаний, показанного на рис. 1, является нагруже-

ние образца на двух крайних участках постоянной перерезывающей силой и постоян-
ным изгибающим моментом в центральной зоне.  

 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Испытания на четырёхточечный изгиб образцов  
трёхслойных сотовых панелей с несущими слоями из:  
а – клеевого углепластика; б – клеевого стеклопластика 



                       Машиностроение и машиноведение 

89 

При этом испытания осложняются определённой концентрацией напряжений на 
опорах и под нагружающими элементами (рис. 1, а), а также значительными деформа-
циями несущих слоёв, близкими к предельным, при изгибе образцов (рис. 1, б). 

Стандарт испытаний ASTM C 273 [11] подразумевает испытания фрагментов 
трёхслойных панелей на так называемый чистый сдвиг. Схема нагружения образцов 
трёхслойных конструкций показана на рис. 2, а. Для передачи нагружающего усилия в 
рабочую зону образца используются специальные стальные накладки. Перед проведе-
нием испытаний внешние поверхности обшивок трёхслойных панелей обрабатываются 
абразивом, не допуская повреждения угле- и стеклопластика, после чего производится 
склеивание образцов с накладками с использованием эпоксидного клея. После полиме-
ризации клея образцы устанавливаются в специальную испытательную оснастку, кото-
рая обеспечивает имитацию работы конструкции на чистый сдвиг за счёт шарнирного 
крепления накладок (рис. 2, б). Однако стоит отметить, что в испытаниях на сдвиг име-
ет место концентрация напряжений в краевой зоне образцов, которая приводит к отсла-
иванию несущих слоёв от сотового заполнителя (рис. 2, в). 

 

 
а 

 
б 

 
в 

 
Рис. 2. Испытания на сдвиг образцов трёхслойных сотовых панелей:  

а – схема нагружения; б – общий вид установки образцов в испытательной оснастке; 
в – характер разрушения образцов с обшивками из клеевого углепластика 

 
 

По результатам испытаний образцов трёхслойных сотовых панелей пола на сдвиг 
определяются следующие механические характеристики: предел сдвиговой прочности 
сотового заполнителя  xz  и модуль сдвига сотового заполнителя xzG . 

Для расчёта предела сдвиговой прочности сотового заполнителя при сдвиге в со-
ответствии с [11] используется следующая зависимость: 
 

max
xz

P

L b
  ,             (2) 

 
где maxP  – разрушающее усилие, Н; L  – длина образца, мм; b – ширина образца, мм. 
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Модуль сдвига сотового заполнителя xzG  определяется в соответствии с выраже-

нием: 
 

xz

c
G

L b


 ,               (3) 

 
где   – отношение приращения усилия к приращению перемещений гидравлического 
штока испытательной машины; c  – толщина сотового заполнителя, мм; L  – длина об-
разца, мм; b – ширина образца, мм. 

Для оценки стабильности результатов испытаний серии из 10 образцов для каж-
дой из определяемых механических характеристик рассчитывался коэффициент вариа-
ции CV (табл. 1). 

 
Таблица 1. Механические характеристики трёхслойных панелей с обшивками из клеевого углепластика  
и полимерным сотовым заполнителем с плотностью сот 96 кг/м3 

Характеристики +20С CV, % 

Предел прочности сотового заполнителя на сжатие  z сот

 , МПа 6,2 13,1 

Модуль упругости сотового заполнителя zE , МПа 182,0 7,6 

Предел сдвиговой прочности сотового заполнителя при испытании на изгиб  xz c
 , МПа 2,1 11,9 

Предел сдвиговой прочности сотового заполнителя при испытании на сдвиг  xz c
 , МПа 1,7 6,1 

Модуль сдвига сотового заполнителя xzG , МПа 14,1 6,9 

Предел прочности сотового заполнителя на растяжение  z сот

 , МПа 2,7 5,2 

 
Результаты испытаний образцов показывают, что разрушение происходило вслед-

ствие исчерпания несущей способности трёхслойной конструкции на границе взаимо-
действия несущих слоёв и сотового заполнителя. Кроме того, следует отметить, что для 
одного и того же вида трёхслойных панелей предельные сдвиговые напряжения  xz  

для двух видов испытаний показывают устойчивую разницу в значениях касательных 
напряжений на величину порядка 20%. В связи с этим в данной работе предпринята 
попытка анализа напряжённо-деформированного состояния зоны контактного взаимо-
действия обшивок и заполнителя в образцах трёхслойных конструкций в двух видах 
испытаний – на четырёхточечный изгиб и сдвиг. 

 
Математическое моделирование 

В целях интерпретации результатов испытаний образцов трёхслойных панелей 
пола на четырёхточечный изгиб и сдвиг и их дальнейшего использования в процессе 
проектирования высоконагруженных трёхслойных конструкций проводилась иденти-
фикация математических моделей.  

В качестве исходных данных использовались графики «сила-перемещение» и экс-
периментальные данные о механических характеристиках компонентов трёхслойных 
конструкций. Испытательные образцы и соответствующие модели включали в себя два 
типа материалов – клеевой углепластик для несущих слоёв и полимерный сотовый за-
полнитель. Механические свойства материалов обшивок и сотового заполнителя, ис-
пользуемые в модели, показаны на рис. 3.  
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а      б 
Рис. 3. Механические характеристики материалов обшивок и сотового заполнителя (МПа) 

 
Несущие слои, сотовый заполнитель, зона контактного взаимодействия обшивок 

и заполнителя, а также стальные накладки в случае испытания на сдвиг моделирова-
лись с использованием твердотельных элементов типа SOLID 186. Данный тип конеч-
ных элементов поддерживает свойства анизотропного материала. При этом направле-
ния упругих и прочностных свойств используемых материалов задаются в локальной 
системе координат элемента, которая, в свою очередь, соответствует направлениям ко-
ординат слоя. Характерный размер конечных элементов в несущих слоях, сотовом за-
полнителе и стальных накладках в случае испытания на сдвиг задавался равным 
0,3 0,3 0,3   мм. Зона контактного взаимодействия обшивок и заполнителя описыва-
лась конечными элементами с размерами в плане 0,3×0,3 мм, толщиной 0,05 мм и ме-
ханическими характеристиками клеевого связующего. 

Геометрическая модель образца для испытаний на четырёхточечный изгиб пред-
ставлена на рис. 4, а. Схема нагружения и граничные условия в конечноэлементной 
модели (КЭМ) соответствовали балке на двух опорах, нагруженной двумя сосредото-
ченными силами (рис. 4, б). 

Статический расчёт на прочность КЭМ образца для испытаний на четырёхточеч-
ный изгиб выполнялся на разрушающую нагрузку величиной 3500 Н. Результаты рас-
чёта напряжённо-деформированного состояния модели представлены на рис. 5.  

Геометрическая модель образца для испытания на сдвиг, граничные условия и 
схема нагружения, а также результаты расчёта напряжённо-деформированного КЭМ 
образца показаны на рис. 6. Расчёт выполнен на разрушающую нагрузку величиной 
20 000 Н. 

 

а       б 
 

Рис. 4. Математическое моделирование образца трёхслойной панели  
для испытания на четырёхточечный изгиб: 

 а – геометрическая модель; б – граничные условия в КЭМ 
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Рис. 5. Результаты расчёта образца трёхслойной конструкции для испытания на изгиб:  
касательные напряжения xz  в заполнителе, МПа (масштабный коэффициент – 3,5) 

 
 

 
а 

 
б 

 
в 
 

Рис. 6. Результаты расчёта образца трёхслойной конструкции для испытания на сдвиг:  
а – схема нагружения;  
б – касательные напряжения xz  в заполнителе, МПа (масштабный коэффициент – 10);  

в – нормальные напряжения в заполнителе, МПа (масштабный коэффициент – 10) 
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На рис. 7, а и б показаны картины распределения касательных напряжений в зоне 
контактного взаимодействия несущих слоёв и полимерного сотового заполнителя – 
клеевом слое – в моделях образцов для испытаний на четырёхточечный изгиб и сдвиг 
соответственно. 

 
а 

 
б 

Рис. 7. Картина распределения касательных напряжений в клеевом слое: 
а – в модели образца для испытания на изгиб; б – в модели образца для испытания на сдвиг 
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Полученные результаты математического моделирования образцов для испыта-
ний показали хорошее согласование с экспериментальными данными. 

 
Заключение 

Из сопоставления результатов испытаний и математического моделирования сле-
дует, что наиболее достоверные данные о величине касательных напряжений дают ис-
пытания на сдвиг. При этом полученная величина предельных касательных напряже-
ний в этом случае на 20% ниже, чем при испытаниях на изгиб. Эту разницу можно 
объяснить тем, что в испытаниях на изгиб длинной балки под нагружающим элементом 
присутствуют сжимающие напряжения в зоне контакта несущих слоёв и сотового за-
полнителя. В испытаниях на сдвиг в зоне контактного взаимодействия помимо каса-
тельных напряжений действуют растягивающие напряжения в трансверсальном 
направлении, из-за чего создаются предпосылки к отслаиванию обшивок. 

Испытания на сдвиг по стандарту С297 при кажущейся простоте осложнены тем 
обстоятельством, что концентрация напряжений имеет место и в клеевом слое между 
внешней поверхностью несущих слоёв образцов трёхслойных панелей и массивными 
металлическими накладками, что требует тщательной механической обработки поверх-
ностей и подбора высокопрочных клеев. Следует также отметить, что при испытаниях 
на сдвиг при повышенной и пониженной температурах концентрация напряжений уси-
ливается из-за проявления существенной разности коэффициентов линейного теплово-
го расширения (КЛТР) металла и полимеров, что может существенно осложнить испы-
тания. 

Поэтому для практических целей можно рекомендовать использовать простой и 
информативный, приближенный к реальным условиям эксплуатации панелей пола, 
способ испытаний на изгиб длинной балки. С учётом проведённого исследования в 
проектировочных расчётах целесообразно умножать полученные экспериментальные 
значения предельной сдвиговой прочности сотового заполнителя  xz  на коэффици-

ент 0,8. 
 
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего 

образования Российской Федерации по проекту FSSS-2020-0016. 
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В работе изложены результаты исследования трещиностойкости композиционных материалов 
по типу расслоения. Целью работы является изучение закономерностей роста расслоений и 
параметров механики разрушения в современных полимерных композиционных материалах на 
основе углеволокон. Данный тип композиционных материалов активно применяется в 
высоконагруженных конструкциях изделий аэрокосмической отрасли. Объектом исследования 
являются современные полимерные композиционные материалы. В работе описана методика 
изготовления образцов для испытаний по технологии вакуумной инфузии. Экспериментальные 
исследования процесса роста расслоений по модам I и II проводились на современном 
испытательном оборудовании с применением специальных образцов в виде двойной 
консольной балки. Данный тип образцов часто применяется исследователями для отработки 
численных моделей. В рамках исследования были получены критические значения вязкости 
разрушения, а также зависимости «нагрузка-перемещение» для двух типов материала – 
однонаправленного и тканого. Исследования шлифов испытанных образцов на оптическом 
микроскопе позволили выявить характерные механизмы разрушения структуры материала.  
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Введение 

В современных конструкциях из полимерных волокнистых композиционных ма-
териалов в силу нарушения технологии производства, под влиянием внешних воздей-
ствий, а также в силу отсутствия надёжной системы мониторинга избежать наличия та-
кого опасного дефекта как расслоение не получается. Поэтому возникает 
необходимость оценки влияния подобного рода дефектов на прочность и надёжность 
композитных конструкций. Экспериментальные исследования, направленные на выяс-
нение истинных процессов деформирования и разрушения полимерных композицион-
ных материалов, являются одним из наиболее достоверных методов оценки прочности 
и долговечности реальных конструкций и их элементов.  

Испытание по определению вязкости разрушения по моде I (нормальный отрыв) 
традиционно считается наиболее важной характеристикой расслоения в композицион-
ных материалах. Для этого наиболее часто используется образец в форме двойной кон-
сольной балки (DCB-образец), нагруженной двумя противоположно направленными 
силами на её концах через специального вида блоки или специальные рояльные петли. 
Процесс подготовки и проведения испытаний в настоящее время стандартизован аме-
риканским сообществом по испытаниям и материалам ASTM D5528 [1]. Простота про-
ведения данного испытания и однозначно определённый вид нагружения по моде I поз-
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воляют применять данный стандарт для исследования вязкости разрушения в любых 
современных композиционных материалах.  

Интенсивность освобождения энергии IG  есть функция нагрузки, перемещений и 

длины расслоения. К упомянутым параметрам нередко добавляются и другие кон-
структивные параметры или параметры материала, оказывающие своё воздействие на 
значения IG  в процессе проведения испытания. К одним из таких эффектов можно от-

нести появление связей в окрестности фронта расслоения ввиду вытягивания отдель-
ных волокон из монослоя. Наиболее часто используемыми методами оценки интенсив-
ности освобождения энергии является метод податливости, введённый в работе [2], и 
модифицированный метод податливости, предложенный в работе [3]. Отмечается, что 
использование последнего метода является более предпочтительным, поскольку он да-
ёт консервативные результаты. Следует также подчеркнуть, что большинство исследо-
вателей используют образец в форме двойной консольной балки для верификации 
предлагаемых математических моделей, направленных на исследование процессов ро-
ста расслоений в композиционных материалах с помощью аналитических или числен-
ных методов. В работах [4; 5] детально рассмотрены преимущества и недостатки пред-
ложенных различными авторами подходов к определению вязкости межслойного 
разрушения по моде I. 

При испытаниях по моде II (сдвиг) в процесс разрушения многослойного компо-
зиционного материала вовлечены две скользящие друг относительно друга поверхно-
сти, взаимодействие между которыми приводит к распространению расслоения (ENF-
образец). В настоящее время данный тип испытаний также стандартизован и описан в 
соответствующем стандарте ASTM D 7905 [6]. Схема нагружения представляет собой 
трёхточечный изгиб балки с расслоением на конце, что, в свою очередь, позволяет реа-
лизовать условия разрушения по моде II.  

Впервые данный вид испытаний был описан в работе [7], в которой авторы пред-
ложили такую же форму образца, как и в случае двухконсольной балки, что позволяет 
использовать балочную теорию для оценки значений интенсивности освобождения 
энергии. Достаточно большая жёсткость в этом случае также даёт возможность исполь-
зовать метод податливости. В работе [7] авторами на основании классической балочной 
теории было предложено простое выражение для определения интенсивности освобож-
дения энергии. 

Следует отметить, что для описанного типа испытания, в особенности для компо-
зиционных материалов с хрупкой матрицей, рост расслоения происходит внезапно и 
неустойчиво, что, в свою очередь, сопровождается значительным падением нагрузки в 
процессе испытания. В работе [8] отмечается, что значение интенсивности освобожде-
ния энергии при распространении расслоения было эквивалентно значению интенсив-
ности освобождения энергии при страгивании расслоения. Первое из указанных значе-
ний обычно характеризует динамическое поведение материала при неустойчивом росте 
расслоения. С другой стороны, авторами работы [9] была предложена методика испы-
тания, в которой наблюдался устойчивый рост расслоения. Испытания проводились с 
использованием специальных датчиков перемещений при постоянной скорости прило-
жения сдвиговых перемещений, т.е. относительных сдвиговых перемещений между 
верхней и нижней частями образца на конце области с расслоением. 

 
Методика изготовления образцов из композиционных материалов 

Наиболее распространёнными методами изготовления образцов являются метод 
ручной выкладки и метод вакуумной инфузии. Для экспериментальных исследований 
был выбран метод вакуумной инфузии. 
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Основу однонаправленного материала составляет однонаправленная углеткань 
12К-300-200 с поверхностной плотностью 230 2г м  полотняного плетения (вплетена 
стеклянная уточная нить), с количеством филаментов в одном пучке нити– 12К.  

Основу тканого материала составляет двунаправленная ткань 1К-1000-132 с по-
верхностной плотностью 132 2г м полотняного плетения с количеством филаментов в 
одном пучке нити – 1К. 

Для формования заготовок и последующего получения образцов заданной толщи-
ны и формы сначала производится раскрой цельного полотна выбранного материала, 
которое разрезается на заготовки для изготовления пластин размером 180 × 350 мм.  

При формировании так называемого «пакета», представляющего собой уложен-
ные под определёнными углами относительного исходного отсчётного направления, 
слои ткани укладываются на предварительно обработанную специальным веществом 
(антиадгезивом) поверхность, что предотвращает склеивание материала с формообра-
зующей оснасткой. Число и ориентация слоёв в каждом конкретном случае выбираются 
исходя из исследуемых экспериментальным путём физико-механических характери-
стик материала. Следует отметить, что для создания искусственного расслоения ис-
пользовалась специальная тонкая плёнка, пропитанная антиадгезионным веществом 
для предотвращения смыкания берегов расслоения в процессе пропитки.  

Сверху выложенный таким образом набор слоёв покрывается так называемой 
«жертвенной» тканью для обеспечения отделения верхней поверхности изготавливае-
мой заготовки от проводящего слоя после полимеризации. 

Рядом со слоями ткани располагаются трубка подвода смолы и трубка, ведущая к 
вакуумной станции. Уплотнение краёв оснастки проводится герметизирующим жгутом, 
препятствующим проникновению воздуха в процессе создания вакуума. Для равномер-
ного распределения смолы по всей поверхности заготовки, а также равномерной её 
пропитки пакет накрывается проводящей тканью. Сверху всё накрывается вакуумной 
плёнкой с толщиной, обеспечивающей достаточную жёсткость с целью предотвраще-
ния её повреждения и, как следствие, нарушения технологии и процессе изготовления 
заготовки. 

Для пропитки ткани использовалось связующее, составленное из 100 частей смо-
лы SICOMIN SR8100 и 22 частей отвердителя SD8823. При определении количества 
компонентов смеси использовались аналитические весы. Время жизни жидкого связу-
ющего составляло 4 часа. После полимеризации связующего следовал этап разборки 
вакуумного пакета и освобождения сформированного ламината из оснастки с отделе-
нием жертвенных слоёв. Далее проводилась механическая обработка полученной заго-
товки с целью получения образцов необходимого размера.  

 
Методика проведения испытаний 

Для оценки несущей способности композитных конструкций с расслоением, а 
также оценки склонности расслоения к росту автором работы проводилось экспери-
ментальное исследование интенсивности освобождения энергии в полимерных компо-
зиционных материалах на примере тканого и однонаправленного углепластика. 

Испытания на определение интенсивности освобождения энергии по моде I про-
водились в соответствии с требованиями, изложенными в ASTM D 5528 [1]. Для созда-
ния нагрузок, соответствующих первой моде разрушения, к образцу приклеиваются 
специальные блоки, которые призваны передавать нагрузку с траверс испытательной 
машины на образец. Их крепление к траверсе осуществляется шарнирно через втулки 
посредством специального переходника, а к образцу – посредством клеевого соедине-
ния.  
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Значение вязкости разрушения вычисляют на основании диаграммы «нагрузка-
перемещение» при возрастании нагрузки от нулевого значения до значения, соответ-
ствующего прорастанию искусственно созданного расслоения на величину от 3 до 
5 мм.  

Перед испытанием одна из боковых кромок образца была покрашена белой крас-
кой на водной основе. На неё после отверждения были нанесены маркеры (метки), 
начиная от номинальной длины трещины (конца искусственного расслоения) по сле-
дующей схеме: первые 5 мм метки ставились каждый 1 мм, далее метки ставились че-
рез 5 мм. Во всех случаях длина первоначального расслоения составляла 50 мм. В ходе 
испытания по данным маркерам отслеживался процесс роста расслоения с помощью 
видеокамеры. В момент достижения трещиной заданного маркера оператором фикси-
ровались значения силы и соответствующего ему значения перемещений точек прило-
жения. По полученным данным оценивались значения IcG  (вязкость разрушения). Об-

щий вид образца с нанесёнными маркерами представлен на рис. 1. 
 

 
 

Рис. 1. Схема образца 
 
 

Для оценки трещиностойкости по моде II автором проводились испытания образ-
цов (ENF-образцы) в виде балок с расслоением при трёхточечном изгибе (End notched 
Flexure). Процедура проведения испытания базировалась на стандарте ASTM D 7905 
[6]. В соответствии с ним изготавливались похожие по сравнению с предыдущим испы-
танием образцы.  

В рамках данного испытания определению подлежало критическое значение ин-
тенсивности освобождения энергии для моды II  IIcG  с помощью метода калибровки 

податливости. При реализации данного метода и вычислении отмеченных значений 
каждый из образцов подвергался двум нагружениям на заранее рассчитанные уровни 
нагрузок. Данные нагрузки выбирались таким образом, чтобы их величина соответ-
ствовала 50% от значений предельной нагрузки, характеризующей момент страгивания 
расслоения для двух заданных длин расслоения  1 220мм, 40ммa a  . Третье нагру-

жение проводилось при длине расслоения 0 30a  мм вплоть до момента, когда визу-

ально наблюдалось страгивание расслоения. Значение нагрузки maxP , соответствующее 

данному явлению, регистрировалось и в дальнейшем использовалось для расчёта зна-
чений IIcG .  

Схема испытания, а также изображение испытываемого образца с нанесёнными 
маркерами приведены на рис. 2, 3. 
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Рис. 2. Схема нагружения и характерные размеры ENF-образца 

 
 

 
 

Рис. 3. Образец в испытательной оснастке 
 
 

Результаты испытаний и их анализ 

На рис. 4, 5 приведены полученные диаграммы «нагрузка-перемещение» соответ-
ственно для однонаправленного и тканого композиционного материала. В табл. 1 пред-
ставлены полученные значения математического ожидания, среднеквадратического от-
клонения и коэффициента вариации вязкости разрушения по моде I для 
однонаправленного и тканого материала.  

 

 
Рис. 4. Диаграммы нагрузка-перемещение для однонаправленного материала 
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Рис. 5. Диаграммы нагрузка-перемещение для тканого материала 

 
 

Таблица 1. Значения вязкости разрушения по моде I 

Тип материала 
Математическое  
ожидание, Н/мм  

Среднеквадратическое 
отклонение, Н/мм  

Коэффициент  
вариации, % 

Однонаправленный 0,37 0,13 34,99 
Тканый 0,49 0,06 11,67 

 
При проведении испытаний образцов из однонаправленного материала происхо-

дил устойчивый рост расслоения, а именно постепенное увеличение его длины от ини-
циатора по мере увеличения нагрузки. Данный вывод также можно сделать, анализируя 
полученные диаграммы «нагрузка-перемещение», на которых отсутствуют резкие 
(сильные) изменения по силе. Анализируя полученные R-кривые, можно заметить, что 
вязкость разрушения по мере увеличения длины расслоения также увеличивается, что, 
в свою очередь, является характерной особенностью однонаправленных материалов. 
Кроме того, в процессе испытания и по мере роста расслоения наблюдался эффект «fi-
ber bridging» (рис. 6), заключающийся в образовании остаточных связей между берега-
ми трещины расслоения. Механизм образования таких связей заключается в вытягива-
нии отдельных волокон или пучков волокон из соседних слоёв. Происходит это из-за 
отсутствия чёткой границы раздела между соседними слоями в однонаправленных ма-
териалах. Для более подробного исследования поверхности разрушения и механизма 
роста расслоения после испытаний были выполнены шлифы боковой и торцевой по-
верхности образца (рис. 7, 8). 

 

 
Рис. 6. Вытягивание волокон 
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Рис. 7. Изображение боковой поверхности образца из однонаправленного материала 

 
 

 
Рис. 8. Изображение торцевой поверхности образца из однонаправленного материла: 
1 – разрушение поверхности слоя, 2 – расслоение по нити утка, 3 – расслоение в слое 

 
 

В результате испытаний установлено, что в приповерхностных к расслоению сло-
ях присутствуют 3 вида разрушения:  

1) разрушение поверхности слоя, заключающееся в растрескивании матрицы по 
границам волокон и отмеченного вытягивания волокон из соседних слоёв;  

2) образование по границе нити утка расслоения, мигрирующее в соседние слои 
материала;  

3) образование трещины расслоения непосредственно в слое материала, разви-
вающейся по границам волокон и также приводящей к растрескиванию матрицы в при-
легающих слоях.  

Из вышесказанного следует несколько важных выводов:  
 нити утка (если они есть) в однонаправленных материалах являются инициато-

рами расслоений в условиях нормального отрыва;  
 кроме непосредственного повреждения материала трещиной расслоения, кото-

рое существенно снижает эффективные жесткостные и прочностные свойства, проис-
ходит также повреждение прилегающих слоёв, заключающееся в образовании дефек-
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тов, которые могут в дальнейшем привести к полному исчерпанию несущей способ-
ности. 

При испытаниях тканого материала эффектов, характерных для однонаправлен-
ных материалов, не наблюдалось. Анализируя полученные зависимости (рис. 4, 5), 
можно отметить, что для тканого материала характерен нестабильный рост расслоения. 
Это проявляется в скачкообразном подрастании трещины на значительную длину (по-
рядка 15…20 мм) от предыдущего устойчивого равновесного состояния. Кроме того, 
для тканого материала значения интенсивности освобождения энергии, соответствую-
щие этапу роста, были меньше, чем те же значения в момент страгивания трещины. В 
данном случае можно говорить о том, что данное обстоятельство является характерной 
особенностью тканого материала.  

Для более детального исследования процесса роста расслоения в структуре мате-
риала были изготовлены шлифы. Изображения, полученные на электронном микроско-
пе, представлены на рис. 9.  

 

 
Рис. 9. Боковая поверхность образца из тканого материала 

 

а

б
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Изучение шлифов показало:  
 расслоение растёт преимущественно по границе слоёв материала в матрице; 
 в некоторых случаях наблюдается рост расслоения в прилегающих слоях воло-

кон, расположенных поперёк плоскости рисунка по границе отельных волокон;  
 в тканом материале расслоение прорастает в матрице в слоях с поперечным ар-

мированием;  
 эффекта вытягивания волокон не наблюдалось.  
Во всех испытаниях наблюдался описанный характер распространения расслое-

ний, что позволяет сделать вывод о характерности этой формы разрушения для данного 
типа материала. Сравнивая значения коэффициентов вариации интенсивности осво-
бождения энергии в первом и втором случае, установлено, что для тканого материала 
наблюдается меньший разброс. Это опять же говорит о характерности формы разру-
шения. 

Полученные в результате испытаний ENF-образцов зависимости «нагрузка-
прогиб» для однонаправленного и тканого материала представлены на рис. 10, 11. 

Рис. 10. Зависимость «нагрузка-прогиб» для однонаправленного материала 

Рис. 11. Зависимость «нагрузка-прогиб» для тканого материала 

В табл. 2 приведены полученные значения математического ожидания, средне-
квадратического отклонения и коэффициента вариации вязкости разрушения по моде II 
для однонаправленного и тканого материала. 
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Таблица 2. Значения вязкости разрушения по моде II 

Тип материала 
Математическое  
ожидание, Н/мм  

Среднеквадратическое 
отклонение, Н/мм  

Коэффициент  
вариации, % 

Однонаправленный 1,44 0,065 4,54 
Тканый 1,265 0,171 13,52 

В процессе проведения испытания отмечался устойчивый рост расслоения. Одна-
ко стоит заметить, что наблюдение процесса роста расслоения является достаточно 
трудоёмким, поскольку в данном случае как такового раскрытия берегов не происхо-
дит. Поэтому рост расслоения отслеживался лишь по взаимному смещению маркеров 
на боковой поверхности. 

Заключение 

В работе проведено подробное исследование трещиностойкости двух типов ком-
позиционных материалов и процессов роста расслоений в них по модам I и II. При ис-
следовании роста расслоения по моде I для однонаправленного материала отмечены 
характерные особенности распространения – наличие зон вытягивания волокон, припо-
верхностное разрушение материала, миграция трещины между слоями материала. Для 
тканого материала при исследовании структуры материала образцов после испытаний 
установлены два основных типа разрушения – распространение расслоения по границе 
слоёв и разрушение отдельных пучков волокон на берегах расслоения. При проведении 
испытаний материалов по моде II рост расслоения оценивался по смещению берегов 
расслоения друг относительно друга от сдвиговых напряжений. Для всех проведённых 
испытаний представлены полученные зависимости «нагрузка-перемещение» и значе-
ния вязкостей разрушения.  
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