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Рассматривается получение оптимального закона управления бортовыми магнитными катушками, 
обеспечивающего уменьшение кинетического момента наноспутников и микроспутников до заданных 
малых величин с последующим их поддержанием. Показывается, что применение полученного опти-
мального закона управления способствует значительному увеличению быстродействия магнитной си-
стемы управления ориентацией в задаче уменьшения кинетических моментов указанных спутников до 
малых величин. Отдельно обсуждается вопрос о демпфировании угловой скорости спутников в соответ-
ствии с заданной эталонной моделью, представляющей собой систему из трёх независимых линейных 
однородных уравнений. Приводятся численные результаты применения законов в задаче уменьшения 
кинетического момента и угловых скоростей спутников. Определяются достоинства и недостатки, харак-
терные для представленных законов управления магнитными моментами наноспутников и микроспутни-
ков.  

 
Катушки, магнитный момент, закон управления, наноспутник, микроспутник, кинетический мо-

мент, демпфирование, уравнения движения.  
 

Введение 
Постоянное совершенствование бор-

товых устройств и оборудования, приво-
дящее к уменьшению массы и размеров 
данных устройств, а также относительно 
небольшая стоимость малых спутников 
способствуют увеличению числа орби-
тальных группировок микроспутников и 
наноспутников. Системы управления ори-
ентацией указанных спутников с длитель-
ными орбитальными сроками функциони-
рования содержат в качестве исполни-
тельных органов постоянные магниты 
[1;2] или электромагнитные катушки 
[3;4]. 

При отделении от базового комплек-
са наноспутники и микроспутники (будем 
в дальнейшем называть их спутниками) 
приобретают остаточные кинетические 
моменты [5]. Существует несколько из-
вестных законов управляемого уменьше-

ния угловой скорости спутников, основы-
вающихся на взаимодействии магнитного 
поля катушек с геомагнитным полем [4], 
[6-8]. На практике при уменьшении угло-
вой скорости спутников наибольшее при-
менение получил закон управления, опи-
санный в [9]. Известно, что применение 
электромагнитных катушек в системе 
управления вращательным движением 
обеспечивает реализацию достаточно ма-
лых механических управляющих момен-
тов [4]. В результате время, затрачиваемое 
на управление угловой скоростью спутни-
ков с катушками на борту, достигает зна-
чительных величин. В работе [10] был 
описан оптимальный по быстродействию 
закон управления магнитными катушка-
ми, приводящий к эффективному умень-
шению угловой скорости микроспутника, 
имеющего форму, близкую к кубической. 
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С целью улучшения характеристик 

быстродействия системы управления ори-
ентацией (на этапе уменьшения кинетиче-
ского момента спутников) ставится задача 
по разработке новых оптимальных зако-
нов управления электромагнитными ка-
тушками. 

Рассмотрим нахождение закона 
уменьшения кинетического момента и за-
кона демпфирования угловой скорости, 
которые являются оптимальными по 
быстродействию и реализуются посред-
ством магнитных моментов бортовых ка-
тушек, установленных на микроспутнике 
или наноспутнике. Предположим, что 
управляемое уменьшение вектора кинети-
ческого момента спутника осуществляет-
ся до малых значений, определяемых по-
грешностью датчиков угловой скорости.  

 
Уравнения  

вращательного движения спутника 
Математическая модель вращатель-

ного движения спутника относительно 
центра масс содержит три динамических 
уравнения Эйлера и четыре кинематиче-
ских уравнения для параметров Родрига-
Гамильтона. Динамические уравнения 
вращательного движения спутника в свя-
занной системе координат XYZ  записы-
ваются следующим образом:  

 

.MK
dt
Kd 





=×+ω             (1) 

 
Здесь =K



),,( zyx KKK  – вектор кинети-
ческого момента спутника; 

=M


),,( zyx MMM  – вектор управляю-
щего механического момента; 

yzzyx BLBLM −= , zxxzy BLBLM −= , 

xyyxz BLBLM −= ; kLjLiLL zyx





++=  – 
вектор магнитного момента, создаваемого 
катушками, расположенными вдоль осей 
X, Y, Z; kBjBiBB zyx






++=  – вектор маг-
нитной индукции геомагнитного поля; 

OXYZ – главная центральная связанная со 
спутником система координат. 

Вектор магнитной индукции рассчи-
тывается в соответствии с моделью пря-
мого диполя, являющейся простейшей 
моделью магнитного поля Земли. В этом 
случае проекции вектора магнитной ин-
дукции на оси орбитальной системы ко-
ординат ооо ZYX  записываются в виде [4]:  
 

,/cossin 3
0 ruiB ex µ=

 
,/cos 3

0 riB ey µ=             (2)
 

,/sinsin2 3
0 ruiB ez µ−=  

1022 
где µe = 8,1×1022 Ам2 – магнитный посто-
янная Земли; i – наклонение орбиты; u – 
аргумент широты; r – радиус круговой 
орбиты спутника. 

Кинематические параметры Родри-
га-Гамильтона определяются из решения 
следующей системы уравнений [11]: 

 

321
02 χωχωχωχ

zyxdt
d

−−−= ,          (3) 

320
12 χωχωχωχ

yzxdt
d

−+= ,          (4) 

130
22 χωχωχωχ

zxydt
d

−+= ,          (5) 

210
32 χωχωχωχ

xyzdt
d

−+= ,          (6) 

 
где ),,( zyx ωωωω =

  – вектор угловой ско-
рости спутника. 
 

Оптимальный закон управления  
магнитными моментами катушек  

для уменьшения  
кинетического момента спутника  

Получим оптимальный закон управ-
ления магнитными моментами катушек, 
позволяющий уменьшить кинетический 
момент спутника до заданных малых ве-
личин. Задача состоит в следующем: тре-
буется определить величины магнитных 
моментов zyx LLL ,, , при которых угловые 
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скорости ),,( zyx ωωω  переходят от 
начальных немалых величин 

))0(),0(),0(( zyx ωωω  в окрестность начала 
координат )0,0,0( . В процессе решения 
данной задачи необходимо обеспечить до-
стижение минимума функционала [12]: 

 
( ) 2 2 2

x x y y z zG M I I Iω ω ω= + +   ,           (7) 
 
где , ,x y zI I I  – осевые моменты инерции 
спутника. Предположим, что спутник 
имеет форму параллелепипеда и его мо-
менты инерции: 
 

( )2 2

12x

m b c
I

+
= , 

( )2 2

12y

m a c
I

+
= ,  

( )2 2

12z

m b a
I

+
= .  

 
Здесь m – масса спутника; a, b, c – разме-
ры спутника относительно осей X, Y, Z. 

Для достижения минимума функци-
онала (7) применяется градиентный метод 
[12]. Функционал (7) характеризует вели-
чину энергии ускорения вращательного 
движения. Значение функционала (7) в 
каждый момент времени движения долж-
но принадлежать малой окрестности свое-
го минимума. Можно показать, что диф-
ференциальный закон, описывающий до-
стижение функционалом )(MG  своего 
минимума в простейшем случае имеет 
вид: 

 
( ) ( ) ( )x

xx xy xz
x y z

G M G M G MdM
dt M M M

λ λ λ
 ∂ ∂ ∂

= − + +  ∂ ∂ ∂ 
, 

( ) ( ) ( )y
yx yy yz

x y z

dM G M G M G M
dt M M M

λ λ λ
 ∂ ∂ ∂

= − + +  ∂ ∂ ∂ 
,          (8) 

( ) ( ) ( )z
zx zy zz

x y z

G M G M G MdM
dt M M M

λ λ λ
 ∂ ∂ ∂

= − + +  ∂ ∂ ∂ 
, 

 

где ( ) 2 x
x

G M
M

ω
∂

=
∂

 , ( ) 2 y
y

G M
M

ω
∂

=
∂

 , 

( ) 2 z
z

G M
M

ω
∂

=
∂

 ; постоянные величины 

,mnλ  m,n=i,j,k образуют матрицу 
 

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

λ λ λ
λ λ λ
λ λ λ

 
 

Λ =  
 
 

.  

 
Проинтегрировав систему (8) при 

начальных величинах механических мо-
ментов и начальных значениях угловых 
скоростей, обеспечивающих взаимную 
компенсацию данных начальных величин, 
получим: 

 
 

( )x xx x xy y xz zM λ ω λ ω λ ω= − + + , 

( )-y yx x yy y yz zM l w l w l w= + + ,            (9) 

( )z zx x zy y zz zM λ ω λ ω λ ω= − + + . 
 
 

Вычисление магнитных моментов 
бортовых катушек 

Запишем управляющие моменты: 
yzzyx BLBLM −= , zxxzy BLBLM −= , 

xyyxz BLBLM −= . Приравняв данные со-
отношения и выражения (9), получим: 

 

( )y z z y xx x xy y xz zL B L B λ ω λ ω λ ω− = − + + , 

( )z x x z yx x yy y yz zL B L B λ ω λ ω λ ω− = − + + , 

( )x y y x zx x zy y zz zL B L B λ ω λ ω λ ω− = − + + . 
(10) 

 



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета          Т. 15, № 2, 2016 г. 

60 

Из первого и второго уравнений си-
стемы (10) выразим магнитные моменты 

yL  и xL  соответственно. В результате по-
лучим: 

 

z

yz
y H

BL
L =

( )
2 xx x xy y xz z

zB
λ ω λ ω λ ω+ +

− , 

z

xz
x H

BLL =
( )

2 .yx x yy y yz z

zB
λ ω λ ω λ ω+ +

+   (11) 

 
Третью составляющую вектора маг-

нитного момента zL  можно найти из из-
вестных законов управления [4]. После 
подстановки выражений (11) в третье 
уравнение системы (10) получаем равен-
ство, выполнение которого необходимо 
для решения задачи по оптимальному по 
быстродействию уменьшению кинетиче-
ского момента спутников: 

 
( )yx y xx x zx z xH H Hλ λ λ ω+ + +  

( )yy y xy x zy z yH H Hλ λ λ ω+ + + +  

( ) 0yz y xz x zz z zH H Hλ λ λ ω+ + + = . 
 
Если матрица Λ  отвечает условию 

об определённой положительности квад-
ратичной формы )0( >ωΛωT , то управля-
емое движение системы, описывающей 
вращательное движение спутника, являет-
ся асимптотически устойчивым. В этом 
случае вектор составляющих угловой ско-
рости 0),,( →= zyx ωωωω  при условии, 
что время ∞→t . Следовательно, управ-
ляющие моменты, вычисляемые из выра-
жений (10), обеспечивают решение задачи 
по уменьшению кинетического момента 
спутника до заданных малых значений. 

Рассмотрим два частных случая. 
1. Простейший частный случай: 

матрица Λ  является единичной. Если 
единичная матрица Λ  удовлетворяет 
условию 0>ωΛωT , то уравнения (10) в 
этом случае принимают вид: 

 

2y z z y xL B L B ω− = − , 
2z x x z yL B L B ω− = − ,           (12) 
2x y y x zL B L B ω− = − . 

 
Решая систему (10) с учётом элемен-

тов единичной матрицы Λ , находим: 
 

z

y

z

xz
x BB

BLL
ω

2+= , 

z

x

z

yz
y BB

BL
L ω2−= .          (13) 

 
Третья составляющая вектора маг-

нитного момента zL  может быть найдена 
из известных законов управления [6]. Вы-
ражения (13) позволяют решить задачу 
оптимального уменьшения кинетического 
момента при выполнении равенства 

0=++ zzyyxx BBB ωωω . 
2. Рассмотрим матрицу Λ  следую-

щего вида: 
















=

101
110
011

Λ . 

Данная матрица, как и единичная, 
отвечает условиям Сильвестра об опре-
делённой положительности квадратичной 
формы. Уравнения (10) во втором случае 
записываются таким образом: 

 

2( )y z z y x yL B L B ω ω− = − + , 
2 ( )z x x z y zL B L B ω ω− = − ⋅ + ,         (14) 
2 ( )x y y x x zL B L B ω ω− = − ⋅ + . 

 
Из решения системы (14) с учётом 

элементов рассматриваемой матрицы Λ  
находим: 

z

z

z

y

z

xz
x BBB

BLL ωω
22 ++= ,         (15) 









++++=

z

y

x

z

zx

yy

x

x

z

yz
y B

B
BBB

B
BB

BL
L 1222 ωωω .  

 
Третья составляющая вектора маг-

нитного момента zL  может быть найдена 
из известных законов управления [6]. Для 
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решения поставленной задачи требуется 
выполнение равенства: 

++ xzx BB ω)( ++ zzx BB ω)( 0)( =+ zzy BB ω . 
На рис. 1 представлена зависимость 

трёх составляющих кинетического мо-
мента микроспутника массой 75 кг в фор-
ме прямоугольного параллелепипеда. Для 
кинетического момента данного спутника 
использовался закон управления (13).  

В процессе моделирования было 
обеспечено выполнение равенства 

0=++ zzyyxx BBB ωωω . Третья состав-
ляющая магнитного момента определя-
лась из известного закона управления [4]: 

xyyyxxz BIBIL ωω −= . На рис. 1 измене-
ние составляющих кинетического момен-

та спутника )(),(),( ttt zyx ωωω  показано 
сплошной, штриховой и штрихпунктир-
ной линиями соответственно. Из рис. 1 
следует, что применение простейшего за-
кона управления (13) обеспечивает эф-
фективное уменьшение составляющих 
кинетического момента спутника. При 
этом уменьшение угловой скорости до ве-
личин менее 0.1 град/с достигается за 
время управления, равное восьмидесяти 
секундам.  

Далее наблюдается более медленный 
процесс, приводящий к постепенному  
уменьшению угловой скорости и кинети-
ческого момента спутника. 

 

 
Рис. 1. Изменение составляющих кинетического момента спутника 

 при использовании закона (13) 
 

Демпфирование угловой скорости 
наноспутников и микроспутников 

Механические управляющие момен-
ты (9) переводят систему в состояние по-
коя по произвольной неконтролируемой 
траектории, так как они были получены 
без учёта требований к переходному про-

цессу. Найдём управляющие моменты 
xM , yM , zM , при которых система из 

произвольного состояния )0(ω  переходит 
в окрестность начала координат 0=ω  и 
остаётся в этой окрестности бесконечно 
долго. При этом траектория управляемого 
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движения по угловой скорости должна 
совпадать с требуемой точностью с траек-
торией, определяемой системой незави-
симых дифференциальных уравнений: 

 
0*

0
*

1
* =++ xxxxx ωγωγω  , 

0*
0

*
1

* =++ yyyyy ωγωγω  ,          (16) 

0*
0

*
1

* =++ zzzzz ωγωγω  , 
 
где 010101 ,,,,, zzyyxx γγγγγγ  – положитель-

ные числа; *** ,, zyx ωωω  – угловые скорости, 
определяемые из эталонной модели (16). 
В соответствии с уравнениями (16) при 

∞→t  выполняются предельные соотно-
шения: 
 

*( ) 0x tω → , 
* ( ) 0y tω → ,            (17) 

0)(* →tzω . 
 

Перевод спутника в заданное состо-
яние будем осуществлять в соответствии с 
фазовыми траекториями движения эта-
лонной модели (16). Точность приближе-
ния управляемых процессов 
 ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0x y zt t tω ω ω→ → →   
к эталонным предельным соотношениям 
(17) оценивается величиной функционала: 
 

( ) ( ) ( ) 2*

, ,

1 , ,
2 k s s

k x y z
G M I t M t Mω ω

=

 = − ∑   , (18) 

 
характеризующего энергию ускорения 
вращательного движения, рассчитывае-
мую в окрестности фазовых траекторий 
эталонных моделей. 

Пусть *** ,, zyx MMM  – управляющие 
моменты, которые характеризуют абсо-
лютный минимум функционала (18), до-
стигаемый при выполнении равенства 

0)( * =MG  в некоторый момент времени 
t > 0. В этом случае управляющие момен-
ты спутника равны 

 

( ) ( )* 2 2 * 2 2 * *

12x x y z
mM b c b cω ω ω = + + −  , 

( ) ( )* 2 2 * 2 2 * *

12y y x z
mM a c a cω ω ω = + + −  ,    (19) 

( ) ( )* 2 2 * 2 2 * *

12z z x y
mM a b b aω ω ω = + + −  . 

 
Величины *

xω , *
yω , *

zω  представляют 
собой значения ускорений, при которых 
выполняются равенства: )()( * tt xx ω=ω , 

*( ) ( )y yt tω ω= , )()( * tt zz ω=ω . 
Выполняя аналогичные (8) и (9) 

преобразования, получим следующие вы-
ражения для механических моментов 
спутника: 

 
( ) ( ) ( )* * * *

x xx x x xy y y xz z zM r r rω ω ω ω ω ω= − + − + − , 

( ) ( ) ( )* * * *
y yx x x yy y y yz z zM r r rω ω ω ω ω ω= − + − + − , 

( ) ( ) ( )* * * *
z zx x x zy y y zz z zM r r rω ω ω ω ω ω= − + − + − , 

(20) 
 
где ),,(,, zyxjirij =  – положительные чис-
ла. 

Запишем динамические уравнения в 
векторной форме: 

 
F uω ω= ⋅ + .            (21) 

 
Здесь матрица F имеет вид: 
 

.

00

00

00

22

22
22

22
22

22

x

z

z

ba
ab

ca
ca

bc
bc

F

ω

ω

ω

+
−

+
−

+
−

=  

 
Функцию управления угловыми 

скоростями в уравнении (21) запишем 
следующим образом:  
 

)( * ω−ω⋅= Ku ,          (22) 
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где элементы матрицы * * * T

x y zω ω ω    
определяются в форме аналитических ре-
шений эталонной модели (16), матрица K 
имеет вид: 

zz

yy

xx

r
r

r
K

00
00
00

= . 

Таким образом, процесс управляе-
мого демпфирования угловых скоростей 
спутника, учитывающий эталонную мо-
дель (16), описывается системой динами-
ческих уравнений (21) и системой кине-
матических уравнений (3) – (6).  

 

 
Рис. 2. Изменение угловой скорости спутника  

при использовании эталонной модели (16) и закона (13) 
 
 

 
Рис. 3. Изменение магнитных моментов спутника  

при использовании эталонной модели (16) и закона (13) 
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На рис. 2, 3 показано уменьшение 
составляющих угловой скорости 

( ), ( ), ( )x y zt t tω ω ω  и изменение трёх маг-
нитных моментов катушек ( ), ( ), ( )x y zL t L t L t  
соответственно. Как и ранее, при числен-
ном моделировании рассматривался мик-
роспутник с массой 75 кг. При определе-
нии угловых скоростей ( ), ( ), ( )x y zt t tω ω ω  
предполагалось, что справедливы соот-
ношения: )()( * tt xx ω=ω , )()( * tt yy ω=ω , 

)()( * tt zz ω=ω . Поэтому угловые скорости 
микроспутника ( ), ( ), ( )x y zt t tω ω ω  опреде-
лялись из аналитических решений систе-
мы (16).  

Результаты численного моделирова-
ния показывают, что управление угловой 
скоростью спутника в соответствии с эта-
лонной моделью (16) обеспечивает полу-
чение аналогичных результатов по быст-
родействию по сравнению с уменьшением 
угловой скорости, наблюдающимся при 
управляемом уменьшении  кинетического 
момента. Кроме того, при использовании 
эталонной модели качество переходного 
процесса при достижении и поддержании 
малых значений угловой скорости суще-
ственно выше, чем в случае оптимального 
демпфирования, производимого без учёта 
эталонной модели.  

Другим важным аспектом является 
характер изменения магнитных моментов 
катушек. При управляемом демпфирова-
нии угловых скоростей с учётом эталон-
ной модели наблюдается более интенсив-
ное уменьшение величин магнитных мо-
ментов. В результате одновременно с уве-
личением быстродействия процесса 
управления  при использовании эталонной 

модели имеет место более экономное рас-
ходование электроэнергии на борту.  

 
 

Заключение  
Результаты моделирования показы-

вают, что закон управления магнитными 
моментами катушек, основанный на ис-
пользовании выражений (10), позволяет 
производить оптимальное по быстродей-
ствию уменьшение как кинетического мо-
мента, так и угловой скорости наноспут-
ников и микроспутников.  

Применение закона управления (13) 
обеспечивает оптимальный по быстродей-
ствию процесс уменьшения угловой ско-
рости наноспутника, близкого по форме к 
кубической [10]. Оптимальное демпфиро-
вание в соответствии с эталонной моде-
лью (16) способствуют достижению луч-
ших результатов по качеству переходного 
процесса управления и поддержанию ма-
лых величин угловой скорости. Энергети-
ческие затраты на процесс управления в 
этом случае меньше, чем при оптималь-
ном управлении без учёта эталонной мо-
дели.  

Таким образом, традиционные зако-
ны управления магнитными моментами 
катушек являются удобными для практи-
ческой реализации, но они не обеспечи-
вают высокого быстродействия процесса 
управления. Использование оптимальных 
законов демпфирования угловой скорости 
наноспутников и микроспутников позво-
ляет существенно увеличить быстродей-
ствие системы управления. Следует также 
отметить, что применение новых опти-
мальных законов управления (12), (13), 
(14) требует выполнения дополнительных 
математических тождеств, что затрудняет 
их практическую реализацию.  
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OPTIMAL CONTROL LAWS OF ONBOARD COILS FOR THE REDUCTION  
OF ANGULAR MOMENTUM AND DAMPING OF ANGULAR VELOCITY  

OF NANOSATELLITES AND MICROSATELLITES  
WITH MAGNETIC COILS ON BOARD 
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Obtaining a new optimal law of controlling onboard magnetic coils that would provide reduction of the 

angular momentum of nanosatellites and microsatellites to a predetermined small value and subsequently 
maintaining it is discussed in the paper. The study shows that the use of a new time-optimal control law 
contributes to a significant increase in the high speed performance of the magnetic attitude control system in the 
tasks of reducing angular momentum of satellites to small values. The problem of satellite angular rate damping 
in accordance with a reference model – a system of three independent linear homogeneous equations – is 
discussed as well. Some numerical results of the application of these laws to the problem of reduction of satellite 
angular momentum and angular velocity are presented. Advantages and drawbacks of the new time-optimal laws 
of control of angular momentum of nanosatellites and microsatellites are specified. 

 
Coils, magnetic moment, control law, nanosatellite, microsatellite, angular momentum, damping, equations 

of motion. 
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