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В статье рассматривается проблема разработки системы управления ориентацией наноспутника с 

помощью трёх маховиков, установленных вдоль его главных центральных осей инерции. В основу раз-
работки закона управления ориентацией наноспутника положен PD-регулятор. Проведено исследование 
устойчивости процесса управления ориентацией наноспутника с помощью метода функций Ляпунова, 
позволившее доказать, что полученный закон управления ориентацией обеспечивает асимптотическую 
устойчивость вращательного движения наноспутника. В дальнейшем, основываясь на выведенной мате-
матической модели динамики маховиков, получен вид функции управляющего напряжения для электро-
двигателей маховиков с учётом их технических характеристик. Проведены численные исследования 
управляемого вращательного движения для наноспутника типа CubeSat3U с маховиками на базе коммер-
ческого электродвигателя постоянного тока. В ходе численных экспериментов рассмотрено несколько 
случаев управления поворотом наноспутника на различные углы. Результаты численных экспериментов 
показали адекватность разработанной математической модели. 

 
Наноспутник, трёхосная ориентация, маховик, закон управления угловым движением, исследова-

ние устойчивости. 
 

Введение 
Достижения последних лет в обла-

сти микроэлектроники, микроэлектроме-
ханики и технологии производства инте-
гральных схем позволили создавать малые 
космические аппараты (мини-, микро- и 
наноспутники) с невысокой стоимостью и 
небольшим временем подготовки, но с 
высоким уровнем функциональных пара-
метров. На спутнике такого класса можно 
устанавливать практически все присущие 
большому космическому аппарату борто-
вые системы: систему управления ориен-
тацией, систему энергоснабжения, систе-
му связи, бортовой комплекс управления 
[1]. Система управления ориентацией 
обеспечивает стабилизацию наноспутника 
и его ориентирование в заданном направ-
лении в процессе полёта. Решение этих 
задач требует определения ориентации 
наноспутника с помощью датчиков ори-

ентации и управления ею с помощью ис-
полнительных органов [2]. 

Ориентация наноспутника может 
быть определена с помощью магнитных и 
солнечных датчиков, угловая скорость – с 
помощью гироскопического датчика, а 
при необходимости сверхточного опреде-
ления ориентации используются звёздные 
датчики. 

Управление ориентацией наноспут-
ника может быть осуществлено как с по-
мощью пассивных исполнительных орга-
нов (гравитационная штанга, постоянный 
магнит), так и с помощью активных ис-
полнительных органов (инерционные ис-
полнительные органы – маховики и элек-
тромагнитные исполнительные органы). 
Системы управления ориентацией, ис-
пользующие активные исполнительные 
органы, способны к более сложным про-
странственным манёврам [2]. 
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В данной работе рассматривается 
задача разработки математической модели 
управления трёхосной ориентацией нано-
спутника с помощью трёх маховиков, 
установленных вдоль его главных цен-
тральных осей инерции. Для решения за-
дачи требуется определить закон измене-
ния вектора управляющего момента или 
закон управления движением маховиков, 
позволяющий переводить наноспутник из 
текущего углового положения в другое 
требуемое угловое положение. 

 
Математическая модель  

системы управления ориентацией 
Для описания ориентации наноспут-

ника введём неподвижную инерциальную 
систему координат OXYZ  с началом в 
центре масс Земли и связанную систему 
координат Cxyz  с началом в центре масс 
наноспутника. Для описания динамики 
вращательного движения наноспутника 
применим динамические уравнения Эйле-
ра для вращательного движения твёрдого 
тела с неподвижной точкой [3]: 

 

внМJJ =×+ ωωω ,           (1) 
 

где { }321 ,, JJJJ =  – диагональная (3×3) 
матрица тензора инерции наноспутника; 

( )T321 ,, ωωωω =  – вектор абсолютной уг-
ловой скорости наноспутника в проекциях 
на оси системы координат Сxyz ; 

( )Tвнвнвнвн MMMM 321 ,,=  – вектор глав-
ного момента внешних сил в проекциях на 
оси системы координат Сxyz . 

Поскольку три маховика, установ-
ленных на наноспутнике, имеют подвиж-
ные относительно него элементы, нано-
спутник следует рассматривать как систе-
му четырёх твёрдых тел. Соответственно 
силы и моменты взаимодействия махови-
ков с наноспутником следует рассматри-
вать как внутренние силы и моменты. В 
этом случае действующие на наноспутник 

внешние силы и моменты равны нулю: 
0=внМ . 

Как следствие, суммарный кинети-
ческий момент наноспутника и маховиков 
согласно теореме об изменении кинетиче-
ского момента будет величиной постоян-
ной: 

 
const=+ ммJJ ωω ,             (2) 

 
где { }321 ,, мммм JJJJ =  – диагональная 
(3×3) матрица тензора инерции махови-
ков; ( )Tммм 32м1 ,, ωωωω =  – вектор угловых 
скоростей маховиков, установленных 
вдоль осей x, y, z соответственно. 

Дифференцируя равенство (2) по 
времени, получим динамические уравне-
ния Эйлера в виде: 

 
MJJJ мм =+×+ )( ωωωω ,           (3) 

 
где через 

 

ммJM ω−=              (4) 
 

обозначен вектор управляющих моментов 
маховиков. 

Рассмотрим кинематические урав-
нения вращательного движения нано-
спутника в кватернионах. Согласно работе 
[4] кинематические уравнения в кватер-
нионах, характеризующие изменение уг-
лового положения наноспутника, можно 
записать в виде: 

 

QQ ⊗= *2ω ,             (5) 
 

где 3322110 kqkqkqqQ +++=  – кватерни-
он, задающий текущее угловое движение 
наноспутника относительно инерциаль-
ной системы координат; *Q  – кватернион, 

обратный к Q . 
Пусть маховик приводится во вра-

щение с помощью электродвигателя (ЭД) 
постоянного тока и связан с ЭД через вал 
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последнего. Как известно, для определён-
ных типов ЭД влиянием индуктивности 
якоря на динамику вращения маховика 
можно пренебречь по сравнению с влия-
нием момента инерции самого маховика. 
В этом случае изменение основных пере-
менных состояния ЭД описывается сле-
дующими уравнениями [5]: 

 







=

=+

,

,

Ik
dt

dω
J

UkRI

e
м

м

мeω

            (6) 

 
где I, U, R – электрический ток, напряже-
ние питания и сопротивление якоря элек-
тродвигателя соответственно; ek  – кон-
станта противо-ЭДС электродвигателя; 

дмм JJJ += '  – приведённый к общему ва-
лу маховика суммарный момент инерции 
якоря ЭД и маховика. 

Перейдём от системы уравнений (6) 
относительно угловой скорости маховика 

мω  и тока якоря электродвигателя I  к од-
ному уравнению относительно угловой 
скорости маховика мω : 

 

,1 kU
T мм =+ ωω             (7) 

 

где .,2 RJ
k

k
k

RJ
T

м

e

e

м ==  

 
Как видно из уравнения (7), управ-

ление маховиком осуществляется путём 
изменения напряжения U якоря ЭД. По-
лученное дифференциальное уравнение 
(7) может быть использовано для описа-
ния динамики каждого из трёх маховиков 
наноспутника. 

Таким образом, система управления 
(СУ) движением наноспутника описыва-
ется системой дифференциальных урав-
нений (3), (5) и трёх уравнений вида (7). 
Эта система включает 10 дифференциаль-
ных уравнений первого порядка с 10 не-
известными и является полной. 

Рассмотрим задачу построения СУ 
ориентацией наноспутника на основе за-

кона управления с обратной связью по уг-
ловой скорости и положению наноспут-
ника вида: 

 
),,( pQMM Eω= ,            (8) 

 
где p  – вектор неизвестных параметров 
закона управления. 

Конкретная задача построения СУ 
при известном виде закона управления (8) 
будет сводиться к определению (выбору) 

вектора параметров p  закона управления, 
исходя из условий устойчивости и каче-
ства процессов управления. Для решения 
задачи устойчивости применим метод 
функций Ляпунова. Метод заключается в 
том, что задача определения области 
устойчивости в пространстве параметров 

p  сводится к построению функции Ляпу-
нова, удовлетворяющей теореме об 
асимптотической устойчивости движения. 

 
Исследование устойчивости  
методом функций Ляпунова 

Система дифференциальных урав-
нений (3), (5), (7) имеет независимую под-
систему из трёх уравнений вида (7) отно-
сительно угловых скоростей маховиков. 
Поэтому её можно решить независимо от 
остальных уравнений движения при из-
вестных во времени значениях напряже-
ния питания ЭД. Таким образом, для ис-
следования устойчивости достаточно ис-
следовать решение системы семи диффе-
ренциальных уравнений (3) и (5). 

Построение функций Ляпунова для 
системы дифференциальных уравнений 
вида (3) и (5) рассмотрено в ряде работ, 
например [6 - 8]. Предложенные в этих 
работах законы управления с обратной 
связью отличаются между собой, однако 
общим является то, что все они реализуют 
пропорционально-дифференциальный PD-
регулятор, т.е. основаны на использова-
нии обратных связей по угловому поло-
жению и угловой скорости наноспутника. 
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Следуя этому подходу, зададим за-
кон управления с обратной связью в виде 
линейной функции: 

 

0 , ( 1,3)i i i i iM h q q iω α= − − = ,          (9) 
 
 

где iih α,  – неизвестные произвольные 

параметры закона управления, которые 
должны быть определены из условий 
устойчивости движения. 

Будем искать функцию Ляпунова в 
виде положительно-определённой функ-
ции переменных 3210321 ,,,,,, qqqqωωω  ви-
да: 

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 0 1 1 2 2 3 3 0 1 2 3
1 1 1( , ) ( ) 1 ( ) [(1 ) ] .
2 2 2

T Q J J J q J J J q q q qω ω ω ω ω ω ω= + + + − = + + + − + + +
 

 (10) 

 
Эта функция принимает только по-

ложительные значения и обращается в 
нуль только в заданном ориентированном 
положении наноспутника относительно 
инерциальной системы координат: 

 
(0,0,0) , (1,0,0,0)T TQω = =

 

.        (11) 
 
Согласно теореме Ляпунова [9] для 

асимптотической устойчивости рассмат-
риваемого движения достаточно, чтобы 
полная производная по времени от функ-
ции Ляпунова (10) была отрицательно-

определённой функцией и обращалась в 
нуль только в заданном ориентированном 
угловом положении наноспутника. 

Производная функции ),( QT ω  по 
времени будет определяться как 

 

∑∑
==

+==
3

1
0

3

1

),(
i

ii
i

iii qqJ
dt

QdTT ωωω
ω



 .       (12) 

 
Отсюда в силу уравнений (3), (5) будем 
иметь: 

 
3 3

3 3 2 2 1 1 1 3 3 2 2 2 1 1 3 0
1 1

( ) ( ) ( ) .м м м м м м м м м м м м i i i i
i i

T J J J J J J M q qω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω
= =

= − + − + − + +∑ ∑ (13) 

 
Допустим, что коэффициенты при 

следующих трёх слагаемых в правой ча-
сти равенства (13) равны нулю: 

 



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

=−
=−
=−

.0
,0
,0

1122

3311

2233

мммм
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JJ
JJ
JJ

ωω
ωω
ωω

         (14) 

 
Решение этой однородной линейной си-
стемы алгебраических уравнений даёт: 

 
)3,1(,0

1 == iCJ мммi ωω ,         (15) 
 

где сonstC = ; )(00 tмм ωω =  – произволь-
ная функция времени t . 

Отсюда следует, что условия (15) 
могут иметь место в случае, когда угло-
вые скорости маховиков )3,1( =iмiω  будут 

синхронизированы между собой во вре-
мени: 

 

)3,1(,),()( 0 === i
J
CCtCt
мi

iмiмi ωω .       (16) 

 
При выполнении условий (14) из 

(13) имеем: 
 

∑∑
==

+=
3

1
0

3

1 i
ii

i
ii qqMT ωω . 

 
Это равенство с учётом (9) примет 

вид: 
 

∑ −−∑−=
==

3

1
0

3

1

2 )1(
i
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i

ii qqhT ωαω . 
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Допустим, что )3,1(,1 == iiα , тогда: 
 

∑
=

−=
3

1

2

i
iihT ω .          (17) 

 
Эта функция будет отрицательно-

определённой, если )3,1(,0 => ihi . Отсю-
да следует, что управление с обратной 
связью вида (9) обеспечивает асимптоти-
ческую устойчивость движения системы 
управления ориентацией наноспутника 
при )3,1(0,1 =>= ihiiα  и условиях (16). 

 
Определение неизвестных  
параметров управления 

Один из параметров закона управле-
ния )3,1(, =iiα  определён в ходе исследо-
вания устойчивости. Для определения 
второго параметра закона управления 

( 1,3)ih i =  используем метод оптималь-
ного LQR-синтеза. 

Синтез параметров управления ме-
тодом оптимального LQR - синтеза осно-
ван на использовании линейной модели 
системы управления в переменных состо-
яния: 

 
)()()( tButAxtx +=           (18) 

 
с законом управления в виде линейной 
функции: 
 

( ) ( ),u t Kx t= −           (19) 

где )(tx  – вектор состояния системы; )(tu  
– вектор управления; A  – матрица систе-
мы; B  – матрица управления; K  – мат-
рица неизвестных параметров управления. 

Задача оптимального LQR - синтеза 
состоит в том, чтобы найти матрицу K, 
минимизирующую функционал [10]: 

 

∫ +=
∞

0
)( dtRuuQxxJ TT ,         (20) 

 
где 0≥Q  – знакоположительная симмет-
рическая матрица; 0>R  – положительно-
определённая симметрическая матрица. 

Матрица K в соответствии с теорией 
оптимального LQR-синтеза имеет вид 
[10]: 

 
PBRK T1−−= ,          (21) 

 
где матрица P определяется путём реше-
ния матричного алгебраического уравне-
ния Риккати [10]: 

 
01 =+−+ − QPBPBRPAPA TT .        (22) 

 
Матрицы P и Q в уравнении (22) 

представляют собой положительно опре-
делённые симметрические матрицы. 

Для реализации синтеза (1) и (5) 
уравнения движения необходимо лине-
аризовать.  

Линеаризованные уравнения (3), (5) 
имеют вид: 

 

0 0 010 0 0 0 0 0 0 02
0 0 010 0 0 0 0
12 0 0
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z

Jx t x t u t

J

J
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     (23) 
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Результаты моделирования  

управляемого углового движения  
наноспутника 

Исследование управляемого углово-
го движения проводилось для наноспут-
ника типа CubeSat3U с маховиками на ба-
зе коммерческого электродвигателя по-
стоянного тока.  

Моменты инерции наноспутника 
2[0.04088; 0.04088; 0.01116] кгмJ = .  

 
 

Моменты инерции маховиков 
2

м [0.0000011; 0.0000011;0.0000011] кгмJ = . 
Сопротивление якоря электродвига-

теля маховика R=38 Ом. 
Коэффициент ЭДС электродвигателя 

маховика сВke 00708.0= . 
Подставляя в (22) матрицы A и B, 

определённые в результате линеаризации 
уравнений углового движения, и решая 
уравнение (22) относительно матрицы P, с 
использованием (21) получим матрицу K: 

 
















=

0067.0000032.000
00118.0000032.00
000118.0000032.0

K .       (24) 

 
Таким образом, второй вектор пара-

метров закона управления может быть 
определён как h1 = 0,0118; h2 = 0,0118;     
h3 = 0,0067. 

Расчёты проведены для различных 
начальных и требуемых угловых положе-
ний наноспутника при нулевой начальной 
угловой скорости. Результаты расчётов 
приведены на рис. 1, а; b; c; d. На первом 
графике представлено изменение по вре-
мени углового положения наноспутника в 
кватернионах, на втором графике пред-
ставлено изменение по времени угловой 
скорости наноспутника, на третьем гра-
фике представлен кватернион рассогласо-
вания. 

На рис. 1, a приведены результаты 
расчётов для начального углового поло-
жения наноспутника  
φx = 80o; φy = - 65o; φz = 30o 
и требуемого углового положения 

з з з0 , 0 , 0  x y zϕ ϕ ϕ= = =   .  

На рис. 1, b приведены результаты 
расчётов для начального углового поло-
жения наноспутника 

0 , 0 , 0x y zϕ ϕ ϕ= = =     
и требуемого углового положения 

з з з80 , -65 , 30  x y zϕ ϕ ϕ= = =   .  
На рис. 1, c приведены результаты 

расчётов для начального углового поло-
жения наноспутника 

20 , 75 , -35x y zϕ ϕ ϕ= = =     
и требуемого углового положения 

0 , 0 , 0  з з з
x y zϕ ϕ ϕ= = =   .  

На рис. 1, d приведены результаты 
расчётов для начального углового поло-
жения наноспутника 

0 , 0 , 0x y zϕ ϕ ϕ= = =     
и требуемого углового положения 

20 , 75 , 35  з з з
x y zϕ ϕ ϕ= = = −   . 
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Рис. 1. Параметры ориентации наноспутника 

 
Как показали результаты расчётов, 

во всех рассмотренных случаях для пере-
вода наноспутника в требуемое угловое 
положение при заданном законе управле-
ния и параметрах управления требуется в 
среднем около 20 секунд. При этом 
наблюдается высокая скорость и качество 
переходных процессов. 

 
Заключение 

Решена задача управления трёхос-
ной ориентацией наноспутника с помо-
щью маховиков с учётом их динамики и 

технических характеристик. В основу 
управления угловым положением нано-
спутника положен PD-регулятор. Прове-
дено исследование устойчивости, пока-
завшее, что полученный закон управления 
ориентацией обеспечивает асимптотиче-
скую устойчивость по Ляпунову. Прове-
дённые численные расчёты для различных 
начальных и требуемых значений углово-
го положения наноспутника показали вы-
сокую скорость и качество переходных 
процессов. 
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MATHEMATICAL MODEL OF ANGULAR MOTION OF NANOSATELLITES 
WITH INERTIAL ACTUATORS 
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The problem of developing a nanosatellite attitude control system using three reaction wheels mounted 

along the main central axes of inertia is discussed in the paper. The law of controlling a nanosatellite’s attitude is 
based on a PD - controller. The stability of the process of controlling the nanosatellite attitude using the Lyapun-
ov function method has been analyzed. It allows us to prove that the obtained control law provides the asymptot-
ic stability of nanosatellite angular motion. Hereafter, the function of control voltage for electric motors of reac-
tion wheels taking into account their specifications is obtained based on the developed mathematical model of 
reaction wheel dynamics. Numerical calculations of controlled angular motion have been carried out for the 
nanosatellite CubeSat3U with actuators on the basis of a commercial DC motor. Several cases of controlling the 
satellite’s rotation by different angles are considered in the course of the numerical experiments. The results of 
numerical experiments showed the adequacy of the developed mathematical model. 

 
Nanosatellite, three- axis orientation, reaction wheel, angular motion control law, stability investigation 
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