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Рассматривается разработанный авторами численный метод, заключающийся в получении 
трёхмерной поверхности усталости детали по результатам экспериментов, соответствующих 
двум-четырём значениям эксплуатационного фактора, позволяющий получить график 
зависимости изменения предела выносливости детали от воздействия конкретного параметра. 
Приведено описание алгоритма разработанного метода, подтверждена его достоверность, 
проверено хорошее совпадение метода со сторонними эмпирическими данными при других 
величинах эксплуатационных параметров. Построена модель поверхности усталости, 
уточняющая расчёт на прочность элементов летательных аппаратов, работающих в 
разреженной атмосфере (например, моторные отсеки космических комплексов и верхних 
блоков ракет-носителей) и, как следствие, позволяющая оптимизировать их конструктивное 
совершенство. 
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Введение 

Одним из существенных недостатков лабораторных исследований, посвящённых 
оценке влияния отдельно взятых факторов (атмосферное давление, вакуум, воздействие 
агрессивных сред и т.п.) на сопротивление усталости деталей из лёгких металлов и 
сплавов, используемых в аэрокосмической промышленности, является то, что испыта-
ния на усталость проводятся для конкретного дискретного значения числа циклов, при-
нимаемого за базу испытаний бN . Реже проводятся аналогичные испытания для не-

скольких уровней бN .  

В научной литературе можно также встретить экспериментальные данные изме-
нения амплитуды цикла напряжений от продолжительности испытаний на усталость. 

В силу сложности динамических испытаний как во временном, так и в материаль-
но-техническом отношении при планировании эксперимента зачастую ограничиваются 
2-3 значениями параметра, эффект которого на выносливость объекта предполагается 
подвергнуть анализу. 

Получаемые в итоге эмпирические точечные зависимости не позволяют в полной 
мере описать характер динамического поведения конструкции в ситуации, когда значе-
ние того или иного фактора переменно в широком диапазоне. Вследствие этого приме-
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нение таких опытных результатов для дальнейшей разработки расчётных методик за-
труднительно.  

Настоящая работа ставит целью предложить решение указанной проблемы в фор-
ме метода получения поверхности усталости, основанного на численном алгоритме. 

 
Алгоритм метода 

Для достижения указанной цели был разработан метод получения поверхности 
усталости образца по имеющимся экспериментальным значениям амплитудного 
напряжения a  как функции количества циклов нагружения lg N , используя которую 

можно получить значения предела выносливости при любом количестве циклов нагру-
жения. На рис. 1 приведена блок-схема алгоритма метода, описываемого далее. 

 

 
 

Рис. 1. Блок-схема алгоритма предлагаемого метода 
 
 

Предположим, при асимметрии цикла нагружения 1R    были проведены уста-
лостные испытания, целью которых принималось выявить зависимость предела вынос-
ливости 1  от фактора x . Реализация алгоритма предполагает следующие шаги. 

1. Ввод выходных данных эксперимента – набора точек, представляемого в трёх-
мерном пространстве координат a  (амплитудное напряжение, МПа), lg N  ( N  – коли-
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чество циклов нагружения) и x  как дискретная функция  ˆ lg ,a i jN x , причём число j  

мало для описания искомой зависимости. 
2. Ввод границ рассматриваемого отрезка значений фактора  ,н кx x , величины 

допустимой относительной ошибки   , начального рассматриваемого количества 

циклов нN , а также базы испытаний бN  (руководствуясь ГОСТ 25.502-79). 

3. Ввод непрерывной функции  1 2lg , , , , , kA N x b b b  с неизвестными коэффици-

ентами 1 2, , , kb b b , предлагаемой в качестве конфигурации для зависимости 

 lg , .a N x  Данный этап в реализации алгоритма является самым важным и одновре-

менно требует определённого опыта, поскольку выбор характера приближённой зави-
симости напрямую влияет на результат анализа. 

4. С использованием одного из методов регрессионного анализа (например, мето-
да наименьших квадратов [1]) строится целевая функция  ˆ, ag A  , позволяющего оце-

нить точность аппроксимации дискретной функции  ˆ lg ,a i jN x  непрерывной зависи-

мостью  1 2lg , , , , , kA N x b b b . Далее решается задача оптимизации с нахождением 

коэффициентов 1 2, , , kb b b ;  

5. Вычисляется относительная погрешность аппроксимации по формуле [2]: 
 

ˆ
100%

ˆ
a a

a

 



   ,         (1) 

 
после чего она сравнивается с допускаемой величиной   . В случае невыполнения 

указанного в блок-схеме условия процесс возвращается к шагу 3. 
6. Осуществляется проверка адекватности модели (асимптотичность, монотон-

ность либо немонотонность, наличие или отсутствие экстремумов, сравнение с другими 
эмпирическими данными). 

7. После прохождения проверок имеем аппроксимирующую функцию двух пере-
менных (lg , )a N x , которая в пространстве представляет собой некую поверхность. По 

аналогии с термином «кривая усталости» [3] предложено ввести для неё понятие «по-
верхность усталости», а настоящий метод назвать методом получения поверхности 
усталости. Искомая зависимость 1( )x  находится срезом поверхности усталости 

(lg , )a N x  по заданной на шаге 2 базе испытаний бN . 

 
Реализация алгоритма 

Рассмотрим указанную проблему на примере конкретного фактора – давления ат-
мосферы, окружающей летательный аппарат. Его влияние особенно актуально для 
верхних ступеней ракет-носителей, а также изделий космической техники, работающих 
непосредственно в разреженных слоях атмосферы. Представляют интерес хвостовые 
(моторные) отсеки блоков ракет-носителей, подвергаемые пульсациям тяги, а также 
иные корпусные элементы, сталкивающиеся с неконтролируемыми колебаниями (флат-
тером) ввиду аэроупругости (в том числе в менее плотной атмосфере), поскольку запас 
прочности, традиционно вычисляемый для них при нормальных условиях, на практике 
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оказывается заниженным, а сама конструкция – перетяжелённой. Отметим, что в упо-
мянутых конструкциях находят применение именно лёгкие цветные металлы и сплавы.  

Проверка достоверности разработанного метода получения поверхности устало-
сти, а также определение влияния давления атмосферы (от нормального до вакуума) на 
величину предела выносливости осуществлялась с использованием опытной зависимо-
сти амплитуды напряжений от числа циклов испытаний на усталость, опубликованной 
в работе [4]. В указанной работе испытанию на усталость при консольном поперечном 
изгибе подвергались образцы из титанового сплава ВТ 1-00 с концентратором глубиной 
2 мм и радиусом впадины 0,5 мм (рис. 2). Зависимость амплитуды напряжений от числа 
циклов испытаний на усталость представлена на рис. 3 [4]. 

Операции, соответствующие шагам предлагаемого алгоритма, производились в 
математическом пакете «Wolfram Mathematica» [5]. В качестве характерного параметра 
выбрана степень разреженности атмосферы, вычисляемая по формуле 

 

0lg
p

x
p

 ,                                  (2) 

 

где 5
0 1,01325 10p    Па – давление воздуха на уровне моря по ГОСТ 4401-81; p  – дав-

ление окружающей среды при усталостных испытаниях, Па. 
 

 
 

Рис. 2. Форма и размеры образца для испытаний на усталость [4] 
 
 

 
 

Рис. 3. Зависимость амплитуды напряжений  
от числа циклов испытаний на усталость [4] 

 
 

1. Лабораторные исследования в работе [4] охватывали 2 случая циклического 
нагружения: в условиях атмосферного давления у поверхности Земли и при значении 
вакуума, соответствующего 31,3 10p    Па. Таким образом, при вводе дискретного 

набора  ˆ lg ,a i jN x  имеем: 
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1

2

0
2

7,892,

x
j

x


   

          (3) 

что явно недостаточно для выявления интересующей зависимости 0
1 lg

p

p


 
 
 

. 

2. С учётом деления глубины вакуума по степеням согласно ГОСТ 5197-85 заданы 
границы отрезка 
 

 ; [0;8]н кx x  . 

 
Допустимая относительная ошибка выбрана на уровне   5%  , начальное рассматри-

ваемое число циклов 510нN  , база испытаний в соответствии с ГОСТ 25.502-79 
810бN   циклов. 

3. В качестве составляющих  lg ,mf N x  для  1 2lg , , , , , kA N x b b b  предложено ис-

пользовать комбинации указанных независимых переменных не выше II порядка, при-
чём очевидно, что условие непрерывности их результирующей, приведённое в блок-
схеме алгоритма на рис. 1, выполняется априори. Эти составляющие задаются следую-
щим образом: 
 

2

2
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x m
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                                                       (4) 

 
4. Для реализации шага 4 в пакете «Wolfram Mathematica» предусмотрена команда 

«Fit», базирующаяся на методе наименьших квадратов [1]. То есть, целевая функция 
 

     
1 2

2

1 2 , , ,
ˆ ˆ, lg , lg , , , , , min

k
a a i j i j k b b b

g A N x A N x b b b      
 .          (5) 

 
После решения поставленной задачи оптимизации в математическом пакете системным 
методом внутренней точки [6] были получены значения коэффициентов: 
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5. Относительная погрешность аппроксимации составила порядка 4,7%, что 
меньше заявленного на шаге 2 допустимого порога. Полученное значение погрешности 
аппроксимации говорит о том, что проверка пройдена. 

6. Визуализация полученной поверхности усталости показана на рис. 4. Сформу-
лируем аргументы в подтверждение адекватности предложенной модели в рассматри-
ваемом диапазоне. 

Во-первых, поверхность является гладкой, отсутствуют какие-либо флуктуации 

и/или резкие перепады в значениях функции 0lg , lga

p
N

p


 
 
 

. 

Во-вторых, для любого сечения поверхности плоскостью constx   сохраняется 
традиционный вид кривой усталости [1], то есть 

    
0

0

lg , lg

lg 0;8 lg 5;8 : 0
lg

a

p
N

pp
N

p N

  
               

.                      (7) 

 

 
 

Рис. 4. Поверхность усталости 
 
 

В-третьих, на любом срезе поверхности плоскостью lg constN   с возрастанием 
степени вакуума темпы изменения динамических свойств объекта исследования замед-
ляются, что отвечает физическому смыслу происходящих процессов, то есть 
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В-четвёртых, в любом разрезе поверхности усталости плоскостью lg constN   

наблюдается увеличение сопротивляемости объекта усталости с разрежением окружа-
ющей атмосферы. Следовательно, 
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Адекватность разработанного метода получения поверхности усталости была 
проверена на основе экспериментальных данных работы [7], где представлены итоги 
лабораторных испытаний титановых образцов из сплава ВТ1-00 на усталость в атмо-
сфере аргона.  

При давлении аргона 2 09,464 10 lg 2,030
p

p Па
p

     экспериментально получен-

ное значение предела выносливости составило 1 102МПа  . 

Аппроксимирующее значение на поверхности усталости составило                  

   1 2,030 8;2,030 106,1МПаa    . При сравнении эмпирического предела выносли-

вости с моделируемым соответствующая относительная ошибка составила около 4%, 
что является достаточно малой погрешностью – численная модель хорошо коррелирует 
с результатом эксперимента [7]. 

7. Таким образом, результаты аппроксимации подтвердили адекватность предла-
гаемого подхода. График искомой зависимости предела выносливости титановых об-
разцов от степени вакуума  1 x  показан на рис. 5, где сплошной линией представле-

на зависимость предела выносливости образца из титанового сплава, соответствующая 
базе испытаний для 810бN   циклов. Имея поверхность усталости образца, можно по-

лучить серию кривых усталости для различных значений баз испытаний. 
 
 

 
Рис. 5. Предел выносливости титановых образцов  

в зависимости от степени вакуума для различных баз испытаний 
 
 

Можно видеть, что модель показывает адекватные результаты для атмосферного 

давления вплоть до «среднего» вакуума (при 0lg 4
p

p
 ), что по ГОСТ 4401-81 соответ-

ствует высоте порядка 65…66 км над уровнем моря, охватывая случаи полёта авиаци-
онной техники, а также верхних ступеней ракет космического назначения. При боль-
шей разреженности расхождение в значениях предела выносливости укладывается в 
рассчитанный уровень относительной ошибки аппроксимации модели, составляющий 
около 4%. 
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Заключение 

Предложен и апробирован метод построения поверхности усталости, позволяю-
щий выявить влияние выбранного фактора на предел выносливости объекта через ре-
зультаты опыта, предполагавшего испытания при малом числе значений этого парамет-
ра. В примере реализации модель показала адекватность и соответствие физическим 
соображениям. Разработанный метод может быть использован в расчётах на прочность 
конструкций летательных аппаратов с учётом их работы в условиях разреженной атмо-
сферы и вакуума для элементов силовых схем двигательных отсеков космических ком-
плексов и верхних ступеней ракет, изготовленных из лёгких металлов и сплавов, для 
повышения точности вычисления предела выносливости и, следовательно, для оптими-
зации весовых характеристик изделий. 
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The paper presents a numerical method developed by the authors. The method consists in obtaining a 
three-dimensional component fatigue surface model according to the results of tests corresponding to 
two to four values of the operational factor, making it possible to plot the fatigue limit – operational 
parameter curve. A description of the algorithm of the method is presented, its validity is confirmed. 
The results show good agreement with outside empirical data for other values of the operational 
parameters. A model of the fatigue surface is constructed. The model specifies the calculation of 
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strength of aircraft elements operating in rarified atmosphere (e.g. engine compartments of space 
complexes and upper stages of carrier rockets). The model increases the endurance calculation 
accuracy and enables structural mass optimization. 
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loading cycle; model adequacy 
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