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Введение 

В настоящее время устойчивость ориентации космического аппарата имеет боль-
шое значение как для государственных, так и для частных космических агентств и ком-
паний. Задача спуска космического аппарата (КА) в разрежённой атмосфере Марса яв-
ляется одной из наиболее технически сложных и аварийно-опасных задач современной 
космонавтики. В частности, в процессе атмосферного спуска наблюдается действие на 
асимметричный КА разнообразных возмущающих аэродинамических моментов. Отме-
ченные возмущающие моменты вызваны аэродинамической и инерционной асиммет-
рией КА. Они способствуют реализации разнообразных резонансных явлений, приво-
дящих к аварийным ситуациям при вводе в действие тормозной парашютной системы 
[1 – 3].  

Известно, что марсианские космические аппараты «Марс-1 (1962)», «Фобос-1 
(1988)», «Mars Observer (1992)», «Mars Polar Lander (1999)», «Deep Space-2 (1999)», 
«Бигль-2 (2003)», «Скиапарелли (2016)» [4 – 5] были потеряны или разбились о по-
верхность Марса, а также его спутников по причине сбоев в навигационной системе 
или при нарушении заданной ориентации данных космических аппаратов.  

В работе рассматривается динамическая модель, описывающая возмущённое 
движение КА как твёрдого тела с бортовой малой аэродинамической и инерционной 
асимметрией относительно центра масс в разрежённой атмосфере Марса. Для упроще-
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ния исследования управляемого движения КА относительно центра масс производится 
усреднение исходной системы квазилинейных уравнений движения. Целью работы яв-
ляется получение дискретных оптимальных законов управления углом атаки и угловой 
скоростью КА. Предполагается, что угол атаки и угловая скорость на практике управ-
ляются посредством бортовых реактивных двигателей малой тяги. При синтезе дис-
кретных законов управления используются: метод динамического программирования 
(принцип Беллмана) [6] и метод усреднения [7]. 

  
Математическая модель 

В математической модели применяются квазилинейные уравнения движения 
асимметричного космического аппарата относительно центр масса в атмосфере [8].      
В этих уравнениях предполагается, что КА имеет малые значения угла атаки  , а так-
же малые аэродинамические и инерционные асимметрии. Более того, величины угло-
вой скорости и угла атаки КА считаются управляемыми в разрежённой атмосфере Мар-
са. Управление заданными характеристиками движения КА относительно центра масс 
осуществляется с помощью бортовых реактивных двигателей малой тяги. В результате 
разложения правых частей квазилинейных уравнений управляемого движения КА в ряд 
Тейлора по угловой скорости x  (без учёта нелинейных членов второго порядка мало-

сти) получаем линеаризованную систему уравнений движения КА относительно центра 
масс при 0x  : 
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Здесь u – функция управления угловой скорости x , xs xu M I  ; u   – функция 

управления величиной пространственного угла атаки  , 2ysu M I   ; ,xs ysM M  – ме-

ханические моменты от реактивных двигателей управления;   – малый параметр, ха-
рактеризующий величину управлении, величину функции демпфирования 

2
x xf m qS L I V

   и значение первого слагаемого в правой части уравнения для угла 

атаки; *  – угол, определяющий взаимное положение инерционной и аэродинамиче-

ской асимметрий, 2     – быстрая фаза; Am  – функция медленных переменных 

x  и  , характеризующая величину инерционной и аэродинамической асимметрий: 
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,x y zI I I I   – моменты инерции КА относительно осей связанной системы координат 

XYZ, x xI I I ; 2 2 24x xI    , где 0znm qsL I    – частота прецессии с угловой 

скоростью 0x  , q  – скоростной напор, s  – наибольшая площадь поперечного сече-

ния КА; L  – длина КА; 0zm  – коэффициент восстанавливающего аэродинамического 

момента. 
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Синтез оптимального управления 

Задача синтеза состоит в том, чтобы найти приближенные оптимальные законы, 
обеспечивающие одновременную стабилизацию угловой скорости x  и угла атаки  . 

При этом требуется определить приближённые малые функции управления u U  , 

u U  , которые переводят начальный угол атаки 0  и угловую скорость 0x  к задан-

ным малым значениям в течение времени T. С этой целью вводится следующий квадра-
тичный функционал: 
 
 

   2 2 2 2

0

, , ,
T
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где , , ,a a b b    – заданные положительные коэффициенты критерия оптимальности.  

Для решения задачи оптимизации используется принцип Беллмана [6]: 
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где  ,xv    – функция Беллмана.  

Выделим в правой части уравнения (3) слагаемые, зависящие только от функций 
управлений ,u u  . В результате получим функцию 

     2 2, xF u u b u b u v u v u               . Условия оптимальности имеют следу-

ющий вид: 0F u    и 0F u   . Из решения данных уравнений найдём выражения 

для функций оптимальных управлений: 
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Следует отметить, что критерий Сильвестра для  ,F u u   выполняется в стацио-

нарной точке (4). Действительно: 2 2 2 0, det 4 0F u b H b b         , где  H  – матрица 

Гессе. Подставляя функции управления (4) в уравнение (3) после упрощения и приме-
нения метода усреднения [9], получаем упрощённое уравнение Беллмана: 
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Далее будем искать порождающее решение уравнения (5) методом неопределён-

ных коэффициентов, выбрав функцию Беллмана в виде 2 2
xv A B    , где ,A B  – иско-

мые коэффициенты. Для определения коэффициентов ,A B  произведём подстановку 

выражения 2 2
xv A B     в уравнение (5): 
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   2 2 2 22 0.x A b Af a a B b             (6) 

 
В случае, если угловая скорость x  и угол атаки   одновременно не равны нулю, 

то уравнение (6) принимает вид системы из двух уравнений. Из решения этой системы 
определяются выражения для множителей A  и B .  Подставляя эти выражения в функ-
цию 2 2

xv A B    , находим искомые функции оптимального управления, которые при 

антидемпфировании  0f   и при демпфировании  0f   принимают вид: 
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Тогда в первом приближении метода усреднения первые два уравнения (1) примут вид: 
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Дискретное управление и его устойчивость 

С целью получения искомых дискретных оптимальных законов управления углом 
атаки и угловой скоростью запишем уравнение состояния с уравнением выхода в дис-
кретном виде следующим образом [10]: 
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; C  – матрица выхода, (1 1)C   и 0,1,2n   . Систему 

уравнений (9) запишем в виде разностных уравнений:  
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При анализе устойчивости решений системы (11) находим характеристическое уравне-
ние: 
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Корни уравнения (13) равны 1 2,K K       . Для обеспечения устойчивости реше-

ния системы (11) корни 1  и 2  должны иметь модули меньшие единицы, т. е. 1| | 1   и 

2| | 1  . Линейная дискретная система (11 – 12) далее решается двумя способами: ана-

литическим методом обратного Z-преобразования и численным методом Эйлера.  
 

Обратное Z-преобразование 

Применяя метод Z-преобразования для системы (11 – 12), имеем [10]: 
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Заменяя матрицу A  и вектор 0x  в системе уравнений (14), получим вектор: 
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Далее, умножая вектор (15) слева на вектор C , получим:   1
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 . В результате 

умножения получаем:  
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Учитывая правые части уравнений (15) и (16) в системе (14) после выполнения обрат-
ного Z-преобразования, получим:  
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Здесь  x n  – вектор состояния;  y n  – скалярная функция выхода. 

 

Дискретизация методом Эйлера 

Применяя метод Эйлера, можно записать дискретную систему следующим обра-
зом [11]: 
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Для анализа устойчивости решений системы уравнений (18) запишем её следую-
щим образом: 

 
     
    

1 1 ,

1 1 .x x

n n hK

n n hK





    

    
           (19) 

 
При этом характеристическое уравнение принимает вид: 

 

 
 

1

2

1 0
det 0.

0 1

hK

hK




   
    

        (20) 

 
Отсюда находим величины корней уравнения (20): 1 1 hK    и 2 1 hK   . Для обес-

печения асимптотической устойчивости решений дискретной системы (19) необходимо 
и достаточно выполнение условия | | 1  . При этом 1 1 1h K      и  1 1 1.h K      

Решая эти неравенства относительно h, получаем: 
 

   0,2 ; 0,2 .h K h K                (21) 

 
Следовательно, для асимптотической устойчивости решения дискретной системы 
уравнений (19) необходимо и достаточно, чтобы величины шагов интегрирования ме-
тодом Эйлера принадлежали интервалам (21). При этом критическое значение шага ин-

тегрирования:  mах 2 , 2крh K h K     . Если шаг интегрирования определяется 

из выполнения условия крh h , то численное решение дискретной системы уравнений 

(19) является неустойчивым. Значения шага по угловой скорости  0, 2h K   и шага 

по углу атаки  0, 2h K   в общем случае являются неравными, так как K K  .  

Рассмотрим случай, когда шаги интегрирования по угловой скорости и по углу 
атаки равны, т.е. h h   и K K   в каждый момент времени. В этом случае можно 

получить условие выбора одного из коэффициентов критерия оптимальности 
, , ,a a b b   : 

 

 2 2a b f a b b K         .           (22) 

 

Погрешность метода Эйлера 

Метод Эйлера является явным методом первого порядка, это означает, что ло-

кальная погрешность метода имеет порядок  2O h , а глобальная накопленная погреш-

ность метода имеет порядок  1O h . Известно, что на погрешность численного метода 

Эйлера кроме формулы метода влияет также величина шага интегрирования h .  
С уменьшением величины шага h наблюдается увеличение точности метода. При 

этом время интегрирования также увеличивается. Для преодоления этого противоречия 
будем использовать доступный интервал шага интегрирования, как мы уже сделали в 
(21) или использовать специальный простой закон для величины шага. Этот закон 
определяет зависимость переменного шага от заданной точности   [12]. Он имеет вид: 
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1
новый

1

; если || ||

; если || ||
n n

n n

h y y
h

qh y y




   
     

;      (23) 

 

 0,25

1|| || .n nq y y        (24) 

 
Здесь μ  – заданная точность. При этом закон (23 – 24) обеспечивает скорость вычисле-
ний, точность и сходимость численных результатов достаточные для решения рассмат-
риваемой задачи. 
 

Численные результаты 

Предположим, что космический аппарат имеет массово-инерционные характери-
стики, аналогичные спускаемому КА Mars Polar Lander, т.е. он имеет наибольший ра-
диус основания конуса 1,25 мr  , высоту КА 2мl   и массу КА 576кгm  . Рассмат-
риваемый спускаемый аппарат снижается в атмосфере Марса (средний радиус 

0 3390кмR  ) со средним ускорением силы тяжести 2
0 3,86мсg  . Начальные условия 

входа в атмосферу следующие: скорость центра масс КА составляет   10 3500мсV  ; 

высота (0) 100кмH  ; угол входа  0 0,017 рад   ; угол атаки равен амплитуде 

 1 0 0,32 радa  ; вторая амплитуда равна нулю  2 0 0a  ; быстрая фаза равна 

 0 0, 2 рад  ; угловая скорость равна   10 0,32сx
  . В случае, если шаги интегри-

ровании h  и h  неравны, то при применении обратного Z-преобразования (17) и чис-

ленного интегрирования усреднённой системы методом Эйлера (19) получаем резуль-
таты, показанные на рис. 1, а, б. Из этих численных результатов следует, что простран-
ственный угол атаки и угловая скорость сходятся к нулю на интервале времени движе-
ния от 100 по 200 с.  
 

а б 
 

Рис. 1. Численное моделирование управляемого изменения угла атаки  
и угловой скорости с постоянными величинами шагов интегрирования: 

а – стабилизация дискретных величин угла атаки;  
б – стабилизация дискретных величин угловой скорости 

 
 

Однако эти величины на интервале времени c 0 до 100 с отличаются с максималь-
ной разницей в 0,07 рад по углу атаки и с максимальной разницей в 0,1 1с  по угловой 
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скорости (рис. 2, а, б). На рис. 2 представлены результаты численного моделирования 
разности значений управляемых переменных при двух методах расчёта с постоянными 
величинами шагов интегрирования.  

 
 

  
а б 

 
Рис. 2. Численное моделирование разности значений управляемых переменных  
при двух методах расчёта с постоянными величинами шагов интегрирования: 

а – разность значений угла атаки при двух методах расчёта; 
б – разность значений угловой скорости при двух методах расчёта 

 
 

Подставляя шаги интегрирования h K     и h K     в систему (19), нахо-

дим: 
 

     
     

1 1 ,

1 1 ,x x

n n

n n





     

    
    (25) 

 
где  и    – произвольные значения из интервала  0, 2 . 

В системе уравнений (25) изменение угла атаки и угловой скорости зависит толь-
ко от параметров   и  . Выбор величин   и    больше единицы позволяет увели-

чить скорость сходимости угла атаки и угловой скорости. Напротив, выбор величин   

и    меньше единицы приводит к замедлению процесса сходимости решений по углу 

атаки и угловой скорости. Здесь предлагается применять специальный простой закон 
для определения значений   и   . Этот закон даёт значение переменного шага в зави-

симости от заданной точности   в (24). При точности     в процессе численного 
решения системы уравнений (25) с помощью закона с переменным шагом интегрирова-
ния (24) получим результаты, представленные на рис. 3, а, б.  

На рис.4, а, б показаны разности значений управляемых переменных при двух ме-
тодах расчёта с переменными величинами шагов интегрирования, которые обозначены 
следующим образом:   – разность значений угла атаки,   – разность значений угло-
вой скорости. Из сравнения рис. 2, а, б и рис. 4, а, б следует, что при использовании пе-
ременных величин шагов интегрирования точность расчёта повысилась. Действитель-
но, максимальное отличие от результатов расчёта по Z-преобразованию составляет 
0,039 рад по пространственному углу атаки и 0,01 – по угловой скорости. 
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а б 
 

Рис. 3. Численное моделирование управляемого изменения угла атаки и угловой скорости  
с переменными величинами шагов интегрирования: 
а – стабилизация дискретных величин угла атаки;  

б – стабилизация дискретных величин угловой скорости 
 
 

  
а б 

 
Рис. 4. Численное моделирование разности значений управляемых переменных  
при двух методах расчёта с переменными величинами шагов интегрирования: 
а – разность значений угла атаки; б – разность значений угловой скорости  

 

Заключение 

Использование метода динамического программирования Беллмана в сочетании с 
методом усреднения позволило решить задачу оптимизации управления ориентации 
космического аппарата при малых аэродинамических и инерционных асимметриях при 
спуске в разрежённой атмосфере Марса. Были получены новые выражения для при-
ближённого дискретного оптимального управления движением космического аппарата 
относительно центра масс в атмосфере Марса. Управление осуществлялось по двум ка-
налам одновременно: по угловой скорости и пространственному углу атаки. Численные 
результаты работы подтверждают, что полученные приближённые дискретные выра-
жения для оптимизации управления обеспечивают снижение угловой скорости и про-
странственного угла атаки до требуемых малых значений за время, соизмеримое со 
временем от момента начала спускаемого движения космического аппарата в атмосфе-
ре Марса до момента ввода в действие тормозной парашютной системы. Применение 
переменного шага при интегрировании методом Эйлера показало более точные резуль-
таты по сравнению с использованием постоянного шага интегрирования. Практическая 
значимость полученных дискретных законов двухканального управления подтвержда-
ется использованием малых реактивных двигателей, работающих в дискретном режи-
ме. 
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At present, spacecraft attitude stability is of great importance for both state and private space 
companies and agencies. In this paper, we consider a mathematical model describing perturbed motion 
of spacecraft as a rigid body with significant aerodynamic and inertial asymmetry relative to the center 
of mass in the rarefied atmosphere of Mars. The aim of this work is to obtain an approximate discrete 
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optimized law of controlling the spacecraft attitude using Bellman's dynamic programming and 
averaging methods. Discrete systems of equations used in the work were solved using the Z-transform 
method. The reliability of the obtained control laws was confirmed by the results of numerical 
integration by the numerical Euler method. 
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