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При разработке моделей ответственных изделий машиностроения требуется решение 
динамических задач с учётом изменения размерных цепей звеньев в процессе 
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применительно к решению прямых и обратных задач. Решение прямой задачи приводится при 
условиях, что поле рассеяния замыкающего звена включает погрешности изготовления, 
связанные с изменением размеров исходных звеньев под действием эксплуатационных 
нагрузок. Для получения величины скорости изнашивания деталей предложено использовать 
эмпирические зависимости связи интенсивностей изнашивания и образования водорода в 
процессе взаимодействия материалов. 
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Введение 

При разработке моделей сложных изделий с высокой степенью проработки в 
большинстве случаев необходимо решение динамических задач с учётом факторов, 
приводящих к изменению размерных цепей звеньев в процессе функционирования.       
К ним относятся тепловые воздействия, изнашивание, деформации под действием при-
ложенных сил и т.п. Решение статической задачи направлено, в основном, на обеспече-
ние собираемости, а динамической – на назначение допусков, обеспечивающих как со-
бираемость при изготовлении, так и работоспособность в течение установленных в 
проекте наработок [1 – 4]. Расчёты динамических размерных цепей должны сводиться к 
решению следующих задач. 

 
Прямая задача 

Заданы допустимые пределы изменения замыкающего звена (или односторонняя 
граница). Границы обычно назначаются с учётом требований функционального назна-
чения и эксплуатационной надёжности. Например, величина непараллельности рабочей 
плоскости стола оси вращения шпинделя станка в плоскости, проходящей через ось 
шпинделя, должна быть не более 0,01/300 мм; зазор в сопряжении гидравлического 
устройства не должен превосходить 0,1 мм и т.д. 

В таких случаях при установлении требований к величине замыкающего звена 
учитываются эксплуатационные требования к изделиям: в первом примере нарушение 
требований к непараллельности приведёт к нарушению норм точности обработки на 
данном типе станка, во втором – к нарушению герметичности устройства. Следова-
тельно для обеспечения соблюдения указанных параметров в течение времени t  необ-
ходимо, чтобы допуски на составляющие изделие звенья (и на их номинальные значе-
ния) назначались так, чтобы величина замыкающего звена за установленную наработку 
не превзошла указанной. При этом одновременно должно соблюдаться условие собира-
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емости. Оба эти условия обеспечиваются, если поле рассеяния случайной величины за-
мыкающего звена на отрезке 0, t для всех  0,it t  с заданным уровнем доверия будет 

находиться в пределах допуска на замыкающее звено. В частном случае, когда функция 
изменения величины замыкающего звена монотонная, достаточно потребовать, чтобы 
поле рассеяния величины замыкающего звена находилось в пределах допуска в началь-
ный момент 0t t  (т.е. после сборки) и в момент yt t , где yt  – заданная наработка до 

отказа для рассматриваемого изделия или параметра, если его величина является кри-
терием предельного состояния. Если при решении прямой задачи величины составля-
ющих звеньев также изменяются во времени, то решение должно сводиться к опреде-
лению допусков на изготовление при заданных значениях изменения их величин за 
время yt .  

 
Обратная задача 

Заданы допуски на составляющие звенья и величины их изменения за наработку 

yt . Требуется определить допуск на замыкающее звено. Очевидно, что в этом случае 

поля рассеяния величины замыкающего звена в момент 0t t  и yt t  должны быть раз-

личны. В случае монотонного изменения величины замыкающего звена за нижнюю 
границу допуска должна приниматься нижняя граница поля рассеяния для момента 

0t t  и верхняя граница – для момента yt t  (при монотонно возрастающей функции 

изменения величины замыкающего звена). 
Рассмотрим некоторые типовые модели, возможные при решении обратной зада-

чи. Наиболее простая модель рассматривается в тех случаях, когда под действием экс-
плуатационных факторов происходит изменение начальных значений звеньев размер-
ных цепей. Под начальными понимаем такие величины составляющих или 
замыкающих звеньев, которые цепи имеют в начальный момент функционирования  
[5; 6]. Например, для конструкторской размерной цепи – это величины звеньев после 
сборки изделия. 

В данной модели предполагается, что величина изменения звеньев цепей может 
быть представлена в виде случайных или постоянных значений. Такая модель типична 
для случаев, когда возникающие при функционировании объекта изменения звеньев 
размерных цепей постоянны во времени. К этой же модели приводят случаи, когда за-
дана (известна или может быть определена) величина изменения звеньев за некоторый 
период наработки (срок службы). Допускаемая данная величина может быть получена 
также на основе требований обеспечения установленного уровня надёжности. 

Пусть случайные величины, входящие в размерную цепь, описываются зависимо-
стью: 
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где x  – случайная величина замыкающего звена; i  – передаточное отношение; ix  – 

случайная величина составляющего звена; iС  – постоянная величина, характеризую-

щая изменение время yt  i-го составляющего звена. 

Из (1) получим: 
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где  0M x ,  D x  – математическое ожидание и дисперсия соответствующих случай-

ных величин. 
Введём обозначения: 
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где  – коэффициент относительной асимметрии;  – коэффициент относительного 
рассеивания;   – коэффициент середины поля рассеивания;  – поле рассеяния;  – 
среднее квадратическое отклонение. 

Под  понимается практически предельное поле рассеяния 4, охватывающее 
99,73% всех значений генеральной совокупности. В частных случаях может прини-
маться, что поле рассеяния охватывает  1   значений генеральной совокупности, где 

  будет характеризовать величину риска. 
С учётом принятых обозначений получим: 
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где т – число звеньев размерной цепи. 

Индексы   и i указывают, что соответствующие параметры относятся к замыка-
ющему    или составляющему  i  звену. 

Пусть имеет место уравнение: 
 

  ,i i ix x z        (4) 

 
где iz  – случайные величины, характеризующие изменение составляющих звеньев под 

действием эксплуатационных нагрузок. В рамках решения задач размерных цепей при-
мем, что функции распределения величин iz  известны. 

Рассматриваемый случай (4) наиболее типичен. Он имеет место, например, когда 
под влиянием деформаций или износа за некоторый период эксплуатации yt  (до ремон-
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та, замены и т.п.) детали или поверхности, являющиеся звеньями размерной цепи, из-
меняют свою величину, причём эта величина является случайной. 

Выполняя преобразования, подобные рассмотренным ранее, получим: 
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где , , ,iz iz iz iz     – соответствующие параметры распределения дополнительных по-

грешностей составляющих звеньев. 
При рассмотрении прямой задачи допуски на составляющие звенья iх  должны 

назначаться из условия: 
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В этом случае решение прямой задачи проводится при условиях, что поле рассеяния 
замыкающего звена включает погрешности как изготовления, так и погрешности, обу-
словленные изменением исходных звеньев под действием эксплуатационных нагрузок. 
Последние в отдельных случаях могут приводить к дополнительным погрешностям, 
которые могут рассматриваться как самостоятельные составляющие звенья, т.е.: 
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где р – число эксплуатационных погрешностей, приводящих к изменению замыкающе-
го звена. 

В этом случае: 
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где , , ,jz jz jz jz     – параметры эксплуатационных погрешностей, приводящих к изме-

нению величины замыкающего звена. 
Рассмотрим теперь случай расчёта допусков, когда заданы неслучайные функции 

изменения математического ожидания и дисперсии случайных величин составляющих 
звеньев (рис. 1).  
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0m

 
Рис. 1. Схематическое изображение линейного изменения параметров составляющих звеньев 

 
 

В этом случае 
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где  im t ,  i t  – неслучайные функции изменения математического ожидания и 

среднего квадратического отклонения величины i-го составляющего звена; t – 
продолжительность функционирования объекта (наработка, ресурс); im , 0i  – 

неслучайные величины скорости изменения величин  im t ,  i t . 

Для замыкающего звена для моментов времени 0t  и yt  получим: 
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Нижнюю НТ  и верхнюю ВТ  границы допуска зададим выражениями: 
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где 1 2,x x   – квантили, соответствующие величинам риска 1 2,  . 

С учётом (2) и (3) можно записать: 
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Подставляя в (5) выражения (6) и (7), найдём: 
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Из (8), (9) получаем 
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Рассмотрим более общий случай (рис. 2): 
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Рис. 2. Схематическое изображение  

нелинейного изменения параметров составляющих звеньев 
 
 

 
По аналогии с приведёнными выше преобразованиями получим: 
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Задаваясь рисками 1  и 2 , находим: 
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Отсюда: 

 

2

2 0

2 21 1 1
2 2

1 1 12 2
i i

i

m m m
i i i i

i y i i y i
i i i

T m t x t x 
 

   
  

  

             
   ,  (10) 

 

2

2 0 1

2 21 1 1 1
2 2

1 1 1 1

1

2 2 2 2
i i

m m m m
i i i i i i

i i i y i i y i
i i i i

mt x t x 
 

       
   


   

                          
    .  (11) 

 
Выражения (10) и (11) позволяют определить поле рассеяния (принимаемое за до-

пуск) и координату середины поля рассеяния (поля допуска) замыкающего звена. 
Рассмотрим пример, когда известна случайная функция изменения величины за-

мыкающего звена, а параметры составляющих звеньев заданы своими значениями для 
момента времени 0t . Пусть: 
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где    0 0, xm t t  – значения параметров замыкающего звена в начальный момент вре-

мени 0t ;  ,m  – неслучайные величины скорости изменения соответствующих па-

раметров. 
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Учитывая, что: 
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получаем: 
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Аналогично можно найти выражения для других видов функций изменения 

   ,x xm t t . 

Данная задача может быть решена также из рассмотрения вероятности первого 
пересечения верхней или нижней границы допуска. На практике наибольшую слож-
ность в решении рассмотренных задач представляет получение значений  ,m , по-
скольку условия применения изделий по назначению могут существенно отличаться.   
В большей степени это относится к узлам трения, интенсивность изнашивания деталей 
которых зависит от множества взаимозависимых факторов [7]. Поэтому при разработке 
цифровых моделей изделий необходим учёт моделей изнашивания составляющих изде-
лие звеньев применительно к условиям функционирования. Кроме того, поскольку па-
раметры работоспособности материалов, из которых изготовляются детали, заклады-
ваются на стадии их производства, необходимо учитывать и модели технологического 
обеспечения качества обработки материалов [8 – 11].  

«Маркерным» показателем процессов, происходящих с материалами на этапах 
жизненного цикла, может выступать процесс перераспределения диффузионно-
активного водорода в поверхностных слоях деталей [12]. Для этого необходимо созда-
ние широкого спектра статистических баз экспериментальных данных, применимых 
для проектных расчётов.  

Предлагается [12] для получения величины скорости изменения параметров из-
нашивания деталей использовать эмпирические зависимости вида: 

 

2H

hJ
a bP ch

C
   , 

 

где hJ  – интенсивность изнашивания материалов; 
2HC  – интенсивность образования 

водорода при их взаимодействии; P – нормальное усилие (параметр, характеризующий 
нагружение); h – характеристика смазочной среды; a, b, c – константы для данных со-
четаний материалов. 

Для всех исследуемых параметров взаимодействия материалов авторами [12] по-
лучены обоснованные стохастические связи между износом, содержанием водорода, 
величиной нагрузки, а также определены аналитические зависимости, позволяющие по 
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значениям предикторных переменных прогнозировать значение износа деталей узлов 
трения. 

Для ускорения набора статистических баз экспериментальных данных возможно 
использование данного метода, а также методов, основанных, например, на изучении 
процессов вибрации [8] на уже функционирующих объектах. В дальнейшем важным 
этапом должно стать установление связи свойств материалов на этапах изготовления 
деталей и эксплуатации. «Маркерные» показатели этих взаимосвязей должны ответить 
на вопрос о необходимости внесения изменений в конструкторскую и технологическую 
документацию. 

 
Заключение 

Предложенная методика расчёта динамических размерных цепей позволяет 
решать прямые и обратные задачи определения допускаемых изменений в размерах 
звеньев механизмов. Необходимым условием является обоснованное наполнение 
моделей экспериментальными данными по физико-механическим процессам, 
происходящим в материалах деталей, и составление прогностических моделей их 
изнашивания, что позволит проводить изучение объектов на математической модели в 
вычислительных экспериментах и отвечать на вопросы, которые ставят инженеры, 
конструкторы и технологи. 
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When developing models of critical mechanical engineering products, it is necessary to solve dynamic 
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