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В работе рассмотрено преобразование Фурье от фазовых функций, зависящих от кубической сте-

пени аргументов, для формирования двумерных Эйри-подобных распределений. Рассмотрены вихревые 

пучки Эйри, радиальная составляющая которых выражается через усечённые по n-му корню или экстре-

муму функции Эйри. 

Усечённые функции Эйри, зеркальные функции Эйри, вихревые пучки, астигматическое преобра-

зование, орбитальный угловой момент. 

 

Волновые пакеты Эйри, рассмот-

ренные в конце семидесятых годов про-

шлого века в контексте квантовой меха-

ники [1] как волновые объекты, распро-

страняющиеся по изогнутой траектории, 

привлекли в последнее время повышен-

ный интерес учёных-оптиков. Интерес 

возник в связи с успешной физической 

генерацией «ускоряющихся» лазерных 

пучков [2], согласованных с функциями, 

названными в честь астронома 19-го века 

Джорджа Эйри.  

Функции Эйри являются бесконечно 

протяжёнными: экспоненциально спадая 

при положительных значениях аргумента, 

при отрицательных значениях, подобно 

бесселевым функциям, демонстрируют 

осциллирующий характер с плохо зату-

хающей амплитудой [3], поэтому для их 

физической реализации требуется усече-

ние. В статье [2] были рассмотрены пучки 

Эйри с конечной энергией, представляю-

щие собой произведение классической 

моды Эйри и экспоненциальной функции, 

а в работе [4] получена обобщённая фор-

мула, описывающая параксиальное про-

хождение эйри-гауссовых пучков через 

оптическую ABCD-систему.  

Хотя умножение на гауссовую или 

экспоненциальную функцию (в последнем 

случае Фурье-образ пропорционален гаус-

совой функции) позволяет достаточно 

просто формировать такие пучки с помо-

щью пространственного модулятора све-

та, освещённого лазерным излучением, в 

обоих случаях формируемые пучки фак-

тически перестают быть бездифракцион-

ными, хотя приблизительно сохраняют 

свой вид до некоторого расстояния.  

В работе [5] был рассмотрен иной 

способ усечения бесконечной моды Эйри 

– с помощью прямоугольной апертуры, 

усекающей функцию в положительной 

части аргумента при спадении её практи-

чески до нуля, а в отрицательной части – 

до n-го нуля. Аналогичное «усечённое» 

распределение Эйри формируется в попе-

речном сечении мод лазеров «шепчущей 

галереи» [6-8]. В статье [5] проводилось 

сравнение степени расходимости трёх ти-

пов усечённых пучков Эйри: экспоненци-

альных, гауссовых и просто ограниченных 

диафрагмой – и было численно показано, 

что в последнем случае осциллирующая 

структура пучка и чётко выделенный мак-

симум интенсивности сохраняется гораздо 

дольше, чем в двух первых.  

В работе [9] обсуждались результа-

ты экспериментального формирования та-

ких пучков Эйри с помощью бинарно-

кодированных фазовых дифракционных 

оптических элементов (ДОЭ). При этом с 

помощью параметров кодирования варьи-

ровался энергетический вклад высокочас-

тотных составляющих формируемого 

пучка и продемонстрирована генерация 

распределения, бесконечно долго сохра-

няющего концентрацию энергии в узком 

боковом лепестке. В дальней зоне к ос-

новному лепестку добавляется симмет-

ричный. Именно такой пучок был исполь-

зован для захвата полистироловых мик-
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рошариков и выстраивания их в ряд. Так-

же лазерные пучки Эйри использовались 

и для других типов оптического манипу-

лирования микрочастицами [10, 11].  

Среди других бездифракционных 

мод пучки Эйри выделяются особым 

свойством «ускорения», которое при рас-

пространении в свободном пространстве 

проявляется как отклонение от прямоли-

нейной траектории по параболическому 

закону [2, 12-14].  

В работах [15, 16] было рассмотрено 

обобщённое семейство двумерных «уско-

ряющихся» пучков на основе пучков Эйри 

и параболических пучков и способы их 

генерации. В этом случае двумерный пу-

чок представляется как произведение од-

номерного пучка Эйри (или параболиче-

ского) и любого другого одномерного 

распределения. 

Аналогичный двумерный составной 

пучок Эйри-Эрмита-Гаусса рассмотрен в 

работах [6-8, 17], где показано, что в даль-

ней зоне дифракции после выхода лазер-

ной моды из резонатора в свободное про-

странство пучок Эйри можно аппрокси-

мировать набором смещённых гауссовых 

пучков различной ширины в соответствии 

с осцилляциями пучка Эйри. При этом 

расходимость пучка Эйри в дальней зоне 

будет такой же, как у гауссового пучка. 

В работе [18] был рассмотрен новый 

тип пучков Эйри, сформированных в фо-

кальной плоскости линзы при дифракции 

на круглой апертуре сферической волны, 

модифицированной кубической фазой. Та-

кие пучки долго сохраняют хорошо выра-

женный максимальный пик, распростра-

няющийся по параболической траектории. 

Хотя пучки Эйри являются решением 

параксиального волнового уравнения, всё 

чаще рассматривается их распространение 

в условиях широких углов расходимости и 

даже в зоне затухающих волн [19, 20]. 

В работе [21] предложен к рассмот-

рению новый тип – «зеркальные» пучки 

Эйри, представляющие собой сумму двух 

усечённых по n-му нулю (или экстрему-

му) смещённых функций Эйри, одна из 

функций при этом зеркально отражённа. 

Вид таких пучков Эйри напоминает моды 

Эрмита-Гаусса. Спектр зеркальных пуч-

ков Эйри описывается косинусной функ-

цией от нелинейного аргумента (с кубиче-

ской и линейной зависимостью). При рас-

пространении зеркальные пучки Эйри де-

монстрируют симметричное «ускорение» в 

противоположные стороны, т.е. расходи-

мость, пропорциональную квадрату прой-

денного расстояния.  

В данной работе рассмотрен анало-

гичный (зеркальный) подход для синтеза 

двумерных эйри-подобных распределений, 

в сечении которых по некоторому направ-

лению можно «распознать» саму функцию 

Эйри или преобразование над ней.  

При использовании фазовой функции 

с кубической зависимостью от радиуса на-

блюдается фокусировка освещающего из-

лучения в набор локальных фокусов, меж-

ду которыми может формироваться слабое 

световое пятно субволнового размера.  

Также в работе рассмотрены вихре-

вые пучки Эйри, радиальная составляю-

щая которых выражается через усечён-

ные по n-му корню или экстремуму огра-

ниченные функции Эйри. При распро-

странении такие пучки сохраняют выра-

женную кольцевую структуру, хотя соот-

ношение радиусов колец меняется.  

Астигматическое преобразование 

двумерных зеркальных пучков Эйри с ин-

дексами (n, m) позволяет получить квази-

кольцевые структуры, обладающие орби-

тальным угловым моментом. 

1. Спектры от фазовых функций 

с кубической степенью аргументов 

Известно [3], что одномерная функ-

ция Эйри представляет собой преобразо-

вание Фурье от фазовой функции с куби-

ческой степенью аргумента: 

( ) ( )3 /31

2

i u xu
Ai x e du

π

∞
+

−∞

= ∫ . (1) 

В выражении (1) использованы без-

размерные аргументы. Для физических 
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параметров используются нормировочные 

коэффициенты. 

Классически [2] двумерная функция 

Эйри определяется как произведение од-

номерных и может быть представлена че-

рез двумерное преобразование Фурье: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

3 3

3 3

/3 /3

2

/3

2

1

4

1
.

4

i u xu i v yv

i u v i xu yv

Ai x Ai y

e du e dv

e e du dv

∞ ∞
+ +

−∞ −∞

∞ ∞
+ +

−∞ −∞

=

= =

=

∫ ∫

∫ ∫

π

π

 (2) 

Ограничивая пределы в (2), можно 

приближенно формировать [21] двумер-

ные функции Эйри.  

На рис. 1 показаны результаты рас-

чёта преобразования Фурье от фазового 

распределения с кубической степенью 

( )3 3ia u v
e

+
, 1/ 3a =  для безразмерных аргу-

ментов [ 5,5]u ∈ − , [ 5,5]v ∈ − . На рис. 1г 

видно, что функция Эйри модулирована 

sinc-функцией из-за ограничения области 

в спектре. Улучшить воспроизведение 

пучков, согласованных с функциями Эйри, 

можно либо увеличением области ограни-

чения, либо повышением дискретизации 

(при соответствующем увеличении коэф-

фициента a ) [21].  

а)   б)   в)  

г)  

Рис. 1. Преобразование Фурье от фазового распределения с кубической степенью вида 
( )3 3

i u v 3
e

+
 (а): 

интенсивность (б) и фаза (в), а также сечение амплитуды вдоль оси ОХ (г)  

Также известно [22], что для поло-

жительных x выполняется соотношение 

3
2

0

0

1
( )

124 3

t
Ai x J xt tdt

π

∞  
= + 

 
∫ . (3) 

Учитывая известное интегральное 

выражение для бесселевых функций: 

2

0

1
( ) exp( cos )exp( )d

2
m m

J z iz im
i

= ∫
π

φ φ φ
π

, (4) 

вместо (3) можно записать: 
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( )

2

2

3

2

0 0

( )

1
exp /12 cos d ,

8 3

Ai x

i t xt tdt

π

φ φ
π

∞

=

 = + ∫ ∫
(5) 

или в полярных координатах: 

{ }

2

2 3

2

0 0

( cos )

1
exp cos( )

128 3

exp cos( ) d ,

Ai r

i

i r d

π

ϕ

ρ
θ ϕ

π

ρ θ ϕ θ ρ ρ

∞

=

 
= − × 

 

× −

∫ ∫  (6) 

что соответствует двумерному преобразо-

ванию Фурье (ПФ) от фазовой функции 

вида 

{ }3( , ) exp cosic=τ ρ φ ρ φ . (7) 

При различных значениях угла φ в 
(7) в спектральной плоскости будут про-
изводиться различные эйри-подобные 

функции (табл. 1), например, при φ = 0 

{ }3 2( , ) exp ( )u v ic u v u= +τ . Аналогично (с 

точностью до поворота) можно получить 
выражение через функцию Эйри, для 

{ }2 3( , ) exp ( )u v ic u v v= +τ .  

Также известна аппроксимация 

функций Эйри для больших отрицатель-

ных значений аргумента: 
3 2

1 4

3 2

3 2

1 2
( ) sin

3 4

1 2
cos ,

48 3 4

z
Ai z

z

z

z

 
− + − 

 

 
− + 

 

�
π

π

π
 (8) 

откуда следует, что  

2 2

1 2

3 3

3

3

1 2

3

3

1
( ) ( )

2 1 2
sin cos

3 4 48 3 4

1 2
sin

3 4

1 2
cos .

48 3 4

Ai x Ai y
x

x x

x

y

y

y

y


− − ×



   
× + − + ×   

   

  
× + −  
  

 
− +  

 

�

π

π π

π

π

π

 (9) 

Это выражение можно привести к ви-

ду 

( )

( )

( )

( )

2 2

3 3

1

3 3

2

3 3

3

3 3

4

( ) ( )

2
( , ) cos

3

2
( , )sin

3

2
( , )sin

3

2
( , ) cos .

3

Ai x Ai y

x y
c x y

x y
c x y

x y
c x y

x y
c x y

− −

 −
 +
 
 

 −
 + +
 
 

 +
 + +
 
 

 +
 +
 
 

�

�

 (10) 

Таким образом, ПФ от суперпозиции 

функций вида 
( )3 3ic u v

e
±

 соответствует неко-

торой суперпозиции функций Эйри, имею-

щих квадратичную зависимость аргумен-

тов. 

Если же аргументы комплексные, то 

зависимость будет ещё сложнее:  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

2 2 2 2

2 2 2 2

1 2
2 2

2 2 2 2

3
2 2 2

2 2 2 2

1 2
5 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ( ) ) ( ( ) )

cos 4 (4 ) /3 sin 4 ( 4 )/3

2

cos 4 (4 )/3 sin 4 ( 4 )/3

48 2

sin 4 (4 )/3 cos 4 ( 4 )/3

48 2

sin 4 (4 ) /3 cos 4 (

Ai z Ai z Ai x iy Ai x iy

iy x y x x y

x y

iy x y x x y

x y

iy x y x x y

z x y

iy x y x x

π

π

− − = − + − −

− + −
+

−

− − −
+ −

−

− + −
− +

−

− −
+

�

�

( )
( )

2

1 2
5 2 2

4 )/3
.

48

y

z x yπ

−

−

 (11) 

В табл. 1 показаны эйри-подобные 

распределения, которые можно формиро-

вать с помощью ПФ от чисто фазовых 

функций, зависящих от кубической степе-

ни аргументов.  

2. Радиальные функции Эйри 

2.1. Фазовая функция с кубической 

зависимостью от радиуса 

В полярных координатах выражение 

(1) записывается следующим образом: 
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( )3 3 3
2

cos sin /3 cos( )

2

0 0

( cos ) ( sin ) ( , )

1
.

4

i ir

Ai r Ai r T r

e e d d

π
ρ θ θ ρ θ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ρ ρ θ
π

∞
+ −

= =

= ∫ ∫
 (12) 

Обратное ПФ от (12): 

( )3 3 3

2

2 cos( )

0 0

cos sin /3

4 ( , ) ir

i

T r e rdrd

e

π
ρ θ ϕ

ρ θ θ

π ϕ ϕ
∞

− −

+

=

=

∫ ∫
 (13)  

можно рассмотреть при различных фик-

сированных значениях параметра 

( )3 3

0 0cos sin / 3= +γ θ θ , где 0 constθ = . 

Тогда выражение (13) можно пере-

писать: 

3
0

2

cos( )2

0 0

4 ( , )
ir i

T r e rdrd e

∞
− − =∫ ∫

π
ρ θ ϕ γρπ ϕ ϕ . (14) 

Рассмотрим преобразование Ханке-

ля от обеих частей: 

3

0

0

0

0 0

( )

( ) ( ) ,

i
e J d

c r J d rdr

γρ σρ ρ ρ

τ ρ σρ ρ ρ

∞

∞ ∞

=

 
=  

 

∫

∫ ∫

 (15) 

где  
2

cos

0

( ) ( , ) .i r
r T r e d

π
ρ ϕτ ρ ϕ ϕ−= ∫  (16) 

Напомним, что функция ( , )T r ϕ  в 

(16) выражается через произведение 

функций Эйри. 

На рис. 2 показано формирование 

лазерного пучка с длиной волны λ = 1 мкм 

с помощью осесимметричного фазового 

распределения 3exp[ ( / ) ]iγ ρ λ , где 

0,01=γ , [0, 10 ]∈ρ λ . Сечение при 

z = 3,5λ (рис. 2в) соответствует локально-

му максимуму на оптической оси с шири-

ной центрального пятна по уровню полу-

спада интенсивности FWHM = 0,656λ, а 

сечение при z = 12λ (рис. 2г) соответству-

ет локальному осевому минимуму, в ко-

тором, однако, находится слабое световое 

пятно с FWHM = 0,446λ, что меньше ди-

фракционного предела (FWHM = 0,51λ), 

причём в зоне распространяющихся волн. 

В фокусе (при z = 27λ, рис. 2д) световое 

пятно имеет максимальное значение ин-

тенсивности, а его размер FWHM = 1,41λ. 

2.2. Функции Эйри от радиальной 

координаты 

Как видно из результатов моделиро-

вания, с помощью осесимметричной ку-

бической фазы не удаётся получить эй-

ри-подобное распределение, сохраняющее 

свою структуру. 

Однако можно рассмотреть поле с 

зависимостью от радиуса в виде усечён-

ной по n-му корню или экстремуму и 

сдвинутой функции Эйри [21] и вихревой 

зависимостью от полярного угла 

exp( )imϕ : 

,

0

( , ) exp( )
z

z n
n m z

n

r r
Ai r Ai c im

r r
ϕ ϕ

 −
 =
 + 

, (17) 

,

0

( , ) exp( )
e

e n
n m e

n

r r
Ai r Ai c im

r r
ϕ ϕ

 −
 =
 + 

, (18) 

где z

n
r  – соответствует координате n-го кор-

ня (нуля), а e

n
r  – соответствует координате 

n-го экстремума функции Эйри, 0 5r =  – 

правая граница усечения функции Эйри. 

На рис. 3 показано распространение 

лазерного пучка (λ = 633 нм), согласован-

ного с вихревой функцией Эйри 

21,1
( , )z

Ai r ϕ . Такая структура достаточно 

долго сохраняется при распространении в 

свободном пространстве, однако при этом 

происходит перераспределение энергии 

между центральной и периферийной ча-

стью. Также на рис. 3г видно, что в даль-

ней зоне дифракции зависимость функции 

от радиуса меняется нелинейно.  
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Таблица 1. Эйри-подобные распределения, производимые двумерными фазовыми функциями, имеющи-

ми кубическую степень аргументов 

Вид фазовой  

функции, 

, [ 7,7]u v ∈ −  

Эйри-подобное распределение:  

амплитуда, фаза и сечение вдоль указанного направления 

( )2 2 /3i u v u

e
+

 

 

   

( ) /3i u v uv
e

+
 

 
   

( )2 2 /3i u v u
e

−
 

 

   

( )( )2 2 /3i u v u v
e

− −
 

 

   

( )( )2 2 /3i u v u v
e

+ +
 

 

   

( )3
/3i u v

e
+
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а)  б)  

в)   г)   д)   

Рис. 2. Формирование пучка с помощью осесимметричного фазового распределения [ ( ) ]3exp i /γ ρ λ : 

распределение амплитуды в плоскости y = 0 в области [ ]z 1 , 50λ λ∈ , [ ]x 10 , 10λ λ∈ −  (а)  

и вдоль оптической оси [ ]z 1 , 50λ λ∈  (б), а также сечения интенсивности в плоскостях  

на расстоянии z = 3,5λ (в), z = 12λ (г), z = 27λ (д) от входной плоскости 

 

а)  б)  в)  

г)
 

Рис. 3. Распространение вихревого пучка, согласованного в радиальном сечении с усечённой функцией 

Эйри ( )
21,1

z
Ai r,ϕ : амплитуда (а) и фаза (б) на входе, распределение амплитуды в плоскости y = 0 в 

области [ ]z 5 мм, 300 мм∈ , [ ]x 2 мм, 2 мм∈ −  (в), нормированные радиальные сечения амплитуды  

на входе (пунктирная линия) и в фокальной плоскости (сплошная линия) (г) 

Назовем распределения (17) и (18) 

вихревыми пучками Эйри. 

На рис. 4 показано преобразование 

Фурье пучка, согласованного с осесим-

метричной функцией Эйри-Гаусса: 

21,0

2 2exp( / ) ( , )er Ai r− σ ϕ ,  

где σ  – радиус перетяжки гауссового 

пучка. Как видно на радиальном сечении 

(рис. 4в), амплитуда пучка имеет огибаю-

щую, практически равную постоянному 

значению. На рис. 4г показано радиальное 

сечение амплитуды пучка после преобра-

зования Фурье (пунктирная линия) и, для 

сравнения, распределение амплитуды мо-

ды Лагерра-Гаусса с индексами (20, 0).  

2.3. Астигматическое преобразование 

зеркальных функций Эйри 

Зеркальные функции Эйри были 

введены в работе [21] как суперпозиция 

усечённых по n-му нулю (или экстрему-
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му) смещённых и зеркально отражённых 

функций Эйри: 

{ } ( )
{ }( )

{ }

( )
{ }( )

{ }

,

,

,

0

,

1

,

0

1 ,

z e

nz e

n n z e

n

z e

nn

n z e

n

c x x
Ai x Ai

x x

c x x
Ai

x x

−

 +
 = +
 +
 

 − +
 + −
 +
 

 (19) 

где 
{ },z e

nx  – соответствует координате n-го 

корня (нуля) или экстремума функции 

Эйри, 0 5x =  – правая граница усечения 

функции Эйри. 

Пространственный спектр таких 

распределений представляет собой коси-

нусную функцию с кубической и линей-

ной зависимостью ( )3cos au bu−  [21]. 

Следовательно, пространственный спектр 

двумерной зеркальной функции Эйри: 

{ } { } { }, , ,

, ( , ) ( ) ( )
z e z e z e

n m n mx y Ai x Ai yΨ =  (20) 

можно представить как произведение 

двух косинусных функций: 

( ) ( )3 3( , ) cos cosS u v au bu cv dv= − −  (21) 

или суперпозицию фазовых функций с 

кубической и линейной зависимостью от 

аргументов, где линейная составляющая 

отвечает за смещение в объектной плос-

кости. 

В [23] был рассмотрено астигмати-

ческое преобразование пучков Эрмита-

Гаусса в пучки Лагерра-Гаусса, которое 

можно применить и к двумерным зер-

кальным функциям Эйри (20). 

 

а)   б)  

в)  

г)  

Рис. 4. Пучок, согласованный с функцией Эйри-Гаусса ( ) ( )
21,0

2 2 eexp r / Ai r ,σ ϕ− : амплитуда (а) и фаза (б) 

на входе, радиальное сечение амплитуды на входе (в), нормированные радиальные сечения амплитуды 

пучка Эйри-Гаусса (21, 0) после преобразования Фурье (пунктирная линия)  

и моды Лагерра-Гаусса (20, 0) (сплошная линия) (г) 
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В табл. 2 приведены результаты ас-

тигматического преобразования некоторых 

двумерных зеркальных функций Эйри. 

Как видно из табл. 2, аналогично 

преобразованию мод Эрмита-Гаусса, ас-

тигматическое преобразование зеркальных 

пучков Эйри позволяет получать квази-

кольцевые структуры, внутри которых 

происходит 2
 
(n

 
–

 
m) переходов фазы через 

2π, что соответствует наличию орбиталь-

ного углового момента соответствующего 

порядка. 

 

Таблица 2. Примеры астигматического преобразования зеркальных функций Эйри 

Входная функция: 

распределение амплитуды 

Результат преобразования:  

распределение амплитуды и фазы 

10,0 ( , )z
x yΨ

 
   

4,4 ( , )z x yΨ
 

   

10,4
( , )z x yΨ

 
   

 

Заключение 

В работе рассмотрено преобразова-

ние Фурье от фазовых функций, завися-

щих от кубической степени аргументов, 

для формирования двумерных эйри-

подобных распределений.  

При использовании фазовой функции 

с кубической зависимостью от радиуса на-

блюдается фокусировка освещающего из-

лучения в набор локальных фокусов, между 

которыми может формироваться слабое 

световое пятно субволнового размера.  

Также в работе на основе модели-

рования с использованием непараксиаль-

ного оператора распространения показа-

но, что вихревые пучки, радиальная со-

ставляющая которых выражается через 

усечённые по n-му корню или экстрему-

му функции Эйри, бесконечно долго со-

храняют выраженную кольцевую струк-

туру. При этом происходит перетекание 
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энергии из периферийных колец в цен-

тральные, а также наблюдается нелиней-

ное преобразование по радиальной коор-

динате.  

Астигматическое преобразование 

двумерных зеркальных пучков Эйри с ин-

дексами (n, m) позволяет получать квази-

кольцевые структуры. При замкнутом об-

ходе по каждому квазикольцу происходит 

2
 
(n

 
–

 
m) переходов фазы через 2π, что со-

ответствует наличию орбитального угло-

вого момента соответствующего порядка. 
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