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Приведены результаты различных вариантов моделирования распространения света после прохо-

ждения через зонную пластинку из меди и кремния для рентгеновского излучения. Моделирование про-

водилось с помощью расчёта одномерного преобразования Френеля, одномерного непараксиального рас-

пространения (через угловой спектр), двумерного интеграла Релея-Зоммерфельда, RSoft BeamProp из па-

кета FullWave, производитель RSoft Design Group, США. Показано, что все четыре метода дают очень 

близкие результаты в фокальной плоскости. 

Зонная пластинка, рентгеновское излучение, гамма, BeamProp, FullWave, преобразование Френе-

ля, интеграл Релея-Зоммерфельда, угловой спектр. 

Введение 

Использование мягкого и жёсткого 

рентгеновского излучения в оптических 

системах позволяет получать высокое 

разрешение в задачах микроскопии и вы-

сокоразрешающей оптики [1]. Короткая 

длина волны рентгеновского излучения по 

сравнению с видимым светом накладыва-

ет более жёсткие условия на расчёт и из-

готовление оптики – линз Френеля, зон-

ных пластинок, дифракционных решёток 

[2-4]. 

Зонные пластинки являются одним 

из самых простых элементов для фокуси-

рования когерентного рентгеновского из-

лучения [5-8]. Теория их расчёта известна 

давно [9], однако интерес представляет 

также и моделирование распространения 

света через рассчитанную зонную пла-

стинку. Основной проблемой для расчёта 

дифракции рентгеновского излучения на 

зонной пластинке является выбор необхо-

димого метода расчёта, а также время мо-

делирования. В этих статьях не были рас-

смотрены различные методы расчёта ди-

фракции излучения. 

В данной статье приводятся результа-

ты моделирования одной зонной пластинки 

различными способами. Как показало мо-

делирование, результаты расчёта эффек-

тивности фокусирования излучения про-

граммным пакетом BeamPROP близки к ре-

зультатам моделирования распространения 

излучения через зонную пластинку с помо-

щью остальных методов. 

1. Постановка задачи 

Длина волны при моделировании 

была принята λ
 
=

 
0,229 нм, в связи с воз-

можностью использования когерентного 

источника рентгеновского излучения. На 

рис. 1 представлена схема рассматривае-

мой задачи. 

 

Рис. 1. Схема рассматриваемой задачи 

Линза представляет собой цилинд-

рическую дифракционную решётку с пе-

ременным периодом, фокусирующую свет 

в первом порядке (зонная пластинка). 
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Микрорельеф выполнен следующим 

образом. В кремниевой пластине про-

травлена цилиндрическая дифракционная 

решётка, затем канавки в решётке запол-

няются медью. Показатель преломления 

меди для выбранной длины волны со-

ставляет 5 61 5,6 10 2,5 10n i− −= − ⋅ + ⋅ , пока-

затель преломления в кремнии составляет 
5 71 1,7 10 8,5 10n i− −= − ⋅ + ⋅ . Таким образом, 

оптимальная высота решётки равна 

2,9 мкм. При радиусе R
 
=

 
50 мкм фокусное 

расстояние составляет F
 
=

 
0,45 м. Медь 

относительно прозрачна для данной дли-

ны волны, затухание света в два раза про-

исходит на расстоянии 10 мкм, поэтому 

тонкий слой меди в дифракционной ре-

шётке можно использовать в качестве оп-

тического элемента, работающего на про-

пускание. 
Моделирование проводилось с по-

мощью расчёта одномерного преобразо-
вания Френеля, одномерного непаракси-
ального распространения (через угловой 
спектр), двумерного интеграла Релея-
Зоммерфельда, RSoft BeamProp из пакета 
FullWave, производитель RSoft Design 
Group, США. 

Расчёт одномерного преобразования 

Френеля производился по формуле 

2
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где ( )xτ  – комплексная функция пропус-

кания оптического элемента, микрорельеф 

которого показан на рис. 1 (при ограни-

ченном апертурой плоском освещающем 

пучке), z – расстояние от поверхности оп-

тического элемента вдоль оптической оси. 

Расчёт с помощью одномерного не-

параксиального распространения произ-

водился по формуле 
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Пределы взяты от –1 до 1, так как не 

требуется учитывать затухающие волны. 

Расчёт с помощью двумерного интеграла 

Рэлея-Зоммерфельда первого типа произ-

водился по формуле 

2
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где ( , )x yτ  – цилиндрическая комплексная 

функция пропускания оптического эле-

мента, полученная из одномерной функ-

ции ( )xτ , 2 2 2( ) ( )u x v y z= − + − +l , 

: 2 2R RΣ ×  – область входной апертуры. 

Расчёт двумерного преобразования Фре-

неля производился по формуле для осе-

симметричных функций: 
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где 2 /k π λ=  – волновое число, R – ради-

ус входной апертуры. 

Непараксиальный оператор распро-

странения с использованием разложения 

по плоским волнам записывается сле-

дующим образом [10]: 
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В случае, когда входное поле может 

быть представлено в виде радиально-

вихревой функции: 

( , ) ( , ) ( ) exp( )x y r P r imτ τ ϕ ϕ= = , (6) 

выражение (2) можно упростить: 
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где диапазон пространственных частот 

1σ ≤  соответствует распространяющимся 

волнам. 

Начальная фаза пучка представлена 

на рис. 2 (чёрный цвет – фаза равна 0, бе-

лый – фаза равна π). 

 

Рис. 2 

2. Моделирование в двумерном случае 

2.1. Расчёт с помощью одномерного 

преобразования Френеля 

На рис. 3а-в представлены результа-

ты моделирования распространения света 

после прохождения через зонную пла-

стинку с помощью одномерного преобра-

зования Френеля. 

Как видно из рис. 3а, фоновый шум 

в фокальной плоскости в основном концент-

рируется на отрезке [ 100 , 100 ]x мкм мкм∈ −  

89% энергии. 

На рис. 3б видно, что присутствуют 

дополнительные фокусы, интенсивность в 

которых примерно в 4 раза ниже, чем в 

основном. 

Ширина интенсивности пучка в фоку-

се (рис. 3в) по полуспаду: 

FWHM
 
=

 
0,936 мкм; эффективность 39,5%. 

2.2 Расчёт с помощью одномерного 

непараксиального распространения  

(через угловой спектр плоских волн) 

На рис. 4 показаны результаты моде-

лирования прохождения света через зонную 

пластинку с помощью одномерного непара-

ксиального оператора распространения. 

В дальней зоне дифракции результа-

ты, полученные в 2.1 и 2.2, полностью 

совпадают. 

Кроме того, как видно по рис. 4б, 

использование непараксиального опера-

тора распространения (2) в отличие от (1) 

позволяет получить верную картину в 

ближней зоне дифракции. 

Ширина интенсивности пучка в фоку-

се (рис. 4в) по полуспаду: 

FWHM
 
=

 
0,927 мкм; энергетическая эффек-

тивность 39,8%. 

2.3. Моделирование с помощью  

2D интеграла Релея-Зоммерфельда 

На рис. 5 представлены результаты 

моделирования прохождения света через 

зонную пластинку с помощью интеграла 

Рэлея-Зоммерфельда. 

а)  

б)   в)  
Рис. 3. Моделирование с помощью одномерного преобразования Френеля: общая картина распределения 

амплитуды [10 , 500 ]z мм мм∈ , [ 100 , 100 ]x мкм мкм∈ −  (а), интенсивность  

на оптической оси (б), интенсивность в фокальной плоскости (F=450 мм) (в) 
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а)  б)  

в)  
Рис. 4. Моделирование с помощью одномерного непараксиального оператора распространения 

(распределение интенсивности): на оптической оси в диапазоне от 140 мм до 500 мм (а),  

на оптической оси в диапазоне от 10 мм до 160 мм (б), в фокальной плоскости (450 мм)( в) 

Как видно из рис. 5, ширина интен-

сивности пучка в фокусе (рис. 5в) по по-

луспаду: FWHM
 
=

 
0,927 мкм; эффектив-

ность 40,86%. 

2.4 Моделирование с помощью 

программного пакета BeamPROP 

При помощи программного пакета 

BeamProp (фирмы RSoft Design group, 

США) производился расчёт распростра-

нения света через линзу и далее до фокус-

ной плоскости. Для уменьшения времени 

вычисления сетка бралась с шагом по по-

перечной к направлению распространения 

оси X: 20λ, вдоль оптической оси Y: 

20000λ. Такие шаги сеток были выбраны, 

так как уменьшение шагов дискретизации 

сетки вдвое изменяет результат вычисле-

ний менее чем на 5%. Ширина области 

расчёта была равна апертуре зонных пла-

стинок. 

На рис. 6 представлено распределе-

ние интенсивности рентгеновского излу-

чения вдоль оптической оси и в фокаль-

ной плоскости после прохождения через 

зонную пластинку. 

Как видно из рис. 6, ширина пика 

интенсивности по полуспаду составляет 

0,952 мкм, эффективность по критерию 

FWHM составляет 40,18%. 

Как видно из табл. 1, все четыре ме-

тода дают очень близкие результаты (раз-

личие максимум на 2%), что вполне ожи-

даемо для дальней зоны, в которой прово-

дятся исследования.  

а)    б)  

в)  
Рис. 5. Моделирование с помощью двумерного интеграла Релея-Зоммерфельда (распределение 

интенсивности): на оптической оси в диапазоне от 140 мм до 500 мм (а), на оптической оси в диапазоне 

от 10 мм до 160 мм (б), в фокальной плоскости (450 мм) (в) 
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а)   б)  
Рис. 6. Распределение интенсивности вдоль оптической оси Z (а); распределение интенсивности 

рентгеновского излучения в фокальной плоскости (б) 

Таблица 1. Сводные параметры для второго варианта зонной пластинки (двумерный случай) 

 FWHM Эффективность 

1D преобразование Френеля 0,936 мкм 39,5% 

1D непараксиальное распространение (через уг-

ловой спектр) 
0,927 мкм 39,8% 

2D интеграл Рэлея-Зоммерфельда 0,927 мкм 40,86% 

RSoft BeamProp из пакета FullWave 0,952 мкм 40,18% 

 

Разумеется, использование выраже-

ния (3), как и выражения (2), в данной об-

ласти избыточно по точности и затратно 

по ресурсам, но непараксиальные модели 

были применены для корректного сравне-

ния полученных результатов.  

Упомянутые выше методы применя-

лись в приближении тонкого оптического 

элемента, не учитывающего поглощение и 

отражение на элементе. В пакете FullWave 

учитывается поглощение, но результат 

практически не отличается от других ме-

тодов, так как поглощение в тонком слое 

(толщиной менее 3 мкм) меди, содержа-

щим рельеф, мало. 

3. Моделирование в трёхмерном случае 

3.1. Расчёт с помощью радиального 

преобразования Френеля 

Начальная фаза падающего поля 

представлена на рис. 6а. На рис. 6б-г 

представлены результаты моделирова-

ния распространения рентгеновского из-

лучения после прохождения через зон-

ную пластинку с помощью радиального 

преобразования Френеля: 

( )

( )

2

2

0

0

, exp
2

,0 exp ,
2

ik ik
E z ikz

z z

ikr k r
E r J rdr

z z

∞

 −
= + × 

 

   
×    

  
∫

ρ
ρ

ρ
 (8) 

где ( )0J x  – функция Бесселя нулевого 

порядка. 

Из рис. 7 видно, что неосновные фо-

кусы в отличие от двумерного случая 

имеют большую интенсивность. Рис. 8 

объясняет это явление. 

Из рис. 8 видно, что зонная пластин-

ка фокусирует свет в основной фокус 1F  

за счёт дифракции излучения в первый 

порядок m
 
=

 
1. Второй порядок дифракции 

в сторону оптической оси (m
 
=

 
2) будет 

выходить под углом к нормали 2θ  от ко-

лец с радиусом 1R , и под углом 22θ  от ко-

лец с радиусом 2R . Тогда фокусы для ко-

лец с радиусами 1R  и 2R  будут 3F  и 2F  

соответственно и не будут совпадать. По-

этому при двумерном случае расчёта ос-

новной фокус 1F  имеет наибольшую ин-

тенсивность излучения в центре.  
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а)    б)  

в)    г)  
Рис. 7. Моделирование прохождения рентгеновского излучения через зонную пластинку с помощью 

радиального преобразования Френеля (распределение интенсивности): начальная фаза (а), общая 

картина (б), на оптической оси (в), в различных плоскостях: в фокальной, z
 
=

 
450 мм (жирная линия), 

при z
 
=

 
150 мм (пунктирная линия), и z

 
=

 
50 мм (точечная линия) (г) 

 

Рис. 8. Распространение различных порядков 

на различных расстояниях от центра  

зонной пластинки 

В трёхмерном случае расчёта кольца с 

большим радиусом ( 1R ) имеют большую 

площадь, а следовательно, фокусируют 

больше излучения, нежели кольца с 

меньшим радиусом ( 2R ), поэтому неос-

новные фокусы ( 3F ) имеют большую ин-

тенсивность в отличие от двумерного слу-

чая. Чем меньше период зон, чем они 

ближе к краю, тем более острой фокуси-

ровки излучения можно добиться. Это 

объясняет, что неосновные более близкие 

фокусы ( 3F ) уже по полуспаду интенсивно-

сти, нежели основной фокус 1F . 

3.2. Расчёт с помощью непараксиального 

распространения (через угловой спектр) 

На рис. 9 представлены результаты 

моделирования распространения рентге-

новского излучения после прохождения 

через зонную пластинку с помощью непа-

раксиального оператора распространения. 

По рис. 9a видно, что основная часть 

энергии в спектральной области сосредо-

точена в круге радиуса 0 0,0001σ = , но 

учёт только этих частот в выражении (7) 

приводит к неверному результату в сред-

ней зоне дифракции. Если же сильно уве-

личить радиус учитываемой спектральной 

области, то в дальней зоне вместо гладко-

го распределения будут получаться бие-

ния (рис. 9б). 

Таким образом, для корректного при-

менения выражения (7) необходимо учи-

тывать числовую апертуру каждой зоны. 

Например, для расстояния z
 
=

 
500 мм 

NA
 
=

 
0,0001, а для z

 
=

 
50 мм – в десять раз 

больше. 

В рассмотренных плоскостях ре-

зультаты непараксиального моделирова-

ния практически совпали с результатами 

предыдущего раздела. Использование ин-

теграла Рэлея-Зоммерфельда в трёхмер-

ном случае не имеет смысла, т.к. он тре-

бует значительно больших вычислитель-

ных ресурсов. 
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a)   

б) в)  
Рис. 9. Моделирование с помощью радиального непараксиального распространения: общая картина 

амплитуды [ ]z 10мм,500мм∈ , [ ]x -100мкм,100мкм∈  (a), распределение интенсивности на оптической 

оси в диапазоне от 10000 мкм до 500 мм при 
0

= 0,0002σ  (жирная линия) и 
0

= 0,001σ  (точечная линия) 

(б), в различных плоскостях: в фокальной, z=450 мм (жирная линия), при z=150 мм (пунктирная линия), 

и z=50 мм (точечная линия) (в) 

Моделирование дифракции на зон-
ной пластинке в трёхмерном случае с по-
мощью пакета BeamPROP является очень 
ресурсоёмкой задачей, и невозможной для 
данных условий моделирования. Поэтому 
для получения адекватного результата 
трёхмерный расчёт распространения света 
был аппроксимирован расчётом в двумер-
ном случае, но с источником рентгенов-
ского излучения, излучающего больше 
энергии на краях, чем в центре, так как 
различные радиусы источника в трёхмер-
ном случае будут давать вклад в форми-
рование фокусного пятна. Источник излу-
чения для этого был разбит на 20 кольце-
вых зон, дающих вклад в общее излучение 
пропорционально радиусу зоны, поляри-
зация рентгеновского излучения не учи-

тывалась. На рис. 10 показано распреде-
ление интенсивности в плоскости наблю-
дения, отстоящей от зонной пластинки на 
расстояние 450 мм, рассчитанное с помо-
щью BeamPROP. 

Из табл. 2 видно, что при трёхмер-

ном случае моделирования результат, по-

лученный с помощью программы Beam-

PROP, практически не отличается от ре-

зультатов, полученных другими методами 

в фокальной плоскости. Однако промежу-

точные фокусы в расчётах программой 

BeamPROP значительно менее выражены, 

нежели при расчёте параксиальным и не-

параксиальными методами. Причина это-

го несоответствия результатов является 

темой для дальнейшего исследования. 

а)    б)  

Рис. 10. Распределение интенсивности излучения вдоль оптической оси (а); зависимость интенсивности 

от радиуса в плоскости наблюдения при моделировании распространения света с помощью программы 

BeamPROP (б). Плоскость наблюдения расположена на расстоянии  

450 мм от зонной пластинки 
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Таблица 2. Сравнение результатов для трёхмерного моделирования: FWHM, эффективность 

 Z
 
=

 
450 мм Z

 
=

 
150 мм Z

 
=

 
50 мм 

Параксиальный  1,058 мкм;   31,98% 0,358 мкм;   10,23% 0,117 мкм;  3,57% 

Непараксиальный 1,061 мкм;   31,95% 0,358 мкм;   10,23% 0,118 мкм;  3,45% 

RSoft BeamProp 1,05 мкм; 32,5% (38) 0,29 мкм; 4,3% 0,1 мкм; 0,6% 

 

Заключение 

В данной работе приводятся резуль-

таты моделирования цилиндрической зон-

ной пластинки различными способами: 

одномерное преобразование Френеля, од-

номерное непараксиальное распростране-

ние (через угловой спектр плоских волн), 

двумерный интеграл Рэлея-Зоммерфельда 

и с помощью коммерческого программно-

го пакета BeamPROP, в двумерном и трёх-

мерном случаях. 

Все четыре метода в двумерном слу-

чае дают очень близкие результаты (раз-

личие менее чем на 2%) – в среднем ши-

рина центрального пика по полуспаду от 

максимума интенсивности составила 

0,93 мкм, а полная ширина между нуле-

выми значениями – около 2 мкм, средняя 

энергетическая эффективность – 40%. Не-

параксиальные методы, избыточные по 

точности и затратные по ресурсам, были 

применены для сравнения полученных ре-

зультатов. Данные методы использова-

лись в приближении тонкого оптического 

элемента, не учитывающего поглощение и 

отражение на элементе. 

В пакете BeamPROP эти эффекты 

учитываются, однако полученная им эф-

фективность и ширина пика по критерию 

FWHM практически не отличатся вслед-

ствие малой толщины элемента. В трёх-

мерном случае различие в моделировании 

параксиальным, непараксиальным мето-

дами, и в пакете BeamPROP в случае ос-

новного фокуса на 450 мм получаются 

порядка 25%, что может быть вызвано по-

грешностями из-за разбиения источника 

излучения в программе BeamPROP на 20 

частей для расчёта в приближении трёх-

мерного случая и является предметом для 

дальнейших исследований. 

Учитывая результаты расчёта, мож-

но сделать вывод, что для моделирования 

распространения света через зонную пла-

стинку для рентгеновского диапазона дос-

таточно одномерного преобразования 

Френеля или моделирования прохождения 

света через пластинку в программе Beam-

PROP, если необходимо учитывать по-

глощения. 
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The results of calculation of different modeling methods of radiation propagation calculation after a zone 

plate made of a Cu and Si are shown in the article. The modeling methods are one-dimension Fresnel transfor-

mation, one-dimension non-paraxial propagation method (angle spectrum of flat waves), two-dimension integral 

of Rayleigh-Zommerfeld, RSoft BeamProp software (RSoft design froup, USA). It is shown, that all four meth-

ods give results close each other in the focal plane. 
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