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Рассмотрен итерационный алгоритм расчёта комплексного распределения, распространяющегося 

в свободном пространстве с сохранением структуры и являющегося аппроксимацией некоторого задан-

ного изображения. Алгоритм основывается на том факте, что все бездифракционные распределения 

имеют пространственный спектр, сосредоточенный в узкой кольцевой области.  

Бездифракционные пучки, разложение по функциям Бесселя, кольцевой пространственный 

спектр, итерационный алгоритм.  

Введение 

Самыми известными среди безди-

фракционных пучков являются моды Бес-

селя – решение уравнения Гельмгольца в 

цилиндрических координатах [1, 2]. Так-

же недавно в оптическом сообществе бы-

ли рассмотрены пучки Матье для эллип-

тической системы координат [3] и пара-

болические – в параболической системе 

координат [4], а также обобщающее се-

мейство – пучки Гельмгольца-Гаусса [5].  

Повышенный интерес к разработке 

новых по сравнению с бесселевым реше-

ний волнового уравнения связан с огром-

ным успехом бездифракционных пучков в 

различных приложениях. Значительное 

увеличение расстояния компактной кон-

центрации пучка (увеличение глубины, 

протяжённости фокуса) у Бесселевых 

пучков по сравнению с Гауссовыми ис-

пользуется: при выравнивании и измере-

нии прямолинейности на очень больших 

расстояниях, при этом бездифракционные 

пучки демонстрируют гораздо меньшую 

чувствительность к атмосферной турбу-

лентности, чем другие типы пучков; при 

формировании изображений протяжённых 

или движущихся объектов, что особенно 

актуально в медицине, а также для нераз-

рушающего исследования материалов и 

устройств; в метрологии – для сканирую-

щих и интерференционных оптических 

систем; для одновременного захвата и ма-

нипулирования несколькими микрообъек-

тами, разделёнными небольшим расстоя-

нием вдоль оси распространения пучка. 
Формирование бездифракционных 

пучков исторически часто начиналось со 
спектра, который, как правило, имеет 
очень компактный вид: т.к. бездифракци-
онные пучки имеют бесконечную попе-
речную протяженность, то их спектр 
стремится к дельта-функции. Примерами 
могут служить плоские и бесселевы моды: 
именно с помощью кольцевой щели в 
спектральной плоскости был физически 
реализован в схеме Durnin’а бесселевый 
пучок нулевого порядка [6]. Такая схема 
является малоэффективной, т.к. через уз-
кую кольцевую щель в экране проходит 
лишь незначительная часть энергии па-
дающего пучка. Формирование бесселевых 
пучков с помощью аксиконов [7] или ди-
фракционных оптических элементов 
(ДОЭ) [8, 9] энергетически значительно 
выгоднее.  

В работах [10-12] был рассмотрен 
простой способ энергетически эффективно-
го формирования различных бездифракци-
онных лазерных пучков с помощью час-
тичного диафрагмирования кольцевого 
пространственного спектра. Формировать 
такой спектр можно с помощью одного фа-
зового ДОЭ [11, 12]. 
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Известный итерационный алгоритм 
расчёта ДОЭ для формирования безди-
фракционных лазерных пучков [13] осно-
ван на использовании разложения эталон-
ного изображения по ограниченному на-
бору функций Бесселя. 

В данной работе рассмотрен итера-

ционный алгоритм расчёта, позволяющий 

рассчитывать бездифракционные аппрок-

симации заданного изображения на осно-

ве диафрагмирования пространственного 

спектра узким кольцом. За счёт варьиро-

вания комплексного распределения в 

спектральном кольце во время итераци-

онного процесса достигается лучшая ап-

проксимация исходного изображения, чем 

в итерационном алгоритме, основанном 

на разложении по функциям Бесселя. 

Также разработанный алгоритм позволяет 

находить компромиссное решение между 

точностью аппроксимации эталона и рас-

стоянием сопротивления сформированно-

го пучка эффектам дифракции. 

Описание итерационного алгоритма 

В работе [13] был рассмотрен итера-

ционный алгоритм расчёта ДОЭ для фор-

мирования бездифракционных лазерных 

пучков, основанный на использовании 

разложения эталонного изображения по 

ограниченному набору функций Бесселя. 

При разложении заданного изображения 

( , )A r φ  по функциям Бесселя ( )mJ rα  с 

одинаковым параметром α , который со-

ответствует радиусу узкого кольца в Фу-

рье-спектре, получается аппроксимация 

эталонного изображения ( , )f rα φ . Затем 

используется следующий итерационный 

алгоритм: 

( 1)

( )

( , )

arg ( )exp( ) ,

k

M
k

m m

m M

r

C J r im

ϕ φ

α φ

+

=−

=

 
= − 

 
∑

 (1) 

2

( ) ( )

0 0

( , ) ( )

exp( ) ,

R

k k

m m m
C A f r J r

im r dr d

π

α φ α

φ φ

= ×

× ⋅

∫ ∫  (2) 

где k – номер итерации, [0, ]k K∈ . 

В таком алгоритме точность аппрок-

симации зависит от числа членов в конеч-

ной сумме (1) и выбранного параметра 

бесселевых функций α, который опреде-

ляет радиус узкого кольцевого простран-

ственного спектра функций Бесселя. Сво-

бодными параметрами, обеспечивающими 

сходимость итерационного процесса, яв-

ляются комплексные коэффициенты раз-

ложения. 

В данной работе предлагается иной 

алгоритм итерационного расчёта, в кото-

ром аппроксимация некоторого изобра-

жения, заданного амплитудой A(x,y), так-

же зависит от радиуса выбираемого в 

спектре кольца, но не зависит от числа 

членов разложения. 

Для расчёта бездифракционных рас-

пределений используется последователь-

ность этапов расчёта, представленная в 

блок-схеме (рис. 1). На этапе 1 осуществ-

ляется считывание входных данных алго-

ритма. Входное распределение амплитуды 

A(x,y) в объектной плоскости, представ-

ляющее собой заданное изображение, мо-

жет задаваться как программно, так и счи-

тываться из файла. Значение фазы в объ-

ектной плоскости ϕ(x,y) на первом шаге 

выбирается либо случайным, либо задаёт-

ся из определенных соображений, напри-

мер, используется вихревая зависимость 

( )( , ) arctg /x y m y xϕ = , m – целое. На сле-

дующих итерациях фаза в объектной 

плоскости, являясь свободным парамет-

ром, обеспечивает сходимость итерацион-

ного процесса. Также свободным пара-

метром является распределение в узком 

кольце пространственного спектра. Оче-

видно, что в таком алгоритме число сте-

пеней свободы можно легко увеличивать 

за счёт увеличения числа отсчётов в объ-

ектной плоскости и в пространственном 

кольце. Это значительно проще, чем уве-

личивать число членов разложения в (1).  

Блок-схема предлагаемого алгорит-

ма приведена на рис. 1. 
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Рис. 1. Блок-схема алгоритма 

Варьируемыми параметрами алго-

ритма являются радиусы спектрального 

кольца: внутренний (r1) и внешний (r2). На 

втором этапе осуществляется инициали-

зация данных для начала работы итераци-

онного процесса. Этап 3 является первым 

в итерационном процессе, на нём осуще-

ствляется замена амплитуды комплексно-

го распределения в объектной плоскости 

эталонным значением амплитуды. На 4 

этапе осуществляется переход в спек-

тральную плоскость. На 5 этапе в спек-

тральной плоскости вырезается кольцо с 

радиусами r1 и r2, т.е. значения вне этого 

кольца обнуляются. 6 этап – последний 

этап в итерационной процедуре, который 

состоит в выполнении обратного преобра-

зования Фурье вырезанного (кольцевого) 

спектра. Принятие решения об окончании 

процесса (7 на блок-схеме) может выпол-

няться интерактивно, заданием числа ите-

раций или достижением некоторого кри-

терия, например, уровня среднеквадра-

тичного отклонения. 
Действие алгоритма основано на сле-

дующем факте: если вся энергия Фурье-
спектра расположена на окружности, то 
распределение является бездифракцион-
ным [11]. Т.к. спектр «обычных» изобра-
жений как правило низкочастотный (ос-
новная энергия сосредоточена в нулевой 
частоте), то выбор того или иного радиуса 
спектрального кольца выполняется эмпи-
рически: с одной стороны, чем больше ра-
диус, тем больше степеней свободы для 
итерационного процесса, но с другой сто-
роны, тем меньше корреляция с реальным 
спектром заданного изображения. Из при-
ведённых рассуждений следует, что изо-
бражения, имеющие множество мелких де-
талей, будут более «удачными» для безди-
фракционной аппроксимации. 

Очевидно, что алгоритм является за-
тратным по времени ввиду многократных 
операций (их количество равно 2K) пре-
образований Фурье. Но эта проблема ре-
шается использованием алгоритма БПФ. 

Сравнение алгоритмов 

В данном разделе проведено сравне-
ние разработанного итерационного алго-
ритма, основанного на выделении кольце-
вого спектра, с алгоритмом разложения по 
функциям Бесселя (1)-(2).  

Результаты аппроксимации изобра-
жения «квадрат» (рис. 2а) различными ал-
горитмами показаны на рис. 2.  

Алгоритм (1)-(2) был использован 
дважды: для случая, когда количество ите-
раций равно K = 1 (соответствует разложе-
нию эталона по функциям Бесселя), при 
этом в сумме (1) использовалось 
2M + 1 = 141 членов и был использован 

параметр α = 5 мм
−1

 (рис. 2б). Также этот 
алгоритм был использован с количеством 
итераций К = 30, с тем же числом членов в 
сумме (1) и параметром бесселевых функ-

ций α = 54 мм
−1

 (рис. 2в). 
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При расчёте комплексной функции 

пропускания бездифракционного изобра-

жения по алгоритму, использующему 

спектральное кольцо, было выполнено 

100 итераций (рис. 2г). Из рис. 2 видно, 

что предлагаемый алгоритм позволяет по-

лучить более близкую аппроксимацию, 

чем разложение по бесселевым функциям. 

Исследование работы алгоритма 

В табл. 1 представлены результаты 

применения алгоритма для различных 

входных распределений. При расчете ис-

пользовались эталонные изображения 

размером 512×512 пикселей и производи-

лось 30 итераций согласно алгоритму. Из 

табл. 1 видно, что алгоритм действитель-

но позволяет получать аппроксимацию 

исходного распределения, при этом схо-

димость (графики на рис. 3) для изобра-

жений с более мелкими деталями лучше, 

чем для «обычных». 

    

  а) б) в) г) 

Рис. 2. Результаты аппроксимации заданного изображения (а) с помощью различных алгоритмов  

для расчёта бездифракционных пучков: при использовании разложения по функциям Бесселя (б) и (в),  

на основе выделения узкого спектрального кольца (г) 

Таблица 1. Результат работы предлагаемого алгоритма над различными типами изображений 

Эталон 

(интенсивность и фаза) 

Спектр в конце итераций 

(интенсивность и фаза) 

Бездифракционное  

изображение  

(интенсивность, фаза, СКО) 

      

δ=54,84% 

      

δ=37,46% 

      

δ=37,45% 
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В табл. 2 показано распространение 
рассчитанных бездифракционных пучков, 
аппроксимирующих в поперечном сечении 
заданное изображение. Видно, что до не-
которого расстояния пучки сохраняют 
структуру заданного изображения, затем 
эта структура разрушается. В дальней зоне 

(z = ∞) интенсивность пучка принимает 
вид спектра. 

Очевидно, что сходимость алгорит-

ма улучшится при увеличении числа сте-

пеней свободы, в частности, при увеличе-

нии числа отсчётов, что подтверждают ре-

зультаты расчётов, приведенные в табл. 3.  

Таблица 2. Распространение бездифракционных изображений 

Интенсивность Начальная 

фаза Z = 0 Z = 30 мм Z = 65 мм Z = ∞ 

Случайная 

    

Сингулярная 

    

Таблица 3. Зависимость погрешности аппроксимации от размера эталонного изображения «крест» 

Размер  

изображения 

Бездифракционная  

аппроксимация  

(фаза, интенсивность) 

Количество ите-

раций, СКО 

256 × 256 

 

K = 30; 

δ=50% 

512 × 512 

 

K = 60; 

δ=31,6% 

1024 × 1024 

 

K = 100; 

δ=28,25% 

2048 × 2048 

 

K = 100; 

δ=23,08% 
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а)        б)  
Рис. 3. График сходимости для эталонного изображения «крест» (а) и «треугольник» (б) 

 

На рис. 4 показан график сходимо-

сти алгоритма при использовании эталон-

ного изображения размером 2048 × 2048 – 

видно, что после 30 итераций алгоритм 

вошёл в стагнацию и для дальнейшего 

уменьшения погрешности аппроксимации 

эталонного изображения необходимо ис-

пользовать другие возможности увеличе-

ния степени свободы, в частности, увели-

чение ширины спектрального кольца. При 

этом нужно иметь в виду ухудшение без-

дифракционных свойств формируемых 

пучков. 

 

Рис. 4. Зависимость погрешности от номера 

итерации алгоритма для изображения «крест» 

размером 2048×2048 пикселей 

Исследование зависимости погреш-

ности от толщины кольца производилось 

для изображения «треугольник» размером 

512 × 512 пикселей, со случайно сгенери-

рованной фазой. При этом радиусы колец 

варьировались от 20 до 240 пикселей с 

шагом в 20 пикселей. Из рис. 5 видно, что 

чем больше размер кольца, тем меньше 

погрешность аппроксимации заданного 

изображения, что объясняется большим 

числом отсчётов, попадающих в кольцо, и 

как следствие, большим числом степеней 

свободы. 

 
Рис. 5. График зависимости погрешности 

алгоритма от размера спектрального кольца 

Заключение 

В работе предложен итерационный 

алгоритм расчёта бездифракционных ла-

зерных пучков, аппроксимирующих в по-

перечном сечении заданное амплитудное 

распределение, основанный на диафраг-

мировании пространственного спектра уз-

ким кольцом. Алгоритм отличается от су-

ществующих итерационных алгоритмов 

гибкостью в достижении компромисса 

между качеством аппроксимации эталон-

ного изображения и бездифракционными 

свойствами сформированного изображе-

ния. При этом качество аппроксимации 

оказывается лучше, чем при использова-

нии известного алгоритма разложения по 

функциям Бесселя. Такой результат дос-

тигается за счёт того, что фактически в 

итерационный процесс включаются все-

возможные бездифракционные распреде-

ления, которые позволяют получить луч-

шее качество аппроксимации. Параметры 

спектрального кольца являются основны-

ми варьируемыми параметрами при ис-

пользовании алгоритма. В работе были по-

лучены следующие закономерности: 

– увеличение числа отсчётов обеспечи-

вает увеличение степеней свободы, что 
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положительно сказывается на всех харак-

теристиках алгоритма; 

– увеличение толщины спектрального 

кольца при неизменном внутреннем ра-

диусе позволяет получить лучшую ап-

проксимацию эталонного изображения, но 

при этом сокращается расстояние безди-

фракционного распространения сформи-

рованного пучка; 

– увеличение радиуса кольца позволяет 

улучшать аппроксимацию исходного изо-

бражения без ухудшения бездифракцион-

ных характеристик пучка, если заданное 

изображение имеет много мелких деталей. 
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