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На тестовых световых полях, содержащих угловые гармоники и моды Гаусса-Эрмита, проведено 

моделирование работы оптической системы, содержащей многопорядковые ДОЭ, согласованные с 

функциями Цернике. Проведено исследование устойчивости системы к различным отклонениям условий 

эксперимента от идеальных. Проведено качественное сравнение результатов моделирования и натурного 

эксперимента. 

Фазовый многопорядковый фильтр Цернике, натурные эксперименты, разложение гауссовых 

мод, угловые гармоники. 

Введение 

Очень близкой к задаче генерации 
световых полей является задача их анали-
за, в частности, разложения по некоторо-
му ортогональному базису. Если спек-
тральное разложение можно выполнять с 
помощью сферической линзы, то для дру-
гих базисов в классической оптике не су-
ществует соответствующих приборов. По-
этому создание дифракционных опти-
ческх элементов (ДОЭ), выполняющих 
разложение по заданным ортогональным 
функциям, является актуальной задачей 
[1, 2]. 

В задаче инвариантного к повороту 
анализа световых полей целесообразно 
использовать пространственные фильтры, 
разделяющие когерентное световое поле 
на отдельные дифракционные состав-
ляющие специальных ортогональных ба-
зисов, содержащих угловые гармоники. 
Под угловыми гармониками понимаются 
комплексные функции с единичным мо-
дулем и линейной зависимостью от по-

лярного угла exp(imφ) [3, 4]. Такие гармо-
ники появляются, например, в Бессель-
оптике при оптическом выполнении пре-
образования Ханкеля высшего порядка, 
или при генерации бесселевых или гауссо-
вых мод. Многоканальный ДОЭ, согласо-

ванный с такими модами, может использо-
ваться как генератор этих мод в различных 
дифракционных порядках [5-7]. 

В данной работе с помощью фазово-
го многопорядкового пространственного 
фильтра анализируются лазерные пучки 
на основе разложения поля по базису ор-
тогональных круговых полиномов Церни-
ке [8]. Сферическая линза фактически иг-
рает роль Фурье-анализатора, так как она 
разлагает световое поле на плоские волны 
или пространственные Фурье-гармоники. 
Аналогично, комбинация "линза+ДОЭ" 
может быть названа Цернике-анализато-
ром если данный оптический элемент рас-
кладывает лазерный свет по базису функ-
ций Цернике [9].  

Разложение Цернике удобно исполь-
зовать при инвариантном к повороту рас-
познавании изображений, так как поворот 
анализируемого изображения не приведет 
к изменению экспериментально измерен-
ных модулей коэффициентов [10]. Свой-
ство инвариантности базиса функций 
Цернике связано с факторизацией этих 
функций на радиальную и угловую со-
ставляющие, причем последняя имеет вид 
угловых гармоник. 

На тестовых световых полях, содер-
жащих угловые гармоники и моды Гаусса-
Эрмита, проведено моделирование работы 
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оптической системы, содержащей много-
порядковые ДОЭ, согласованные с функ-
циями Цернике при различных отклонени-
ях условий эксперимента от идеальных, и 
проведено качественное сравнение резуль-
татов моделирования и натурного экспе-
римента. 

1. Многопорядковый дифракционный 

оптический элемент, согласованный 

с функциями Цернике 

Существует полное множество орто-

гональных функций с угловыми гармони-

ками в круге радиуса R. Это круговые по-

линомы Цернике [8]: 
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причём, |m| ≤ n, n-m – чётное. 

Разложение светового поля с ком-

плексной амплитудой E (r, φ) в ряд по 

функциям записывается в виде 
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В плоскости пространственного Фу-

рье-спектра, который может быть сфор-

мирован с помощью сферической линзы с 

фокусным расстоянием f, комплексную 

амплитуду светового поля 

F (ρ, θ) = ℑ [E (r, φ)], можно представить в 

виде разложения по функциям Цернике: 
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Интеграл берётся в явном виде: 
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Из уравнения видно, что при n > 0 

комплексная амплитуда в центральных 

точках ρ = 0 равна нулю:  
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Из последнего уравнения также сле-

дует, что дифракционные порядки, соот-

ветствующие базисным функциям с раз-

личными номерами m, но одинаковыми 

номерами n, будут иметь похожие ди-

фракционные картины (кольцевые струк-

туры при n > 0) в Фурье-плоскости: 

1

2

1

2 2
( )

nm n
W R J R R

f f

π π
ρ ρ ρ

λ λ

−

+

   
= ⋅   

   
.   

Заметим, что так как 0

0 ( ) 1R r = , базис 

полиномов Цернике содержит единицу в 

качестве члена разложения. Это означает, 

что если осветить ДОЭ, согласованный с 

функциями Цернике плоской волной с 

амплитудой E (r, φ) = 1, окажется, что 

только один коэффициент разложения бу-

дет ненулевым: 
2

00 0C ≠ . Появление не-

нулевых значений в других порядках бу-

дет означать обнаружение соответствую-

щих аберраций. 

ДОЭ, формирующие несколько мо-

довых пучков в разных дифракционных 

порядках, применяются как пространст-

венные фильтры для анализа поперечного 

модового состава света и для одновре-

менного ввода света в набор волокон. 

Если ДОЭ, у которого функция про-

пускания представлена в виде линейной 
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комбинации ограниченного числа базис-

ных функций Ψnm (x, y) с различными не-

сущими пространственными частотами: 
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совмещён со сферической линзой и осве-

щён световой волной W (x, y), то интен-

сивность света в заданных точках фокаль-

ной плоскости с пространственными час-

тотами (αnm , βnm) будет приближённо про-

порциональна квадратам модулей коэф-

фициентов разложения wnm светового поля 

по этому базису: 
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При освещении ДОЭ с комплексной 

функцией пропускания (1) плоской вол-

ной в спектральной плоскости линзы в 

каждом дифракционном порядке сформи-

руются Фурье-образы соответствующих 

базисных функций Ψnm (x, y):  
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где ˆ ( , )nm u vΨ  – Фурье-образ функций 

Ψnm (x, y). 

2. Исследование устойчивости действия 

многопорядкового фильтра, 

согласованного с функциями Цернике, 

к погрешностям освещающего пучка 

Перед проведением натурных экспе-

риментов с фильтром Цернике необходи-

мо оценить требования к точности  со-

блюдения внешних параметров экспери-

мента. Чаще всего встречаются отклоне-

ния, связанные с погрешностями осве-

щающего пучка. В этом подразделе ис-

следуется влияние отклонений размера и 

децентрирования освещающего пучка.   

Параметры моделирования были 

выбраны следующие: 800 пикселов по ра-

диусу r и 800 пикселов по углу φ, 

R = 1 мм, λ = 633 нм, f = 150 мм. Итера-

тивными методами [1,2] был рассчитан 

20-канальный фазовый ДОЭ, согласован-

ный с функциями Цернике с номерами 

(n, m):  n, m = 0,5 .  

На рис. 1 показаны результаты мо-

делирования при точном соответствии ос-

вещающего пучка параметрам, заложен-

ным при расчете ДОЭ. Показаны: полуто-

новая фаза ДОЭ (рис. 1a), 20 дифракци-

онных порядков, сформированных в час-

тотной плоскости линзы (рис. 1б), и их 

соответствие номерам (n, m) (рис. 1в). 

Из рис. 1 видно, что анализатор 

расщепляет падающий плоский пучок на 

20 пучков, причем интенсивность в цен-

тральных точках всех порядков нулевая. 

Это означает, что освещающий волновой 

фронт не имеет аберраций. 

Исследуем далее влияние отношения 

радиуса входного пятна 1R  и радиуса 

фильтра Цернике 2R . 

На рис. 2а видно, что при превыше-
нии радиуса пучка по отношению к радиу-
су фильтра качественных изменений в кар-
тине распределения интенсивности не 
происходит. Появляется лишь нулевой по-
рядок, но в центрах остальных порядков 
по-прежнему нули. Существенно отлича-
ется случай, когда освещающий пучок по-
крывает фильтр не полностью. При этом 
появляется ненулевая интенсивность в 
центральных точках дифракционных по-
рядков с номерами (2, 0) и (4, 0). В резуль-
тате дальнейшего уменьшения радиуса 
пучка большая часть энергии сосредоточи-
вается  в этих дифракционных порядках. 
Это явление можно интерпретировать как 
появление соответствующих аберраций 
волнового фронта. 

Также исследовалось смещение цен-

тра освещающего пучка относительно 

центра фильтра Цернике. Моделирова-

лись два случая: малое и значительное 

смещение. В первом случае центр пучка 

был смещен на 0,125 мм, что соответству-
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ет 0,125 2R . Во втором же случае, центр 

был смещен на 0,875 мм, что соответству-

ет 0,875 2R . 

а)  б)  в)  

Рис. 1 Полутоновая фаза ДОЭ (a), распределение интенсивности при освещении плоской волной (б), 

соответствие номеров (n,m) расположению дифракционных порядков (в) 

a)  б)  в)  

Рис. 2. Распределение интенсивности при 
1 2

R R 1 2=

  

(а), при уменьшении радиуса  

освещающего пучка на 15% от радиуса элемента (б), при дальнейшем уменьшении (в) 

Легко заметить, что смещение цен-

тра освещающего пучка приводит к вы-

рождению колец в точки. Образуются 

ложные пики в центрах дифракционных 

порядков. Также наблюдается зависи-

мость степени вырождения от номера m 

дифракционного порядка. Чем меньше 

номер m, тем значительнее влияние 

смещения. 

3. Сравнение результатов  

моделирования оптической системы  

с натурными экспериментами  

на тестовых световых полях 

Рассчитанный многопорядковый 

фильтр, согласованный с функциями 

Цернике, был изготовлен по технологии 

электронной литографии с помощью 

травления полиметилметакрилата, нане-

сенного на подложку из кварцевого 

стекла. Изготовленный оптический эле-

мент имеет бинарный рельеф высотой 

690 нм, что является почти оптимальной 

высотой для плавленого кварца (матери-

ал подложки n = 1,46) при использова-

нии освещающего излучения с длиной 

волны λ = 632,8 нм. Диаметр ДОЭ 

4,8 мм, шаг дискретизации 3 мкм. 

В первой серии натурных экспери-

ментов исследовалось оптическое раз-

ложение световых пучков мод Гаусса-

Эрмита (ГЭ) и их суперпозиций по бази-

су функций Цернике. Для формирования 

мод и суперпозиций ГЭ использовались 

частично кодированные ДОЭ, реали-

зующие соответствующие моды [11]. 

Такие ДОЭ формируют моды ГЭ в нуле-

вом порядке дифракции, причем точ-

ность формирования повышается с рос-

том расстояния, на котором формируется 

мода и достигает максимума в дальней 

зоне дифракции. Однако эксперименты 

показывают, что приемлемая точность 

достигается уже на расстояниях в 

100 - 150 мм при размере фильтра около 

4,8 мм. На рис. 4 приведены фазовые 

функции использовавшихся фильтров.  
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а)   б)  

Рис. 3. Распределения интенсивности при смещении на 0,125
2

R  (а) и на 0,875
2

R  (б)  

а)     б)     в)  

Рис. 4. Фазовые функции ДОЭ для формирования мод ГЭ:  

(1,0) (а), (1,1) (б), (0,0)+(2,2)+(4,4) (в) 

С учётом вышесказанного была со-
брана оптическая схема эксперимента, 
показанная на рис. 5. 

Использовался гелий-неоновый ла-
зер ЛГН-215. Расширитель пучка вклю-
чал 8× микрообъектив, диафрагму 50 мкм 
и коллимирующий объектив с фокусным 
расстоянием 150 мм. ДОЭ1 служит для 
формирования моды ГЭ, а ДОЭ2 – анали-
затор Цернике. Фокусное расстояние Фу-
рье-объектива 300 мм. Размер пиксела 
ПЗС-камеры Videoscan VS-54 около 
4 × 6 мкм. Экспериментальные исследо-
вания показали, что расстояние 
d = 150 мм вполне достаточно для фор-
мирования моды, и при увеличении рас-
стояния никаких существенных измене-
ний не происходит. На приводимых далее 
рисунках показаны промоделированные 
расчетные и экспериментальные распре-
деления интенсивности, полученные с 
модами ГЭ (1, 0), (1, 1) и суперпозицией 
(0, 0) + (2, 2) + (4, 4), а также сечения 

распределений интенсивности в некото-
рых дифракционных порядках. На этом 
рисунке и далее на всех рисунках, отно-
сящихся к модам ГЭ, экспериментальные 
распределения интенсивности получены 

при повороте фильтра Цернике на 45° и 
зеркальном отображении картины отно-
сительно промоделированных распреде-
лений интенсивности. Это, как видно из 
картин, не привело к изменению распре-
делений интенсивности в дифракцион-
ных порядках, что подтверждает инвари-
антность данного фильтра к вращению. 

На рис. 6 видно, что максимумы в 
порядках с номерами (1, 1) и (1, -1) воз-
никают как на расчетных, так и на экс-
периментальных распределениях интен-
сивности. Однако на экспериментальных 
распределениях имеется нулевой поря-
док. Как было установлено выше 
(рис. 2), это происходит вследствие 
большего, чем фильтр, размера анализи-
руемого пучка. Кроме того, имеются бо-
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лее заметные, чем в расчёте, максимумы 
в порядках (3, -1) и (3, 1), что можно 
объяснить достижением насыщения в 
порядках (1, 1) и (1, -1) (видно на сече-
ниях распределений интенсивности). В 
остальных же порядках существенных 
отклонений от расчёта нет. 

На рис. 7 приведены аналогичные 
распределения для моды ГЭ (1, 1). Здесь 
мы также видим хорошее согласование 
расчетных и экспериментальных данных. 
Только порядки со вторым индексом -2 
реагируют на моду ГЭ (1, 1), причём со-
отношение высоты пиков в центре соот-

ветствующих распределений на этот раз 
близко к расчётному. 

С целью экспериментальной про-
верки свойства инвариантности к вра-
щению фильтра Цернике аналогичные 
распределения были получены при по-

вороте входного пучка на 45° (рис. 8). 
Виден синхронный поворот распределе-
ний интенсивности во всех дифракцион-
ных порядках, но интенсивности в цен-
трах порядков (2, -2) и (4, -2), а именно 
они подлежат измерению, остаются не-
изменными. 

 
Рис. 5. Оптическая схема для исследования мод ГЭ, формируемых в нулевом порядке 

  

  
            (1,-1)                                                                        (1,1) 

  
            (3,-1)                                                                        (3,1) 

Рис. 6. Расчётное (слева) и экспериментальное (справа) распределение интенсивности в Фурье-

плоскости при освещении 20-канального фильтра Цернике  пучком, согласованным с модой ГЭ (0,1), а 

также экспериментальные сечения интенсивности некоторых дифракционных порядков 
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          (2,-2)                                                        (4,-2) 

Рис. 7. Расчётное (слева) и экспериментальное (справа) распределение интенсивности в Фурье-

плоскости при освещении 20-канального фильтра Цернике пучком, согласованным с модой ГЭ (1,1),  

а также экспериментальные сечения интенсивности некоторых дифракционных порядков 

  

Рис. 8. Расчётное (слева)  и экспериментальное (справа) распределение интенсивности  

в Фурье-плоскости при освещении 20-канального фильтра Цернике плоским пучком,  

согласованным с модой ГЭ (1,1), повёрнутой на 45° 

На рис. 9, 10 показаны результаты 

оптического разложения трёхмодового 

пучка, содержащего моды ГЭ 

(0, 0) + (2, 2) + (4, 4) по функциям Церни-

ке. Присутствуют все четыре корреляци-

онных пика, предсказываемых расчётом, 

а именно в порядках (4, 4), (4, -4) и в 

обоих порядках (2, 0). Поворот входного 

пучка на 45° приводит к аналогичным 

предыдущему случаю последствиям. Та-

ким образом, 20-канальный фильтр Цер-

нике инвариантен к повороту на 45° при 
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взаимодействии с пучками, согласован-

ными с модами Гаусса-Эрмита и их су-

перпозициями. 

4. Моделирование  

и экспериментальное исследование 

оптической системы при входном 

пучке, согласованном с вихревыми 

модами 

В задаче распознавания изображе-

ний инвариантных к их повороту в плос-

кости наблюдения целесообразно исполь-

зовать пространственные фильтры, разде-

ляющие когерентное световое поле на от-

дельные дифракционные составляющие 

специальных ортогональных базисов, со-

держащих угловые гармоники (УГ). УГ 

описывает сингулярность фазы волнового 

фронта, т.к. при обходе вокруг центра по-

лярной системы координат фаза приобре-

тает набег, равный 2πm, m - номер УГ. 

Световые поля, содержащие УГ, обладают 

орбитальным угловым моментом и могут 

быть использованы для вращения захва-

ченных в световой пучок микрочастиц 

[13, 14].  

Отдельные УГ удобно формировать 

с помощью фазового ДОЭ в разных по-

рядках дифракции. Фазовая маска одного 

из таких ДОЭ и результат его действия 

при освещении плоским пучком приведе-

ны на рис. 11. 

При анализе световых пучков, рас-

пространяющихся под некоторыми угла-

ми к оптической оси, в натурном экспе-

рименте требуется небольшая модифика-

ция оптической схемы, показанная на 

рис. 12. Отличием такой схемы от показан-

ной на рис. 5 является подвижное крепле-

ние ДОЭ, согласованного с функциями 

Цернике (ДОЭ2). ДОЭ1 формирует набор 

УГ в разных частях выходной плоскости, а 

ДОЭ2 путем перемещения может быть со-

вмещен с любой из них. Такой вариант 

схемы является более удобным, чем пока-

занный на рис. 5, поскольку отпадает необ-

ходимость в смене формирующих фильт-

ров. Результаты вычислительных и натур-

ных экспериментов по оптическому разло-

жению световых полей, содержащих угло-

вые гармоники с помощью 20-канального 

ДОЭ, согласованного с функциями Церни-

ке, приведены далее на рис. 13, 14. 

 

  

Рис. 9. Расчётное (слева)  и экспериментальное (справа) распределение интенсивности  

в Фурье-плоскости при освещении 20-канального фильтра Цернике пучком,  

согласованным с суперпозицией мод ГЭ (0,0)(2,2),(4,4) 
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Рис. 10. Расчётное (слева)  и экспериментальное (справа) распределение интенсивности  

в Фурье-плоскости при освещении 20-канального фильтра Цернике пучком,  

согласованным с суперпозицией мод  ГЭ (0,0)(2,2),(4,4), повёрнутой на 45° 

а)  б)  

Рис. 11. Фазовая маска ДОЭ для формирования различных УГ в разных порядках дифракции (а) 

и сформированное им поле интенсивности (б) 

 

Рис. 12. Оптическая схема установки для анализа угловых гармоник,  

формируемых в различных порядках дифракции 
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(3,-3) 

Рис. 13. Расчётное (слева)  и экспериментальное (справа) распределение интенсивности в Фурье-

плоскости при освещении 20-канального фильтра Цернике пучком, содержащим угловую гармонику  

с m=3, а также расчетное сечение интенсивности дифракционного порядка (3,-3) 

  

Рис. 14. Расчётное (слева)  и экспериментальное (справа) распределение интенсивности  

в Фурье-плоскости при освещении 20-канального фильтра Цернике пучком,  

содержащим гармонику 7 

На рис. 13 видно, что интенсивность 
не нулевая в центральной точке единст-
венного дифракционного порядка с номе-
ром (3, -3), что соответствует сопряжён-
ному значению номера гармоники. Экспе-
риментальная картина повернута относи-

тельно промоделированной на 45°. Пово-

рот фильтра на 45° к качественным изме-
нениям в распределении интенсивности 
не приводит. Таким образом, имеется ка-
чественное согласие теории и эксперимен-
та. 

Результаты эксперимента для гар-
моники 7 приведены на рис. 14. 
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Здесь также видно качественное со-
гласие теории и эксперимента. Корреля-
ционных пиков нет, т.к. порядки с m = 7 
в 20-канальном ДОЭ отсутствуют.  

Заключение 

Исследована качественная зависи-
мость поведения оптической системы, со-
стоящей из 20-канального фильтра Цер-
нике и линзы при отклонении от идеаль-
ных условий. Обнаружено, что данная 
система работоспособна при превышении 
размера пучка по сравнению с идеальным, 
но теряет работоспособность при умень-
шении размера пучка. Также было пока-
зано, что данная система восприимчива к 
смещениям пучка относительно центра 
элемента.  

Исследовано прохождение светового 
пучка, согласованного с модами ГЭ (0, 1), 
(1, 1), суперпозицией мод ГЭ (0, 0)+(2, 2)+ 
+(4, 4), а также УГ (3) и (7). Было показа-
но, что данная система инвариантна к по-
вороту. Результаты моделирования хоро-
шо согласуются с экспериментальными 
данными.  
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