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Исследована устойчивость аксиально симметричного стационарного несжимаемого закрученного 

течения с радиальным скачком плотности относительно малых спиральных возмущений. Получены за-
висимости частоты и инкремента возмущений от параметра закрутки, аксиального волнового числа и 
скачка плотности газа. Показано, что частота возмущения увеличивается, а его инкремент уменьшается с 
увеличением градиента плотности среды. 

 
Закрученный поток, дисперсия, неустойчивость. 

 
Исследованию устойчивости вихре-

вых течений различного типа посвящено 
весьма значительное число работ, что свя-
зано как с наличием большого количество 
прикладных задач, так и с фундаменталь-
ными проблемами, так как развитие не-
устойчивостей приводит к формированию 
сложной нелинейной структуры потока, в 
частности, к формированию крупномас-
штабных структур, например, прецесси-
рующего вихревого ядра [1−3]. Известно, 
что в вихревых течениях могут развивать-
ся три основных типа неустойчивостей: 
Кельвина−Гельмгольца, связанная с нали-
чием градиента скорости потока; центро-
бежная, связанная с наличием скачка ази-
мутальной скорости; Релея−Тейлора, воз-
никающая при наличии скачка плотности 
течения. Устойчивость гомогенных вих-
ревых течений исследована довольно по-
дробно. В работах [4, 5] были получены и 
численно проанализированы дисперсион-
ные соотношения для бесконечно малых 
возмущений вихря Рэнкина с аксиальны-
ми течениями в радиально-
неограниченной несжимаемой невязкой 
среде постоянной плотности. Показано, 
что дисперсионные кривые имеют вид, 
характерный для волн отрицательной 
энергии [6], так что при ненулевой за-
крутке в докритической области значений 
волновых чисел существуют две 

нейтрально устойчивые волны, а в сверх-
критической области – неустойчивая вол-
на. В частности, показано, что частота 
возмущений растёт с ростом массового 
расхода и параметра закрутки потока. При 
этом закрутка имеет стабилизирующий 
эффект. В работах [7−9] исследовалась 
устойчивость вихря с квазитвёрдым вра-
щением с осевым течением в радиально-
ограниченной несжимаемой невязкой сре-
де с постоянной плотностью. Показано, 
что увеличение аксиального числа Рей-
нольдса уменьшает параметр закрутки, 
необходимый для дестабилизации потока. 
Построены кривые нейтральной устойчи-
вости, определены критические значения 
чисел Рейнольдса и параметра закрутки, 
проведено сравнение с экспериментами. 
Так же, как и для течений типа свободно-
го вихря, наиболее неустойчивой оказа-
лась мода при m = -1. В ряде работ, в 
частности в [10, 11], исследована устой-
чивость непрерывных вихревых потоков. 
Для вихря Бетчелора было показано, что 
инкремент для отрицательных спираль-
ных мод намного больше, чем для поло-
жительных мод с тем же значением |m|. 
Влияние крутки на устойчивость является 
немонотонным, и для каждой азимуталь-
ной моды предельное значение инкремен-
та достигается при определённых значе-
ниях параметра S. Другим важным выво-
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дом этих работ является то, что вихрь 
Бэтчелора устойчив относительно линей-
ных возмущений при достаточно сильной 
закрутке. Тем самым вихрь Бэтчелора от-
личается от вихря Рэнкина с аксиальным 
потоком, неустойчивым при любых зна-
чениях крутки. 

Значительно меньшее внимание 
уделялось исследованию устойчивости 
закрученных потоков с непостоянной 
плотностью, которые обычно возникают в 
технических устройствах с источниками 
тепловыделения, таких как авиационные 
двигатели, плазмодинамические установ-
ки, вихревые камеры с горением и т.д. 
[1−3]. В работе [12] изучалась устойчи-
вость вихря Рэнкина со скачком азиму-
тальной скорости в несжимаемой невяз-
кой радиально-неограниченной среде со 
скачком плотности. Найдено дисперсион-
ное соотношение для осесимметричной и 
спиральных мод. Это соотношение иссле-
довано в коротковолновом и длинновол-
новом пределах. Найдены условия не-
устойчивости возмущений. Рассмотрен 
ряд частных случаев для профилей основ-
ного потока, а также волны Кельвина, для 
которых показано, что инкремент стре-
мится к нулю при нулевой плотности во 
внутренней области (полый вихрь), что 
соответствует результатам работ [1−3]. В 
работе [13] найдены дисперсионные соот-
ношения для малых гармонических воз-
мущений вихря Рэнкина со скачком угло-
вой скорости и кусочно-потенциального 
вихря в несжимаемой невязкой радиаль-
но-ограниченной среде со скачком плот-
ности. Найдено дисперсионное соотноше-
ние. Дальнейшие исследования, прове-
дённые в [13], касались в основном осе-
симметричной моды при m = 0. Для осе-
симметричной и высших мод были полу-
чены выражения для границ абсолютной и 
конвективной неустойчивостей. В работе 
[14] рассмотрена устойчивость уединён-
ного вихря Бетчелора с градиентом плот-
ности потока. 

В связи с этим в данной работе про-
ведено детальное исследование устойчи-
вости радиально-симметричного стацио-

нарного состояния закрученного течения 
Ренкина: 
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Отметим, что аппроксимация реаль-

ного профиля тангенциальной скорости с 
использованием модели квазитвёрдого 
вращения также даёт неплохое согласие с 
экспериментальными данными. 

Используя в пределе малых чисел 
Маха (М<<1) модель несжимаемого тече-
ния для возмущений течения (1), (2) вида 
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т.д., из уравнений Эйлера в невязком при-
ближении во внутренней области 0<r<R0 
приходим к уравнению Бесселя: 
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Общее решение уравнения (3) имеет 

вид ( ) ( )rNArJAP 1m21m1 ββ +=
)

, где Jm и 
Nm – функции Бесселя и Неймана, 

11 kvm −−= Ωωω  − частота возмущения, 
k – волновое число, ( )14k 2

1
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Собственные функции уравнения (3) 
имеют вид: 
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где 
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Во внешней области (R0 < r < R) по-
ток незакрученный, и можно определить 
потенциал ϕ, так что ϕ∇=vr  при 

( )tmkzie ωϕϕϕ −+= ) . Собственные функции 
описываются уравнением Гельмгольца 
(∆ϕ = 0), которое для радиальной части 
возмущений ( )rϕ)  сводится к виду: 

 
( ) 0mrk'r"r 2222 =+−+ ϕϕϕ ))) .          (5) 

 
Общее решение уравнения (5) имеет 

вид ( ) ( )krKBkrIB mm 21 +=ϕ) , где Im и Km 
– модифицированные функции Бесселя. 
Возмущения давления и радиальной ско-
рости в этой области имеют вид: 
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Эти решения должны быть сшиты 

при r = R0. Соответствующее кинематиче-
ское и динамическое граничные условия 
имеют вид [1, 4, 5]: 
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Кроме того, возмущения должны 

быть ограничены на оси потока, а на стен-
ке должно выполняться условие прилипа-
ния: ( ) 0=Rϕ) . 

Соотношения (4), (6), (7) приводят к 
дисперсионному соотношению вида: 
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где 

( ) ( ) 11m1m1 /mS2J/'J ωβββΞ −= , 
( ) ( )KkI/KkK mm=α , 

( ) ( )
krxmm dx/xdKx'K

=
= ,  

0kRk = ,  

0Rββ = ,  

20 v/R ωω = ,  

20 v/RS Ω=  − параметр закрутки, 

21 v/va =  − отношение аксиальных ско-
ростей,  

0/Q 21 >= ρρ  − отношение плотностей, 
1R/RK 0 >=  − параметр конфайнмента, 

22 kvm −−= Ωωω . 
На рис. 1 приведена используемая 

далее классификация различных типов 
аксиальных потоков в зависимости от ве-
личины параметра a = v1/v2. Наибольшее 
внимание далее уделялось исследованию 
устойчивости сильнозакрученных пото-
ков, соответствующих значениям пара-
метра a < 0, когда формируется течение 
типа следа с осевым противотоком. Сла-
бозакрученным течениям соответствует 
область 0 < a < 1, где формируется след 
со спутным потоком. При a > 1 реализу-
ется прямое течение. 

Для получения явных зависимостей 
действительной и мнимой частей частоты 
возмущений от волнового числа уравне-
ние (8) решалось численно. Значения ве-
личин, используемые при расчётах, в ос-
новном соответствовали эксперименталь-
ным данным [15]. 
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Рис. 1. Характерные профили осевой скорости, типичные для закрученных течений 
 в зависимости от параметра a = v1/v2 

 
На рис. 2 представлены зависимости 

действительной и мнимой частей частоты 
возмущения от волнового числа Re[ω(k)] 
и Im[ω(k)] для вихревых мод для различ-
ных значений азимутальных волновых 
чисел m при фиксированном параметре 
закрутки a =-0,4, параметре конфайнмен-
та K = 2,5 и значениях параметра Q в диа-
пазоне 0,2 < Q < 1,0. Полученные зависи-
мости по форме совпадают с известными 
[4, 5, 13]. Анализ дисперсионных соотно-
шений показывает, что в диапазоне значе-
ний волнового числа k < kC(Q) возможно 
существование двух типов нейтральных 
мод с Im(ω) = 0, соответствующих верх-
ней и нижней ветвям зависимости частоты 
от волнового числа, так называемых 
быстрой и медленной волн [1, 4, 5]. При 
k>kC(Q) существует неустойчивая мода с 
Im(ω) > 0. Отметим, что приведённые за-
висимости по форме соответствуют полу-
ченным в [4, 5]. В частности, для корот-
ких волн (k >> 1) в пределе β1 >> 1 при 
выполнении условия k(K-1) >> 1 диспер-
сионное соотношение (8) для фазовой 
скорости возмущения с = ω/k  редуциру-
ется к виду: 

( )
Q1

Q
a1i

Q1
aQ1c 2;1 +

−±
+

+
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Из этого выражения видно, что в 
данном диапазоне отсутствует дисперсия 
спиральных волн, что полностью под-

тверждается результатами расчёта при  
k >> 1. 

Как следует из представленных ри-
сунков, наибольшим инкрементом среди 
азимутальных мод обладает изгибная мо-
да с азимутальным волновым числом  
m = +1. Этот результат существенно от-
личается от результатов [4, 5] для гомо-
генного течения, где наиболее неустойчи-
вой азимутальной модой являлась изгиб-
ная мода с азимутальным волновым чис-
лом m = -1. Отметим, что идентификация 
наиболее неустойчивой моды в турбу-
лентном закрученном потоке в прямой 
открытой трубе с аксиально симметрич-
ным источником тепловыделения прово-
дилась в [16] с использованием системы 
Навье−Стокса. Снималась зависимость 
параметров потока от времени. К полу-
ченным данным применялось быстрое 
преобразование Фурье, реализованное в 
пакете Matlab, и строились спектры коле-
баний газодинамических величин. Нали-
чие колебаний тангенциальной скорости 
на оси трубки показало, что наблюдаемая 
прецессия вихревого ядра связана с разви-
тием неустойчивости изгибной моды с 
|m|=1, так как только она возмущает тан-
генциальную скорость на оси потока. 
Наконец, расчёты показали, что направле-
ние вращения ядра совпадает с направле-
нием вращения основного потока, а ось 
винта завита против основного течения.  

a -1 0 1 
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Рис. 2. Мнимая (a), (c), (e) и действительная (b), (d), (f) части частоты возмущений  

в зависимости от волнового числа k для параметра закрутки S =0,6  
при различных азимутальных волновых числах m и значениях параметра Q 

 
Важно отметить, что частота возму-

щения растёт, а инкремент возмущений 
падает с уменьшением параметра Q. Этот 
результат также качественно совпадает с 
результатами работы [16], где было пока-
зано, что частота возмущения растёт, а 
инкремент возмущений падает с ростом 
мощности источника нагрева. Заметим, 
что уменьшение параметра Q, соответ-

ствующее в реальных условиях увеличе-
нию мощности нагрева, вызывает нели-
нейное уменьшение инкремента и ушире-
ние области нейтральной устойчивости 
при малых значениях Q, но в любом слу-
чае течение остается неустойчивым. 
Уменьшение амплитуды колебаний вих-
ревого ядра с ростом мощности источника 
также наблюдалось в [16]. Явление подав-

m = -1 

m = 0 

(a) (b) 

m = +1 

(e) (f) 

(c) (d) 
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ления ПВЯ горением в ряде режимов из-
вестно давно [1]. Интересно отметить, что 
полученные в данной работе зависимости 
частоты прецессии от мощности источни-
ка подобны зависимостям частоты пре-
цессии от массового расхода газовой фазы 
для газожидкостных потоков [17]. 

Влияние параметра закрутки на дис-
персионные характеристики изгибной мо-
ды m = +1 при a = -0,4, K = 2,5 показано 
на рис. 3. Видно, что закрутка имеет ста-
билизирующее значение, что отличается 
от результатов работы [4], где при сверх-
критических значениях параметра закрут-
ки поток становился неустойчивым.  

 

         
 

Рис. 3. Действительная (a) и мнимая (b) части частоты возмущений  
в зависимости от волнового числа k при различных значениях параметра закрутки S 

 
Таким образом, в работе исследова-

на устойчивость вихревых потоков в от-
крытых трубках с радиальными скачками 
плотности среды. Найдены зависимости 
частоты возмущений от параметра за-
крутки, азимутального волнового числа и 
скачка плотности газа. Показано каче-
ственное соответствие результатов работы 
с экспериментальными результатами [15, 
17] и с результатами численных расчётов 
[16]. Получено, что наиболее неустойчи-
вой в рассмотренных условиях является 
изгибная левовинтовая мода  m = +1. Ча-
стота возмущений растёт с ростом скачка 
плотности, а инкремент падает, то есть 
радиальный градиент плотности оказыва-
ет стабилизирующее влияние. 

 
Работа частично поддержана Мин-

обрнауки РФ, государственное задание на 
выполнение работ на 2012-2014 годы, 
шифр 2.560.2011 и ФЦП «Научные и 
научно-педагогические кадры инноваци-
онной России» на 2009-2013 гг.», ГК № 
14.740.11.0999 и соглашение 
№14.B37.21.0767, а также грантами 

РФФИ 13-01-97001 р_поволжье_а и 13-01-
97005 р_поволжье_а. 
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The stability of an axially symmetrical stationary incompressible swirl flow with radial density jump in 
relation to infinitesimal spiral perturbations is investigated in the paper The dependences of perturbation fre-
quency and increment on the swirl parameter, axial wave number and density jump are obtained. It is shown that 
perturbation frequency increases while its increment decreases with the increase in the medium density gradient. 
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