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Рассмотрены методы получения распределений, содержащих вихревые фазовые сингулярности. 

Особое внимание уделено применению дробного преобразования Фурье и преобразованию одномерных 

распределений, согласованных с функцией Эйри. 

Вихревая фазовая сингулярность, астигматическое преобразование, распределение Эйри. 

Введение 

Как известно, лазерное излучение 
характеризуется высокой монохроматич-
ностью и направленностью. Это позволяет 
для описания его свойств использовать 
понятие волнового фронта, во всех точках 
которого световые колебания имеют оди-
наковую фазу. 

Иная картина складывается при воз-
никновении в лазерном пучке оптических 
вихрей. Образование вихрей обусловлено 
появлением в волновом фронте особых то-
чек, которые имеют сходство с известными 
в физике твёрдого тела двумерными де-
фектами кристаллической решётки – вин-
товыми дислокациями. В самой особой 
точке амплитуда световых колебаний об-
ращается в нуль, а значение фазы не опре-
делено, поскольку скорость азимутального 
изменения фазы обращается в бесконеч-
ность. При математическом описании та-
кой особенности принято говорить о нали-
чии сингулярности. 

Вихревые лазерные пучки или пучки 
с вихревыми фазовыми особенностями 
(оптические воронки) успешно применя-
ются для решения очень широкого спектра 
задач, включая оптическое манипулирова-
ние микро- и нанообъектами (захват и 
управление движением вплоть до отдель-
ных атомов), высокоточную метрологию, 
уплотнение записи информации и даже ас-
трономические исследования, что объясня-
ет большое количество работ и разнообра-

зие подходов для решения задачи генера-
ции таких пучков. 

В данной работе рассматривается 
формирование вихревых пучков с помо-
щью средств астигматической оптики и 
цилиндрических непериодических ди-
фракционных решёток, в том числе согла-
сованных с функциями Эйри. Для моде-
лирования астигматических лазерных 
конвертеров в работе рассмотрено приме-
нение дробного Фурье-преобразования 
(ДФП). 

1. Астигматическое преобразование 

одномерных распределений 

В 1991 году Е. Абрамочкин и В. Во-
лостников предложили получать моды 
Лагерра-Гаусса (ЛГ), имеющие вихревую 
сингулярную фазу, из мод Эрмита-Гаусса 
(ЭГ), фаза которых имеет бинарную 
структуру, с помощью цилиндрических 
линз [1]. Было найдено интегральное пре-
образование мод ЭГ в моды ЛГ и пред-
ставлены результаты натурных экспери-
ментов. Преобразование одномерных рас-
пределений с помощью цилиндрической 
линзы было рассмотрено в [2] как част-
ный случай астигматических модовых 
преобразований. 

1.1. Астигматическое модовое 

преобразование  

Астигматическое преобразование 

модовых пучков ЭГ ( ), ,n mH x y  в пучки 
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Его частный вариант: 
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даёт возможность синтеза «спиральных 

пучков» ( )exp nzz z−  и может быть обоб-

щён следующим образом: 
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где ( )g x  – одномерное распределение. 

Тогда спиральный пучок ( ),S z z , 

полученный по формуле (2), имеет вид 
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Через декартовы координаты выра-

жение (3) записывается следующим обра-

зом: 
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Как видно из выражения (4), выпол-

нить такое астигматическое преобразование 

можно с помощью одной цилиндрической 

линзы. 

1.2. Преобразование функций Эйри 

Интерес к функциям Эйри, возник-
ший в конце семидесятых годов прошлого 
века в контексте квантовой механики [3], 
был реанимирован в последнее время в свя-
зи с новыми возможностями, которые 
предлагает дифракционная оптика в физи-
ческой реализации математических абст-
ракций. Среди других сопротивляющихся 
дифракции мод пучки Эйри выделяются 
особым «баллистическим» свойством, а 
именно параболическим отклонением от 
прямолинейной траектории основного ле-
пестка при распространении в свободном 
пространстве [4].  

Аналогично модам ЭГ, двумерные 

пучки Эйри синтезируются из произведе-

ния одномерных распределений, однако ос-

новная проблема связана с усечением [4-7] 

этих пространственно бесконечных реше-

ний параксиального волнового уравнения.  

Основное приложение пучки Эйри 

получили в оптическом манипулировании 

[8, 9], но, как и моды ЭГ, такие пучки не 

обладают орбитальным угловым момен-

том, связанным с наличием вихревых фа-

зовых особенностей.  

Создать на основе одномерных пуч-

ков Эйри комплексные распределения, со-

держащие оптические вихри, можно с по-

мощью астигматического конвертора и би-

нарных дифракционных оптических 

элементов (ДОЭ), согласованных с функ-

циями Эйри [9]. 

Функции Эйри являются решением 

одномерного дифференциального уравне-

ния: 

''( ) ( ) 0A x xA x− = , (5) 

и для действительных значений аргумента 

могут быть записаны в виде 
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 
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В случае простейшего бинарного фа-

зового кодирования [9] комплексная функ-

ция пропускания ДОЭ, формирующего пу-

чок Эйри, представляется следующим обра-

зом:  

[ ]{ }( ) exp arg ( )g x i A x= . (7) 

Численные эксперименты по астигма-

тическому преобразованию как самой 

функции Эйри (6), так и фазовой функции, 

вычисляемой по формуле (7), приведены в 

табл. 1. Усечение функций Эйри в (6) и (7) 

выполнялось как в работе [6], по n-му нулю.  

Из табл. 1 видно, что имеется опре-

делённое сходство в получаемых на выхо-

де распределениях. Однако в случае ис-

пользования обычной усечённой функции 

Эйри формируется одномерная цепочка 

оптических воронок, а при подаче на вход 

согласованной бинарной фазовой функ-

ции – целая матрица оптических воронок. 

Проследить различие в положении вихре-

вых фазовых сингулярных точек можно 

по фазовым картинам выходных распре-

делений. 

Таблица 1. Астигматическое преобразование распределений, согласованных с функциями Эйри 

Выходное распределение Число 

нулей 
Входная функция 

Амплитуда Фаза 

( )A x

  
  

n = 10 

[ ]arg ( )A x

    

( )A x  

 
  n = 15 

 

[ ]arg ( )A x

  
  

 

2. Дробное преобразование Фурье 

Рассмотренные астигматические 

преобразования можно выполнить с по-

мощью астигматических оптических пре-

образователей, состоящих из различного 

числа цилиндрических линз и имеющих 

различные оптические характеристики.  

Для компьютерного моделирования 

астигматических преобразователей при-

меняются различные методы, но в данной 

работе отдаётся предпочтение использо-

ванию ДФП, благодаря его быстродейст-

вию [10]. 
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Классическое Фурье-преобразование 

(ФП) определяется, как 
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Интегральное соотношение (8) пред-

ставляет собой преобразование функции 

f  от пространственной координаты x  в 

функцию от пространственной частоты ξ , 

что в символической форме можно запи-

сать в виде ( ) ( )F f x= ℑ   ξ . В результате 

последовательного применения преобра-

зования (8) получаются выражения: 
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Подобно тому, как ФП высокого по-

рядка может быть представлено в виде 

последовательности степеней 1ℑ , можно 

формально факторизовать и интеграл (8), 

т.е. разложить 1ℑ  на два (или более) пре-

образования с порядками меньше едини-

цы. Например, 

( ) ( ) ( )1 a bF f x f x = ℑ = ℑ ℑ       ξ , (10) 

где aℑ  и bℑ  называются дробными ФП, а 

,a b  являются порядками ДПФ. Инте-

гральная форма записи ДФП имеет вид 
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где 2aψ π= , a  – порядок дробного пре-

образования. Определённое ранее обык-

новенное ФП (8) получается из (11) под-

становкой 1a = . Соответственно при под-

становке 2a = ±  будет получено первое из 

соотношений (9). Существует несколько 

различных определений ДФП, включая 

определение, основанное на аналогии с 

описанием распространения оптического 

пучка по градиентному волокну. 

Важное свойство ДФП состоит в том, 

что когда порядок a  – иррациональное 

число, функция ЭГ является единственной 

функцией, которая может совпадать с соб-

ственным ДФП (быть собственной функ-

цией): 
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где nH  – полином Эрмита порядка n , а 

комплексная экспонента – собственное зна-

чение ДФП. Таким образом, в применении 

к световым полям при действительном a , 

распределения интенсивности исходного 

собственного ЭГ-пучка и его ДФП совпа-

дают. 

Формальная аналогия между обыч-

ным ФП и ДФП может быть распростра-

нена на плоскость, заданную декартовыми 

осями xξ , где переход точки ( ),x ξ  к точ-

ке ( ),x ξ′ ′  задаётся оператором вращения 

ψℜ : 

cos sin

sin cos

x x x
ψ

ψ ψ

ξ ψ ψ ξ ξ

′      
= = ℜ      ′ −      

. (13) 

На плоскости xξ  последователь-

ность (13) при целых порядках a  соответ-

ствует вращению на углы, кратные / 2π . 

При иррациональных порядках a  враще-

ние осуществляется на произвольный угол 

2aψ π=  (возможны также комплексные 

значения a ). 
Для осуществления ДФП можно ис-

пользовать простые линзовые оптические 
схемы из одной и двух цилиндрических 
линз (табл. 2) [11, 12]. 

Их ABCD -матрицы имеют следую-
щий вид: 

1

cos sin

sin cos
FrFT

A B f
T

C D f

ψ ψ

ψ ψ−

   
= =   

−   
, (14) 

где f  – масштаб ДФП, выраженный в 

единицах длины. Стоит заметить, что 
комплексный аргумент в соотношении (9) 
есть просто накопленная фаза Гоуи (НФГ) 
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ϑ  пучка. Фаза ϑ  может быть найдены из 
соотношения 2

2

tan
( )

sin
,

(cos sin )

B

A B

f

f

λ
ϑ

πω

λ ψ

ψ ρ ψ πω

= =
+

=
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 (15) 

Таблица 2. Результат преобразования входного распределения одной цилиндрической линзой 

Фаза входного 

распределения 

Амплитуда  

результирующего 

распределения 

Фаза 

результирующего 

распределения 
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где ρ  и ω  – кривизна волнового фронта 

пучка и его характерный размер, λ  – дли-

на волны. Ясно, что ЭГ-мода будет собст-

венным пучком дробных преобразовате-

лей только в том случае, если 0ρ ≡  и рэ-

леевская длина пучка совпадает с f .       

С помощью асимметричной оптической 

схемы также можно осуществлять ДФП 

заданного порядка ( ]( )0,1 0 2a ψ π∈ < ≤ . 

Для определения оптических параметров 

элементов схемы следует найти условия, 

при которых ϑ  в случае распространения 

пучка от входной опорной плоскости к вы-

ходной (или обратно) равно ψ . 

Поскольку лазерные моды ЭГ явля-
ются функциями от разделяющихся неза-
висимых переменных, всё сказанное выше 
может быть легко обобщено для двух по-
перечных пространственных координат. 
Более того, порядки как ФП, так и ДФП 
по осям x  и y  могут быть заданы незави-

симо. В результате имеется три основных 
«строительных» блока, которые могут 
быть использованы для построения раз-

личных схем / 2π -конвертеров мод. 

ДФП может применяться в самых 

различных областях, специализирующих-

ся на обработке сигналов как одномерных, 

так и двумерных (изображения), в задачах 

восстановления фазового портрета, харак-

теристик сигнала, пространственно-

зависимой фильтрации, дешифровки, рас-

познавании водяных знаков, создании 

нейронных сетей, голографии и многих 

других задачах.  

Вычислять ДФП можно через алго-

ритм быстрого ФП, что даст наименьшие 

затраты времени и ресурсов, а также уп-

ростит моделирование задач. 

3. Применение астигматических 

преобразователей  

На практике для получения резуль-

татов, аналогичных приведённым в 1.2, 

часто используются астигматические пре-

образователи (рис. 1). 
На рис. 1, б представлен наиболее 

простой – однолинзовый – астигматиче-
ский преобразователь, который и будем 

далее рассматривать. Здесь f  – фокусное 

расстояние линзы, a  – расстояние, на ко-
тором находится линза от входного пучка, 
b  – расстояние, на котором отслеживает-
ся результирующее распределение. 

а)  

б)  

Рис. 1. Трёхлинзовый (а) и однолинзовый (б) 

преобразователи 

На примере функций Эйри, содержа-

щих различное количество нулей, рассмот-

рим результаты, получаемые с применени-

ем астигматического преобразователя, ко-

торый моделировался на основе исполь-

зования ДФП. 

Как видно из полученных результа-

тов, использование астигматического пре-

образования пучков позволяет получать 

распределения, схожие с теми, что были 

получены путём аналитических выраже-

ний в 1. Стоит также отметить, что при-

менение в работе ДФП обеспечивает эко-

номию как вычислительных, так и вре-

менных ресурсов. 

Заключение 

В работе рассмотрено преобразова-

ние одномерных распределений, в частно-

сти, согласованных с функциями Эйри. 

Результаты, полученные на основе анали-

тических выражений и моделирования 

действия астигматических оптических 

систем с применением ДФП, находятся в 

хорошем согласовании.  
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Таким образом, показано, что с по-

мощью фазовых оптических элементов, 

представляющих собой апериодические од-

номерные (цилиндрические) решётки, мож-

но формировать двумерные матрицы опти-

ческих вихрей различной конфигурации, 

что, в частности, расширяет возможности 

оптического микроманипулирования. 
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