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Работа посвящена реализации векторного разностного (FDTD) метода решения системы уравне-

ний Максвелла с использованием специализированных графических процессоров (Graphics Processing 

Unit, GPU). Реализация данного алгоритма для двумерной задачи на графическом процессоре NVIDIA 

GeForce GT 240 по технологии CUDA продемонстрировала ускорение вычислений в 42,9 раза по сравне-

нию с расчётами на центральном процессоре Intel Core Duo E6500. Рассмотрены перспективы примене-

ния декомпозиции сеточной области при реализации векторного FDTD-метода на GPU. 

Уравнения Максвелла, разностный метод (FDTD), графический процессор (GPU), CUDA, вектор-

ный алгоритм, декомпозиция сеточной области. 

 

Введение 

Дифракционная компьютерная оп-

тика развивается более 25 лет [1-3]. За 

прошедшие годы решены фундаменталь-

ные задачи: создание технологической ба-

зы [4-6], алгоритмов расчёта [1, 2, 7, 8] и 

моделирования [9, 10], методик проведе-

ния экспериментов [11-15]. Дифракцион-

ные оптические элементы нашли широкое 

применение в лазерных установках [16-

19], оптических приборах [20, 21], устрой-

ствах хранения информации [22]. Послед-

ние годы наблюдается тенденция к ми-

ниатюризации ДОЭ и их интеграции с 

другими оптическими компонентами раз-

личных устройств [23, 24]. При этом ме-

тоды расчёта, основанные на геометриче-

ском и скалярном приближениях, стано-

вятся неадекватными, что приводит к 

необходимости решения уравнений Мак-

свелла [25]. 

Одним из наиболее распространён-

ных методов решения системы уравнений 

Максвелла является разностный метод, 

предложенный в 1966 г. К. S. Yee [26] и 

развитый в работах A. Taflove [27], а при-

менительно к решению задач компьютер-

ной оптики – Р. В. Циолковски (R. W. 

Ziolkowski) [28], В. А. Сойфером [29], 

Д. В. Празером (D. W. Prather) [30, 31] и 

др. [32-36].  

FDTD является универсальным ме-

тодом решения уравнений Максвелла и 

применим как для решения одномерных, 

так и двух- и трёхмерных задач. Однако 

его существенным недостатком является 

высокая вычислительная сложность. Так, 

трёхмерные реализации FDTD характери-

зуются большим числом арифметических 

операций и высокими требованиями к 

объёму оперативной памяти, в силу чего 

расчёт может занимать длительное время.  

Существуют различные подходы к 

снижению вычислительной сложности в 

данном случае. Одним из них является на-

ложение подвижной сеточной области 

(B. Fidel, E. Heyman, R. Kastner and R. W. 

Ziolkowski) [37], применяемое при иссле-

довании распространения одиночного им-

пульса. Другим распространённым спосо-

бом снижения длительности вычислений 

признаётся использование параллельных 

алгоритмов. Они впервые были предложе-

ны A. T. Perlik [38] применительно к яв-

ным разностным схемам Yee и развиты в 

современной монографии W. Yu, R. Mittra, 

T. Su, Y. Liu, H. Yang [39]. 

Альтернативный способ снижения 

длительности расчётов основан на векто-
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ризации алгоритма. До последнего време-

ни векторные алгоритмы не получили 

широкого распространения из-за недос-

тупности аппаратной базы широкому кру-

гу исследователей. Развитие графических 

процессоров (Graphics Processing Unit, 

GPU) позволило использовать их в негра-

фических векторных вычислениях.  
Исследователями D.K. Price, J. R. 

Humphrey, E.J. Kelmelis [40] предложены 
общие принципы реализации FDTD-
метода на GPU с использованием текстур 
(каждому узлу сеточной области ставится 
в соответствие 1 пиксел). Ими проведены 
расчёты для двумерных и трёхмерных за-
дач, произведено сравнение с результата-
ми, полученными на CPU. В работе [41] S. 
Adams разработана общая схема реализа-
ции алгоритма, дана оценка вычислитель-
ной сложности и требований к объёму па-
мяти, проведён подробный анализ усло-
вий, необходимых для получения 
ускорения на различных GPU и CPU. Од-
нако использование текстур существенно 
затрудняет написание и верификацию 
программного кода, в силу чего не полу-
чило широкого распространения. 

Появление технологии CUDA (Com-
pute Unified Device Architecture) [42] от-
крыло новые возможности реализации 
векторных алгоритмов на GPU, не требуя 
более использования графического API 
(Application Programming Interface). В ра-
ботах A. Valcarce с соавторами [43, 44] 
рассматривается двумерная вычислитель-
ная область с граничным условием CPML 
(Convolutional Perfectly Matched Layer). 
Авторами предложено использовать от-
дельные вычислительные ядра для каждо-
го из 4 CPML-слоёв и основной области 
вычислений. Также рассмотрен вопрос об 
объёме блока для достижения максималь-
ной загрузки GPU.  

Однако все вышеперечисленные ра-
боты объединяет отсутствие исходного 
кода либо его платность, фрагментарность 
описания реализации алгоритма на GPU. 
В силу этого невозможно восстановить 
условия экспериментов и провести их по-
вторно, т.к. получаемые результаты суще-
ственно зависят от способа реализации. 

Цель данной публикации – предос-
тавить доступ к технологии векторизации 
FDTD-метода широкому кругу пользовате-
лей. 

1. FDTD-алгоритм 

Ограничиваясь двумерным случаем 
распространения Н-волны, запишем сис-
тему уравнений Максвелла [45]:  
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где t – время, c; Нi – проекция вектора на-
пряжённости магнитного поля на направ-
ление i, А/м; Еi – проекция вектора на-
пряжённости электрического поля на на-

правление i, В/м; ε – относительная 

диэлектрическая проницаемость, ε0 и µ0 – 
электрическая и магнитная постоянные, 
Ф/м и Гн/м, соответственно [27]. 

Решая представленную систему, 
традиционно моделируют распростране-
ние TE-волны в цилиндрических оптиче-
ских элементах (линзах, фокусаторах в 
отрезок, двумерных фотонных кристаллах 
и т. д.). 

Переходя к рассмотрению решения 
системы (1), на двумерную область вычис-
лительного эксперимента Ω (0

 
<

 
t
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0
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Lz) обычно накладывают се-

точную структуру Ωh, в узлах которой 
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определена сеточная проекция электриче-

ского поля на ось X – 
,j k

m

x
E . Сеточная про-

екция магнитного поля на ось Z – 
0,5,
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j k

m ,

z
H

+
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определена в узлах {(tm+0,5, yj+0,5, zk): 
tm+0,5

 
=

 
(m

 
+

 
0,5)ht, m

 
=

 
0,

 
...,

 
M-1, 

yj+0,5
 
=

 
(j

 
+

 
0,5)hy, j

 
=

 
0,

 
..,

 
J-1, zk

 
=

 
khz, 

k=1,..,K-1} и проекция магнитного поля на 

Y -
,  0,5

 0 5

j k

m ,

y
H

+

+  в узлах {(tm+0,5, yj, zk+0,5): 

tm+0,5
 
=

 
(m

 
+

 
0,5)

 
ht, m

 
=

 
0,

 
...,

 
M-1, yj

 
=

 
jhy, 

j
 
=

 
1,

 
..,

 
J-1, zk+0,5

 
=

 
(k

 
+

 
0,5)hz, k

 
=

 
0,

 
...,

 
K-1}. 

На рис. 1 представлено расположение уз-
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лов Ωh в пространстве без учёта времен-
ной координаты.  

Индексы j, k обозначают узлы по 
пространству (направления Y и Z), m – по 
времени. Расстояния между узлами зада-
ются пространственными (hy и hz) и вре-
менным (ht) шагами сетки. Сеточное зна-
чение диэлектрической проницаемости 

(εj,k) характеризует изучаемый оптический 
элемент. 

Тогда, следуя работе К. S. Yee [26], 
запишем для системы (1) разностный ана-
лог: 

, 0,5 , 0,5 , 1 ,

0,5, 0,5, 1, ,

, ,

0 ,5, 0,5, , 0 ,5 , 0,5

0,5 0,5

0

0,5 0,5

0

1

0 ,

0,5 0,5 0,5 0,5

;

;

.

j k j k j k j k

j k j k j k j k

j k j k

j k j k j k j k

m m m m

y y x x

t z

m m m m

z z x x

t y

m m

x x

j k

t

m m m m

z z y y

y z

H H E E

h h

H H E E

h h

E E

h

H H H H

h h

+ + +

+ + +

+ − + −

+ −

+ −

+

+ + + +

− −
= −

− −
=

−
=

− −
= −

µ

µ

ε ε

 (2) 

 
Рис. 1. Сеточная область без учёта 

дискретизации по времени:  

окружностям соответствуют проекции 
j ,k

m

x
E , 
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Задавая граничные условия, поло-

жим  
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что соответствует электрической стенке. 

Начальное условие записывается как  

,

0

2
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(1 1, 1 1).
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2. Векторизация алгоритма 

Достоинством решения по схеме (2) 

является возможность его векторизации. 

Вычислительные процедуры по классиче-

ским схемам Yee основываются на чере-

довании временных слоёв: сеточные 

функции на следующем временном слое 

выражаются исключительно через функ-

ции на предыдущих двух слоях (как в (2)).  

При реализации вычислений принято 

хранить по одному временному слою для 

каждой проекции. Тогда имеет смысл сле-

дующий векторный алгоритм [27], записан-

ный в традиционной нотации Дж. Голуба 

[36]: 

для m=1:m % проход по всем временным 

слоям 

 % вычисление проекции Ех на 

данном временном слое 

 Ex(2:J-1,2:K-1)=Ex(2:J-1,2:K-

1)+(ht/hy/eo(Hz(2:J-1,2:K-1)- 

Hz(1:J-2,2:K-1))-

ht/hz/eo(Hy(2:J-1,2:K-1)-

Hy(2:J-1,1:K-2)))./e(2:J-

1,2:K-1); 

 %вычисление проекции Hy на дан-

ном временном слое 

 Hy(2:J-1,1:K-1)= Hy(2:J-1,1:K-

1)-ht/hz/mo(Ex(2:J-1,2:K)- 

Ex(2:J-1,1:K-1)); 

 %вычисление проекции Hz на дан-

ном временном слое 

 Hz(1:J-1,2:K-1)= Hz(1:J-1,2:K-

1)-ht/hy/mo(Ex(2:J,2:K-1)- 

Ex(1:J-1,2:K-1). 

Каждая строка алгоритма может 

быть развёрнута в две циклические конст-

рукции, соответствующие проходу по 

строкам и столбцам области Ωh. 

На любом временном слое сеточные 

функции выражаются через операции сло-

жения векторов и Saxpy.  

3. Реализация по технологии CUDA 

Вычислительные эксперименты по 
определению ускорения проводились на 
видеокарте NVIDIA GeForce GT 240 
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(табл. 1) и процессоре Intel Core Duo 
E6500 (табл. 2). 

Не задаваясь целью провести иссле-
дование какой-либо физической модели, 
авторы сосредоточили своё внимание на 
изучении ускорения вычислений при рас-
пространении плоской однородной моно-
хроматической волны в вакууме. Область 
вычислительного эксперимента характери-
зовалась линейными размерами 
Ly

 
=

 
Lz

 
=

 
1500 мкм и дискретизацией J

 
=

 
K 

от 100 до 4000 узлов сеточной области. 
Длина волны принималась равной 

0,3 мкмλ = . Дискретизация по времени 

Т
 
=

 
400 узлов. 

Исследование велось в операционной 
системе Microsoft Windows XP, 32-bit (Ser-
vice Pack 3) с установленным драйвером 
NVIDIA CUDA 2.3 driver. Скалярный и 
векторный алгоритмы написаны с исполь-
зованием программного пакета Microsoft 
Visual Studio 2005. 

Стремясь сравнить ускорение вы-
числений на GPU относительно CPU, ав-
торы реализовали алгоритм несколькими 
способами: скалярно на CPU, на GPU с 
использованием матричных и векторных 
функций библиотеки CUBLAS, а также 
без использования функций библиотеки с 
применением CUDA runtime API.  

Таблица 1. Основные характеристики GPU NVIDIA GeForce GT 240 

Характеристика Значение 

Количество мультипроцессоров, шт. 12 

Размер видеопамяти, Мб 512 

Максимальное число потоков в блоке, шт. 512 

Максимальная размерность блока потоков (x, y, z), шт. 512×512×64 

Максимальная размерность сетки блоков, шт. 65535×65535×1 

Тактовая частота ядра, МГц 550 

Тактовая частота памяти, МГц 1000 

Таблица 2. Основные характеристики СPU Intel Core Duo E6500 

Характеристика Значение 

Тактовая частота ядра, ГГц 2,93 

Тактовая частота шины СPU, МГц 1066 

Кэш L1, Кб 64×2 

Кэш L2, Кб 2048 

Пропускная способность шины процессор-чипсет, Гб/с 8,528 

Ширина шины L2 кэша, бит 512 

 

Ниже приведено ядро (kernel в тер-

минах [42]) для GPU, выполняющее ос-

новные операции описанного выше век-

торного алгоритма без использования 

функций библиотеки: 

//Функция для расчета на GPU матрицы 

проекции вектора напряженности 

//электрического поля на ось х без 

использования функций библиотеки 

__global__ void vectorEx(float* Ex,  

        float* Hy, float* Hz,  int 

Je, 

        int Ke, float Ca, float  

        Cb,float Db, float Wt,int 

Js,  

        int Ks) 

{// номер элемента в блоке 

 int idx = blockIdx.x * blockDim.x 

+  

            threadIdx.x; 

  int idy = blockIdx.y * blockDim.y 

+ threadIdx.y; 

//расчет элементов матрицы Ех 

If ((idx>0) && (idx<Je) && (idy>0) 

&& (idy<Ke)) 

 Ex[idy*(Je+1)+idx]=Ca*Ex[idy*(Je+1

)+ 

            

idx]+Cb*(Hz[idy*(Je)+idx]- 

        Hz[idy*(Je)+idx-1]+Hy[(idy-

1)* 

  (Je+1)+idx]-

Hy[idy*(Je+1)+idx]); 

__syncthreads(); 

//задание источника 

if ((idx==Js)&&(idy==Ks)) 

  Ex[idy*(Je+1)+idx]=sin(Wt); 

__syncthreads(); 

} 

//Функция для расчета на GPU матрицы 

проекции вектора напряженности 
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магнитного //поля на ось y без 

использования функций библиотеки 

__global__ void vectorHy(float* Ex, 

         float* Hy, int Je, int Ke,  

         float Db) 

{// номер элемента в блоке 

 int idx = blockIdx.x * blockDim.x 

+  

                          

threadIdx.x; 

 int idy = blockIdx.y * blockDim.y 

+  

                          

threadIdx.y; 

//расчет элементов матрицы Hy 

if ((idx>0)&&(idx<Je)&&(idy<Ke)) 

 Hy[idy*(Je+1)+idx]=Hy[idy*(Je+1)+ 

        idx]+Db*(Ex[idy*(Je+1)+idx]- 

        Ex[(idy+1)*(Je+1)+idx]);  

__syncthreads(); 

} 

//Функция для расчета на GPU матрицы 

проекции вектора напряженности 

магнитного поля на ось z без 

использования функций библиотеки 

__global__ void vectorHz(float* Ex,  

         float* Hz,  int Je, int Ke,  

                            float 

Db) 

{// номер элемента в блоке 

 int idx = blockIdx.x * blockDim.x 

+  

            threadIdx.x; 

 int idy = blockIdx.y *blockDim.y + 

            threadIdx.y; 

//расчет элементов матрицы Hz 

if ((idx<Je)&&(idy>0)&&(idy<Ke)) 

  Hz[idy*(Je)+idx]=Hz[idy*(Je)+idx]+ 

           Db*(Ex[idy*(Je+1)+idx+1]- 

           Ex[idy*(Je+1)+idx]);  

__syncthreads(); 

} 

Таблица 3. Время выполнения алгоритма 

Время выполнения, с 

на GPU 

с использованием  

функций библиотеки 

Число  

отсчётов на CPU 

векторных матричных 

без использования функций  

библиотеки 

100 0,09 2,99 0,23 0,10 

200 0,59 6,00 1,12 0,10 

300 1,93 9,02 3,06 0,11 

400 4,29 12,00 7,07 0,18 

500 7,28 14,92 12,97 0,26 

600 9,82 17,85 21,82 0,37 

700 12,75 20,80 33,57 0,49 

800 15,80 23,78 51,09 0,65 

900 20,17 26,70 72,26 0,79 

1000 24,65 29,63 97,49 0,97 

1500 54,57 44,38 319,82 2,17 

2000 102,82 59,02 758,59 3,80 

2500 158,56 73,75 1484,20 5,99 

3000 244,68 88,40 2530,93 8,55 

3500 399,46 103,27 4029,10 11,65 

4000 653,72 118,97 – 15,23 

 

Матрицы Ех, Ну, Hz задают электри-

ческое и магнитное поля, Je, Ke – количе-

ство узлов по осям y, z. Размер блока ра-

вен 100×5 потоков (thread в терминах 

[42]), размер сетки (grid в терминах [42]) 

выбирался равным Je/100×Ke/5. На каж-

дом мультипроцессоре может выполнять-

ся совокупность потоков до 24 (24 warp в 

терминах [42]), размер warp = 32 потока, 

за счёт чего и достигается ускорение. 

Этот же алгоритм может быть реали-

зован с использованием как векторных 

(cublasSscal, cublasSaxpy), так и матричных 

(cublasSgemm) функций библиотеки 

CUBLAS [45], что позволяет не вычислять 

номер thread и не выполнять их синхрони-

зацию, что делает код более понятным 

пользователю, незнакомому с особенно-

стями CUDA. При этом использовалась 
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современная версия библиотеки CUBLAS 

2.3. 

В табл. 3 представлено время вы-

полнения алгоритма, рис. 2 иллюстрирует 

зависимость времени выполнения от чис-

ла узлов сеточной области. 

Как видно из рис. 2, зависимость 

времени выполнения от размерности за-

дачи для векторных алгоритмов на GPU 

линейная, а при использовании матричных 

функций библиотеки CUBLAS и для ска-

лярного алгоритма на CPU – параболиче-

ская. Параболическая зависимость времени 

выполнения от размерности задачи для 

CPU объясняется тем, что с ростом размер-

ности задачи число скалярных операций 

увеличивается пропорционально квадрату 

размерности сеточной области, а число век-

торных операций растёт линейно. Для мат-

риц небольшой размерности существенной 

разницы нет, что связано с возможностью 

центрального процессора быстро обрабаты-

вать небольшое количество данных, кото-

рое может быть помещено в кэш (cache). С 

ростом размерности задачи большое коли-

чество времени уходит на пересылку дан-

ных из оперативной памяти в кэш. 

Для наглядности на рис. 3 представ-

лена зависимость времени выполнения ал-

горитмов от числа узлов сеточной области с 

использованием логарифмической шкалы.  

При большой размерности матриц 

использование алгоритмов FDTD, реали-

зованных на CUDA, даёт существенное 

ускорение относительно CPU: для 1500 

отсчётов – в 2 раза при реализации через 

векторные функции библиотеки CUBLAS 

и в 25 раз без их использования, а для 

4000 отсчётов – в 5,5 и 42,9 раза соответ-

ственно. Этот результат следует объяс-

нить особенностями архитектуры GPU: на 

CPU большую часть ядра занимает кэш и 

сложные арифметико-логические устрой-

ства (АЛУ), на графическом ядре разме-

щено большое количество упрощённых 

АЛУ, которые имеют общую память на 

кристалле.  

Использование функций библиотеки 

CUBLAS заметно увеличивает время вы-

числений. Однако с ростом размерности 

задачи выигрыш во времени при реализа-

ции с применением “CUDA runtime API” 

относительно реализации с помощью век-

торных функций библиотеки CUBLAS 

снижается с 30 раз при J
 
=

 
1000 и до 7,8 

при J
 
=

 
4000, что свидетельствует о нали-

чии оптимизации библиотеки для больших 

задач. 

 

Рис. 2 . Время выполнения алгоритма в зависимости от числа узлов сеточной области 
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Рис. 3. Время выполнения алгоритма в зависимости от числа узлов сеточной области 

Использование матричных функций 

библиотеки CUBLAS нерационально, т.к. 

не только не даёт выигрыша во времени 

относительно CPU, но и приводит к до-

полнительным затратам памяти (при ис-

пользовании функции “cublasSgemm” для 

вычисления матриц Ex, Hy, Hz необходи-

мо также хранение двух единичных мат-

риц размера (K-2)×(K-2), (K-1)×(K-1)). 

4. Декомпозиция сеточной области 

в одномерном случае 

Как уже отмечалось, существенным 

недостатком FDTD-метода является его 

высокая вычислительная сложность. С 

ростом размерности задачи и измельчени-

ем шага сетки значительно растут число 

арифметических операций и требования к 

оперативной памяти. 
Для снижения вычислительных за-

трат в [48] было предложено использовать 
декомпозицию сеточной области, что по-
зволяет искать решение системы уравне-
ний Максвелла независимо в каждой из 
подобластей с согласованием на их гра-

ницах. Такой подход позволяет снизить 
вычислительную сложность задачи в S 
раз, где  

2

2( 1)

D
S

D D G
=

− −
, 

D – число подобластей, G – число переот-

ражений в случае неоднородной диэлек-

трической среды.  
Начиная исследования по реализа-

ции метода декомпозиции на GPU, огра-
ничимся для простоты одномерным случа-
ем. В табл. 4 представлены результаты 
экспериментов по распространению вол-

ны ( 1 мкмλ = ) в свободном пространстве. 

В качестве параметров выбраны: протя-

жённость исходной области 
z

L Nλ= , ши-

рина поглощающего слоя L λ= ; дискре-
тизация по пространству в 100 узлов на 
длину волны; шаг по времени такой, что-

бы за 200τ =  отсчётов (по времени) 
фронт волны в вакууме прошёл расстоя-
ние в одну длину волны; в область вво-
дится M длин волн.  
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Таблица 4. Время выполнения алгоритма (мс) при декомпозиции на D подобластей 

Размер задачи (N, M) Число подобластей, 

D (10, 50) (100, 500) (200, 1000) (300, 1500) 

На CPU 

1 250 22690 90015 200750 

2 160 11770 45885 102290 

3 125 8075 31120 69130 

5 103 5154 19300 42330 

10 85 2890 10390 23310 

На GPU 

1 2460 29750 49300 73848 

2 2466 29620 49190 73828 

3 2460 29050 49180 73270 

5 2470 28510 48780 65064 

10 2475 26995 43380 65061 

 
Преимуществом рассматриваемого 

метода является не только уменьшение 
числа арифметических операций, но и 
экономия памяти вычислительной систе-
мы. Последний аспект особенно важен 
при использовании в вычислениях GPU, 
так как память на графическом устройстве 
ограничена. На GPU существует иерархия 
памяти, включающая регистровую (regis-
ter), локальную (local memory), глобальную 
(global memory), разделяемую (shared 
memory), текстурную (texture memory) и 
память для констант (constant memory). 
Доступ к разделяемой памяти осуществля-
ется в несколько раз быстрее, чем к гло-
бальной, однако она доступна лишь нитям 
одного блока, и её размер невелик: для ка-
ждого потокового мультипроцессора в со-
временных GPU он составляет 16 Кб [42]. 

Идея декомпозиции сеточной области 

позволяет более эффективно использовать 

ресурсы видеокарты путём загрузки подоб-

ласти, по которой осуществляются вычис-

ления, в разделяемую память. Так, при вы-

числении задачи (10, 50) декомпозиция на 3 

подобласти позволяет поместить их в раз-

деляемую память и получить результат за 

60 мс. Однако для задачи (100, 500) необхо-

дима декомпозиция уже на 33 подобласти, 

и время вычислений составляет 610 мс.  

Отсутствие выигрыша во времени 

при использовании GPU в случаях, когда 

протяжённость исходной области не пре-

восходит 200 узлов, объясняется значи-

тельными накладными расходами на вы-

зов ядра при небольшом объёме обраба-

тываемых данных (большая часть 

мультипроцессоров простаивает).  

Заключение 

В настоящей работе векторный 

FDTD-алгоритм реализован с использова-

нием технологии CUDA как с помощью 

функций библиотеки CUBLAS, так и с 

применением “CUDA runtime API”. Ана-

лиз времени выполнения задач показыва-

ет, что наиболее эффективной является 

реализация без использования функций 

библиотеки (увеличение производитель-

ности по сравнению со скалярным алго-

ритмом в 42,9 раза для размерности зада-

чи 4000×4000). Запись векторных алго-

ритмов на GPU с использованием 

технологии CUDA с учётом декомпози-

ции сеточной области позволяет эффек-

тивно использовать ресурсы GPU, суще-

ственно сокращая время вычислений. 
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