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Рассматривается задача о вынужденных изгибных колебаниях тонкой бесконечно длинной круго-

вой цилиндрической оболочки (тонкого кругового кольца, находящегося в условиях плоской деформа-

ции) с большими амплитудами. Уравнения движения кольца получены из уравнений нелинейной теории 

гибких пологих оболочек. Предлагается новый подход к построению нелинейной конечномерной модели 

кольца. Сформулированы и доказаны три утверждения, которые позволяют уточнить ряд фундаменталь-

ных представлений о нелинейных изгибных колебаниях круговых цилиндрических оболочек конечной 

длины. 

 

Круговая цилиндрическая оболочка, кольцо, нелинейные колебания, конечномерная модель, взаимо-

действие форм колебаний. 

 

Введение 
Нелинейные динамические характе-

ристики круговых цилиндрических обо-

лочек, как правило, определяются в рам-

ках теории пологих оболочек [1, 2]. Гео-

метрическая нелинейность делает невоз-

можным их точное аналитическое опреде-

ление. Это побуждает искать приближён-

ное решение, которое, с одной стороны, 

было бы достаточно простым, а с другой 

стороны, – правильно отображало осо-

бенности движения оболочки, проявляю-

щиеся при её больших прогибах. Заметим, 

что разумно строить приближения лишь 

до того уровня точности, который соот-

ветствует точности исходной математиче-

ской модели. 

При построении нелинейной конеч-

номерной модели очень важно макси-

мально уменьшить число степеней свобо-

ды оболочки, так как многомерные систе-

мы не допускают применения ряда каче-

ственных и наглядных приемов. Традици-

онный подход к её построению предпола-

гает обнаруженное в экспериментах взаи-

модействие сопряжённых изгибных форм 

(форм сдвинутых в окружном направле-

нии на угол 2π ), а также некоторые гео-

метрические модельные представления о 
деформировании оболочки при конечных 

прогибах. В этом случае прогиб ( )t,y,xw  

свободно опёртой по торцам оболочки 

длиной l, радиусом R и толщиной h, со-

вершающей колебания вблизи зоны глав-

ного резонанса, представляется в виде [2-

4]: 

[ ] xaxyayaw ααββ 2
321 sinsincossin ++= ,    (1) 

где 

xyxy αβαβ sincos,sinsin ( Rnl == βπα , ) – 

сопряжённые изгибные формы, являю-

щиеся формами собственных колебаний 

оболочки, которым соответствует одна и 

та же собственная частота (n – число ок-

ружных волн);  

( )321 ,,iai =  – обобщённые координаты, 

зависящие от времени t. 

Из (1) видно, что традиционный под-

ход приводит к неразрешимым пробле-

мам, связанным с удовлетворением гра-

ничных условий свободного опирания по 

изгибающему моменту. Поэтому он мо-

жет быть рекомендован только для отно-

сительно длинных оболочек [5-8]. 

Отметим также, что традиционный 

подход не объясняет механизма взаимо-

действия сопряжённых изгибных форм. 

Для уточнения ряда фундаменталь-

ных представлений об особенностях не-

линейного динамического поведения кру-

говой цилиндрической оболочки ниже 

рассматривается более простая, но близ-
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кая задача о вынужденных колебаниях 

бесконечно длинной оболочки (кругового 

кольца, находящегося в условиях плоской 

деформации) с большими амплитудами. 

Математическая модель 

Уравнения движения. Уравнения, опи-

сывающие вынужденные колебания коль-

ца с большими амплитудами, могут быть 

получены из уравнений теории гибких 

пологих оболочек [1]. При устремлении 

длины оболочки к бесконечности они 

принимают вид [9]: 
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где  

),( tyw  – упругий прогиб; 

( )[ ]23 112 µ−= EhD  – цилиндрическая жё-

сткость; 

Е – модуль Юнга; 

µ – коэффициент Пуассона; 

ρ – массовая плотность; 

( )tyq ,  – вынуждающая нагрузка; 

точками обозначено дифференцирование 

по времени t. 

Из первого уравнения (2) следует, 

что окружное усилие 2N  зависит только 

от времени:  
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Условие "возврата". Все величины, оп-

ределяющие напряжённо-

деформированное состояние кольца, 

должны возвращаться к своим прежним 

значениям после обхода его контура. В 

частности, условие "возврата" для окруж-

ного перемещения ),( tyv  имеет вид:  
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Вынуждающая нагрузка. Пусть круго-

вое кольцо подвержено действию нагруз-

ки, находящейся "в резонансе" с одной из 

его форм собственных изгибных колеба-

ний: 

( ) tyqtyq θβ cossin, = ,                             (5) 

где  

q – амплитуда; 

θ  – частота вынуждающей нагрузки. 

Новая нелинейная конечномерная мо-

дель кругового кольца. Будем полагать, 

что нагрузка (5), генерирующая изгибные 

колебания кольца с большими амплиту-

дами, неизбежно приводит к возникнове-

нию радиальных колебаний, а радиальные 

колебания, в свою очередь, приводят к 

смещению узлов возбуждаемой изгибной 

формы в окружном направлении на угол 

( )tϕ . Прогиб кольца, согласно такому 

подходу, аппроксимируем выражением 

( )[ ] )(sin)(),( ttytatyw Ψϕβ ++= .                (6) 

Первое слагаемое в (6) представляет 

собой бегущую в окружном направлении 

изгибную волну, а второе слагаемое соот-

ветствует радиальным колебаниям. Сме-

щение узлов возбуждаемой изгибной фор-

мы на угол ( )tϕ  описывает, по существу, 

возникновение дополнительной сопря-

жённой изгибной формы. Обозначив 

( ) ( ) ( )ttata ϕcos1 =   и 

( ) ( ) ( )ttata ϕsin2 = ,  

прогиб (6) можно представить в виде: 

)(cos)(sin)(),( 21 tytaytatyw Ψββ ++= .         (7) 

Допущение о нерастяжимости контура 

кругового кольца. 

Очень часто [9] при изучении нелинейных 

изгибных колебаний кольца делается до-

пущение о том, что длина его контура 

практически не изменяется, то есть 

02 ≈N . Тогда в (4) следует принять 

( ) 0=tξ . 

Утверждения об особенностях нелиней-

ных колебаний кругового кольца. 

Утверждение 1. Возбуждение изгибных 

колебаний кругового кольца с большими 

амплитудами всегда приводит к возник-

новению радиальных  колебаний. Меха-

низмом, запускающим это взаимодейст-

вие, является геометрическая нелиней-

ность кругового кольца.  

Доказательство. Воспользуемся до-

пущением о нерастяжимости контура 
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кольца. Тогда подстановка (6) в (4) позво-

ляет установить зависимость между коор-

динатами ( )tΨ  и ( )ta : 

 

425,0
aεΨ = ,                                            (8) 

где  

( )22 Rhn=ε  – безразмерный параметр, 

малый для тонкого кругового кольца. 

Из (8) следует, что возбуждение из-

гибных колебаний кругового кольца с 

большими амплитудами всегда приводит 

к возникновению радиальных колебаний. 

Механизмом, запускающим это взаимо-

действие, является геометрическая нели-

нейность кругового кольца, что и требо-

валось доказать. Заметим, что в линейной 

постановке упомянутые колебания круго-

вого кольца происходят независимо друг 

от друга. 

Ортогонализация уравнения движе-

ния (2) к форме прогиба (7) приводит к 

системе модальных уравнений, подтвер-

ждающих связанность сопряженных из-

гибных форм [9]: 
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В (9) λθΩλρ == ;22
hqq , а точ-

ками обозначено дифференцирование по 

безразмерному времени tλτ =  ( λ  – соб-

ственная частота). 

Утверждение 2. Возбуждение изгибных 

колебаний кругового кольца с большими 

амплитудами по одной из собственных 

изгибных форм приводит к возникновению 

радиальных колебаний. Радиальные коле-

бания, в свою очередь, генерируют со-

пряжённую изгибную форму. Таким обра-

зом, радиальные колебания выступают в 

качестве своеобразной инерционной связи 

между сопряжёнными изгибными фор-

мами или, иными словами, являются ме-

ханизмом, запускающим взаимодействие 

сопряжённых изгибных форм. 

Доказательство. Опустим допуще-

ние о нерастяжимости контура кольца. 

Подстановка (7) в (4) позволяет найти 

функцию ( )tξ , а затем по формуле (3) и 

окружное усилие 2N . Процедура метода 

Бубнова – Галёркина приводит к трем свя-

занным модальным уравнениям: 

( ) .0312
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Из первого уравнения (10) видно, 

что возбуждение нелинейных изгибных 

колебаний кольца по одной из собствен-

ных форм приводит к возникновению ра-

диальных колебаний. Из второго и третье-

го уравнений (10) следует, что именно ра-

диальные колебания генерируют допол-

нительную сопряжённую изгибную фор-

му. Таким образом, радиальные колебания 

выступают в качестве своеобразной 

инерционной связи между сопряжёнными 

изгибными формами или, иными словами, 

являются механизмом, запускающим 

взаимодействие сопряжённых изгибных 

форм, что и требовалось доказать. 

Утверждение 3. Колебания кругового 

кольца с большими амплитудами проис-

ходят практически без растяжения его 

контура. 

Доказательство. Анализ третьего 

уравнения (10) показывает, что его первое 

инерционное слагаемое намного меньше 

двух остальных. Это объясняется, в част-

ности, тем, что квадрат безразмерной ра-

диальной парциальной частоты, равный 

ε12 , значительно превышает квадрат без-

размерной изгибной парциальной часто-

ты, равный 1.  

Тогда, пренебрегая первым слагае-

мым в третьем уравнении (10), найдём, 

что  

( ) 44 25,02
2

2
1

5,0
aaa εεΨ =+≈ .              (11) 

Определив вторую производную Ψ&&  

по выражению (11) и подставив её значе-

ние в первые два уравнения (10), придём к 

системе модальных уравнений (9). 

Полное совпадение модальных 

уравнений, а также выражений (8) и (11) 

свидетельствует о том, что колебания кру-

гового кольца с большими амплитудами 
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происходят практически без растяжения 

его контура, что и требовалось дока-

зать. 

Важно отметить, что пренебрежение 

малым первым слагаемым в третьем урав-

нении (10) не означает, что и в первых 

двух уравнениях следует принять 0=Ψ&& , 

как это, по существу, делается, например, 

в [1, 3]. На неточность такой процедуры, 

часто используемой для упрощения нели-

нейных модальных уравнений, описы-

вающих колебания оболочки конечной 

длины с большими амплитудами, обраще-

но внимание в [6-8]. 

Выводы 
Доказанные выше утверждения сви-

детельствуют о том, что колебания круго-

вого кольца с большими амплитудами на-

поминают описанное еще Х. Гюйгенсом 

явление самосинхронизации двух маятни-

ков, установленных на общем податливом 

основании, когда колебания одного маят-

ника вызывают некоторое движение осно-

вания, а последнее, в свою очередь, воз-

буждает колебания второго маятника. 

Можно предположить, что подобная 

физическая картина будет иметь место и 

при колебаниях оболочки конечной длины 

с большими амплитудами. Это предполо-

жение позволяет сформулировать новый 

подход к построению нелинейной конеч-

номерной модели оболочки любой длины. 

Согласно этому подходу, аппроксими-

рующее выражение для динамического 

прогиба должно предполагать взаимодей-

ствие изгибных колебаний оболочки с ра-

диальными колебаниями, а также инерци-

онную связанность сопряжённых изгиб-

ных форм, обусловленную радиальными 

колебаниями [5-8]. 

Работа выполнена в рамках гранта 

2.1.2/3046 Министерства образования и 

науки РФ по целевой программе "Разви-

тие научного потенциала высшей школы. 

Проведение фундаментальных исследова-

ний". 
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The paper deals with the problem on forced flexural vibrations of a thin infinitely long circular cylindrical 

shell (thin circular ring under plane deformation) with large amplitudes. The equations of ring motion are ob-

tained from equations of the nonlinear theory of flexible shallow shells. A new approach to the construction of a 

nonlinear finite-dimensional model of a ring is proposed. 

Three statements that make it possible to specify a series of fundamental notions of nonlinear flexural vi-

brations of circular cylindrical shells of finite length are formulated and proved. 
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