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С единых позиций показана физическая суть энергетических критериев оптимальности, их взаи-

мосвязь с равнопрочностью. Показан дуализм условия постоянства упругого потенциала. Дано теорети-

ческое обоснование доказательства А.А.Комарова сходимости алгоритмов оптимизации на основе энер-

гетических критериев оптимальности. Обозначены проблемы, возникающие при практической реализа-

ции теории. 

 

Критерии оптимальности, энергия деформации, упругий потенциал. 

 

Рассмотрим задачу отыскания тон-

костенной конструкции, выполненной из 

заданного объёма материала и обладаю-

щей минимальной энергией деформации в 

единственном случае нагружения. 

Энергия деформации представляет 

собой работу внутренних сил в процессе 

деформирования и в общем случае для 

единичного объёма произвольной конст-

рукции может быть вычислена [1] как  
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где  

σ ij и ε ij – компоненты тензора напряже-

ний и деформаций; 

U  – удельная потенциальная энергия де-

формаций. 

Если процесс деформации обрати-

мый, то поведение материала упругое. Ра-

бота внутренних сил не зависит от пути 

интегрирования, поэтому величину U  

можно истолковывать как упругий потен-

циал в точке конструкции. Полная энер-

гия деформаций получается интегрирова-

нием величины U по объёму исходной 

конструкции (до деформации): 
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V

U U dV= ∫∫∫
                                 

(2) 

Из приведённых определений следу-

ет, что упругий потенциал элементарного 

объёма конструкции может быть вычис-

лен как 

.
dV
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(3) 

При упругом деформировании для 

элемента k конструкции, имеющего по-

стоянное поле деформаций (напряжений) 

и работающего в плоском напряжённом 

состоянии в координатах xoy, удельная 

потенциальная энергия деформаций (уп-

ругий потенциал элемента) запишется в 

виде 

[ ] kyyxxkU      
2

1
γτεσεσ ++= ,         (4) 

а полная энергия деформаций будет равна 

сумме упругих потенциалов всех элемен-

тов, умноженных на объёмы соответст-

вующих элементов: 
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Здесь:  

εσ ,  – нормальные напряжения и дефор-

мации в k–ом элементе;  

γτ ,  – касательное напряжение и дефор-

мация сдвига; 

Vk – объём материала элемента k;  

m – количество элементов конструкции. 

Уравнение (5) с учётом (4) примет вид: 
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(6) 

Отсюда следует аналог уравнения 

(3) для дискретных конструкций с постоянным 
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полем напряжений в каждом элементе: 
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Таким образом, для тонкостенных 

конструкций, элементы которых работают 

в плоском напряжённом состоянии, имеем 

следующую задачу оптимального проек-

тирования. 

Найти распределение материала Vk, 

k = 1, 2,…, m, которое в единственном 

случае нагружения обеспечивает мини-

мум энергии деформаций конструкции, 

выполненной из заданного объёма мате-

риала: 

m;1,2,..., k      min,   
1
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k
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при  

V = V0.                                                   (9) 

 

Здесь:  

Vk – объём материала k-го элемента;  

m – количество элементов в конструкции; 

V0 – заданный распределяемый объём ма-

териала. 

Для решения поставленной задачи 

применим метод неопределённых множи-

телей Лагранжа. Составим функцию 
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где λ  – множитель Лагранжа. 

Условия минимума функции Ла-

гранжа, которые обеспечивают решение 

задачи оптимизации (8)–(9), с учётом (7) 

запишутся в виде 
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Уравнение (11) представляет собой 

критерий оптимальности, который уста-

навливает, что в конструкции, выполнен-

ной из заданного объёма материала, дос-

тигается минимум потенциальной энер-

гии деформаций, если упругий потенциал 

(удельная энергия деформаций) каждого 

элемента имеет одинаковое значение: 

;,...,2,1     , mkconstU k === λ           (13) 

Для построения процедуры отыска-

ния распределения материала Vk, 

k=1,2,…,m, которое обеспечивает выпол-

нение критерия (13), выразим упругий по-

тенциал элемента (4) через силовые фак-

торы, действующие в элементе, а именно, 

через потоки внутренних сил R = δσ ⋅ , 

где δ  – толщина элемента, σ  – напряже-

ние соответствующего направления. С 

учётом закона Гука для плоского напря-

жённого состояния упругий потенциал (4) 

элемента выразится в виде 
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где  
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В формулах (14)–(15):  

Sk – площадь k-го элемента в плане;  

Ek, µ k – модуль упругости и коэффициент 

Пуассона материала k-го элемента; 

T – поток касательных сил (T = δτ ⋅ ). 

Подставляя (14) в критерий опти-

мальности (13), получим 

2

*

2

][

k

k

V

R
=λ

 

.                                        (16) 

Выражая Vk из (16) и подставляя его 

в (12), получим значение λ  – величины 

искомого, одинакового для всех элемен-

тов упругого потенциала, которое обеспе-

чивается заданным объёмом материала V0: 
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Из формулы (17) можно получить 

значение объёма материала каждого эле-

мента opt

kV  в оптимальной по критерию 

(12) конструкции: 
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С учётом выражения (15), а также 

того, что для плоского элемента Vk = δ k 

Sk, формулу (18) можно переписать в виде 
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Отметим, что здесь [Rk] вычисляют-

ся для исходного распределения толщин 

элементов δ k, k=1, 2, …, m. 

Рассмотрим частный случай [2, 3], 

когда предполагается, что все элементы 

конструкции выполнены из одного мате-

риала, то есть Ek = E = const для k = 1, 2, 

…, m. При этом формула (19) упрощается 
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Выразим [Rk] через напряжения и 

подставим в уравнение (20): 
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Введём понятие осреднённого на-

пряжения в соответствии с выражением 
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В силу решения задачи оптимизации 

это осреднённое напряжение должно 

быть одинаковым для всех элементов 

конструкции. Поэтому вместо задания 

объёма распределяемого материала V0 и 

последующего анализа достигнутого 

уровня напряжений можно сразу назна-

чить допускаемый уровень эквивалентных 

напряжений [σ ] и получить известную 

формулу [2, 3] для алгоритма поиска рав-

нопрочных конструкций: 
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(24) 

 

Равнопрочной называется конст-

рукция, у которой в каждом элементе 

(точке) достигается одинаковый уровень 

напряжений. 

Уровень напряжений оценивается 

эквивалентными напряжениями, которые 

связаны с теориями прочности. При ми-

нимизации энергии деформаций эквива-

лентные напряжения следует подсчиты-

вать по IV–энергетической теории проч-

ности. 

Таким образом, при действии един-

ственного случая нагружения конструк-

ция, изготовленная из одинакового мате-

риала, для которой в каждой точке вы-

полняется требование постоянства упру-

гого потенциала, будет равнопрочной, и 

будет иметь минимальный потребный 

объём силового материала при заданном 

уровне напряжений. 

Именно этот теоретический резуль-

тат многими исследователями принимает-

ся за основу при построении алгоритмов 

инженерной оптимизации по условиям 

прочности. Зачастую формула (24) ис-

пользуется и для конструкций, состоящих 

из различных материалов. Последствия и 

корректный способ такого применения 

требует отдельного обсуждения. 

Для полноты рассмотрим несколько 

иную по сравнению с формулировкой (8)–

(9) постановку оптимизационной задачи. 

Найти распределение материала Vk, k 

= 1,2, …, m, которое в единственном слу-

чае нагружения при заданном значении 

энергии деформаций U0 обеспечивает ми-

нимум объёма материала конструкции: 
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Функция Лагранжа в этом случае 

имеет вид: 

.  
1

01

1









⋅−+= ∑∑

==

m

k

kk

m

k

k VUUVL λ
      

(27) 

Записывая условия её минимума, 

получим критерий оптимальности, совпа-

дающий с критерием (13): 
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который при учёте условия (26) преобра-

зуется к виду: 
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Отсюда следует, что выполнение ус-

ловия постоянства упругого потенциала в 

каждой точке конструкции обеспечивает в 

единственном случае нагружения: 

1) либо минимум потенциальной 

энергии деформаций при заданном объёме 

силового материала конструкции, 

2) либо минимум объёма силового 

материала конструкции при заданном 

уровне потенциальной энергии деформа-

ций. 

Очень часто полученные выводы 

подвергаются сомнению, поскольку при 

выводе критерия оптимальности и расчёт-

ных формул не учитывается зависимость 

распределения напряжений в элементах 

конструкции, а значит и упругих потен-

циалов, от распределения материала. Дело 

в том, что определение упругого потен-

циала (1) – (5) вводится при неизменном 

распределении материала δ k,  

k = 1, 2, … , m. 

Покажем, что все ранее приведён-

ные рассуждения обладают необходимой 

общностью. Задачу оптимизации будем 

рассматривать в форме (25) – (27), но при 

записи необходимых условий минимума 

функции Лагранжа предположим, что уп-

ругий потенциал зависит от распределе-

ния материала. Так что производная от 

энергии деформаций запишется в виде 
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Здесь временно вынесена энергия k-

го элемента из–под знака суммирования и 

при дифференцировании учтён тот факт, 

что объёмы элементов варьируются неза-

висимо. 

Условия минимума функции Ла-

гранжа (27) с учётом (30) принимают вид: 
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Из уравнений (31) выразим kU : 
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и подставим в уравнение (32). Получим 
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Критерий оптимальности (33) с учё-

том (34) принимает окончательный вид: 

mkconst
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и полностью совпадает с критерием (29), 

полученным без явного учёта зависимости 

упругого потенциала от распределения 

материала. Конечно, такая зависимость 

существует, но опосредованно, через дей-

ствующие напряжения в элементах конст-

рукции. 

Отсюда следует, что критерий опти-

мальности в виде требования одинаковой 

величины упругого потенциала в каждой 

точке конструкции обладает необходимой 

общностью и может быть применён для 

оптимизации любых типов конструкций. 

Более того, доказательство сходимости 

алгоритма поиска наиболее жёстких кон-

струкций, предложенное А.А. Комаровым 

[2], получает необходимый теоретический 

базис. До сих пор не было уверенности, 

что переход к новому распределению ма-

териала на основании усилий в элементах 

конструкции, соответствующих преды-

дущему распределению материала, дейст-

вительно уменьшит энергию деформаций. 

Теперь эта неуверенность устранена, и 

доказательство А.А.Комарова сходимости 

алгоритма оптимизации применимо к лю-
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бым энергетическим критериям опти-

мальности и любым типам конструкций. 

Естественный ход оптимизации вы-

глядит следующим образом. 

1. Назначим некоторое начальное 

распределение материала δ k0 по элемен-

там конструкции и подсчитаем его объём 

V0. 

2. Проведем расчёт напряжённо-

деформированного состояния конструк-

ции и вычислим эквивалентные напряже-

ния 
экв

k 0σ
 в каждом элементе конструкции 

k=1, 2, …, m. 

3. На основании критериев оптималь-

ности и с учётом специфики силовой ком-

поновки и работы конструкции вычислим 

новые толщины элементов. Попутно под-

считаем значение упругого потенциала в 

каждом элементе k=1, 2 ,…, m. 

4. Вычислим минимальное и макси-

мальное значение критерия оптимально-

сти: λ
min и λ

max. Если расхождение неве-

лико, то алгоритм свою работу заканчива-

ет. В противном случае примем получен-

ное распределение материала δ
k в каче-

стве начального и перейдём к пункту 2. 

В теле алгоритма намеренно не при-

водятся расчётные формулы, так как 

практическая реализация этой очень не-

сложной последовательности отличается 

большим авторским разнообразием. При-

чины тому в следующем. 

1. Если начальная конструкция ста-

тически определима, то алгоритм сходит-

ся за одну итерацию, так как удельная 

энергия деформаций (упругий потенциал) 

не зависит от распределения материала 

(толщин элементов), а определяется толь-

ко внешними нагрузками. Если начальная 

конструкция статически неопределима, то 

изменение распределения материала при-

водит к перераспределению внутренних 

потоков сил. Поэтому необходимо повто-

рять итерационный процесс до выполне-

ния критерия останова. В доступной лите-

ратуре не встречалось использование уп-

ругого потенциала в качестве такого кри-

терия, хотя он наиболее теоретически 

обоснован. Многие авторы принимают в 

качестве меры достижения оптимума ма-

лое изменение объёма материала конст-

рукции. 

2. Как быть, если конструкция под-

вержена спектру нагрузок? Некоторые ис-

следователи [2, 3] понимают равнопроч-

ность как непревышение напряжения от 

каждой из нагрузок величины допускае-

мого напряжения в соответствии с мате-

риалом элемента. В этом случае говорят, 

что толщина назначается как «огибающая 

по напряжениям». В строительстве, на-

против, весь спектр нагрузок принято 

приводить к максимальной нагрузке 

(обычно векторным суммированием) и 

толщины назначать, исходя из такой мак-

симальной нагрузки. В авиации такой 

подход недопустим, поскольку нагрузка 

на самолёт действует и вверх и вниз, тогда 

как вертикальная сила, действующая на 

здание, – это обычно сила гравитации (ес-

ли не учитывается сейсмическая нагруз-

ка). В этом случае толщина назначается 

исходя из «огибающей по нагрузкам». Но 

будет ли найденная конструкция опти-

мальной? 

3. Как поступать, если изначально из-

вестно, что конструкция должна состоять 

из различных материалов? В приведённом 

алгоритме в этом случае считается пра-

вильным использование формул (19), (21). 

Однако типичным является другой под-

ход. Материал считается одинаковым, 

проводится оптимизация с использовани-

ем формулы (24), а затем толщины эле-

ментов пересчитываются так, чтобы со-

хранить полученное значение жёсткости 

(E*δ ), где Е – модуль упругости, δ  – 

толщина элемента. При этом может про-

изойти нарушение условий прочности, 

что можно исправить пропорциональным 

увеличением толщин всех элементов. Но 

при этом неизбежна «утечка» оптималь-

ности. 

4. Какими элементами моделировать 

конструкцию? Как быть, если в пределах 

элемента имеется переменное поле на-

пряжений, а толщина элемента по техно-

логическим или иным причинам должна 

быть одинаковой во всех точках? Напря-
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жение в какой точке элемента принять за 

расчётное? 

Перечень вопросов можно продол-

жить, и конструктор, занимающийся ре-

альным проектированием, решает возни-

кающие проблемы с учётом специфики 

силовой работы разрабатываемой конст-

рукции. Именно поэтому алгоритмы оп-

тимального проектирования с учётом 

прочности разнообразны, их построение 

опирается на опыт и интуицию конструк-

тора и находится на грани искусства. Во-

обще, методы оптимального проектирова-

ния конструкций – это обширная и творче-

ски благодатная область науки и техники, 

в которой ещё много нерешённых про-

блем. 
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