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Рассматривается движение вокруг центра масс неуправляемого спускаемого аппарата, аэродина-

мический восстанавливающий момент которого описывается нечётным рядом Фурье по углу атаки с 

тремя первыми гармониками. Исследуются случаи, при которых в процессе снижения происходит изме-

нение характера движения: вращательное движение переходит в колебательное, колебательное движение 

“скачкообразно” переходит в колебательное движение с другими амплитудными характеристиками, ме-

няется тип прецессии. Показано, что переходные режимы углового движения на начальном участке тра-

ектории могут оказывать существенное влияние на движение центра масс и, как следствие, вызывать 

отклонение СА от расчётной траектории.  

 

Спускаемый аппарат, аэродинамический восстанавливающий момент, угол атаки, угол прецес-

сии, подъёмная сила, фазовый портрет, расчётная траектория. 

 

При движении неуправляемых 

спускаемых аппаратов (СА) в атмосфе-

ре можно выделить четыре основные 

группы возмущающих факторов, вызы-

вающих рассеивание траекторий: первая 

– разброс термодинамических парамет-

ров атмосферы и наличие ветра, вторая 

– отклонения характеристик СА (весо-

вых, геометрических, центровочных, 

аэродинамических и др.), третья – от-

клонения начальных параметров дви-

жения, четвёртая – наличие аэродина-

мической подъёмной силы и её ориен-

тация в пространстве. 

В настоящее время задача опреде-

ления расчётного рассеивания траекто-

рий при действии первых трёх групп 

возмущающих факторов исследована 

достаточно полно. На указанные воз-

мущения имеются соответствующие 

стандарты, существуют эффективные 

методики расчёта их влияния [1, 2]. В 

основном сложность задачи расчёта рас-

сеивания траекторий определяется на-

личием подъёмной силы, ориентация 

которой в пространстве, как правило, 

носит случайный характер. Влияние аэ-

родинамической подъёмной силы на 

рассеивание траекторий определяется ха-

рактером движения СА относительно цен-

тра масс. 

Характер движения СА во многом оп-

ределяется формой зависимости восстанав-

ливающего момента от угла атаки, который 

является нечётной функцией и в общем слу-

чае аппроксимируется нечётным рядом Фу-

рье по углу атаки. В [3] исследованы пере-

ходные режимы углового движения СА с 

синусоидальной зависимостью. В настоящее 

время эксплуатируются и разрабатываются 

СА с достаточно сложной зависимостью 

восстанавливающего момента от угла атаки. 

Переходные режимы движения СА, имею-

щих два устойчивых и одно неустойчивое 

положения равновесия, анализируются в [4], 

там же исследуются режимы «зависания» – 

длительного нахождения СА в окрестности 

неустойчивого положения равновесия. В [5] 

исследованы переходные режимы движения 

СА с бигармонической моментной характе-

ристикой, обусловленные медленным изме-

нением во времени коэффициентов момент-

ной характеристики. В [6] рассмотрены пе-

реходные режимы плоского движения СА с 

тригармонической характеристикой восста-

навливающего момента. В [4, 7] рассмотре-
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на плоская авторотация – длительное 

вращение СА без перехода в колеба-

тельное движение. В указанных работах 

исследовано поведение угла атаки и 

скорость закрутки СА, но не рассматри-

ваются вопросы рассеивания траекто-

рий. 

В задаче о влиянии аэродинамиче-

ской подъёмной силы на рассеивание 

траекторий возникает наряду с исследо-

ванием поведения угла атаки и вопрос 

об исследовании прецессионного дви-

жения. Угол прецессии определяет по-

ложение плоскости угла атаки, а следо-

вательно, и подъёмной силы относи-

тельно осей траекторной системы коор-

динат. Вопросы исследования прецес-

сионного движения при спуске СА рас-

смотрены в работах [8, 9], где приво-

дится анализ влияния на прецессионное 

движение таких факторов, как переход про-

дольной угловой скорости – угловой скоро-

сти крена через ноль; возникновение малого 

импульсного момента, связанного с корпу-

сом СА; возникновение малого импульсного 

момента, связанного с набегающим пото-

ком; резкое изменение балансировочного 

угла атаки. 

В работе рассматривается влияние аэ-

родинамической подъёмной силы на рас-

сеивание траекторий СА с тригармониче-

ской характеристикой восстанавливающего 

момента. Такая зависимость характеристики 

восстанавливающего момента от угла атаки 

характерна для СА сегментально-

конической (рис.1), затупленной кониче-

ской и других форм [10]. 

 

 

Рис. 1. Зависимость коэффициента восстанавливающего момента  

от угла атаки для СА сегментально - конической формы 

 

Запишем уравнения движения 

центра масс СА при снижении в атмо-

сфере. Будем полагать, что дальность и 

продолжительность атмосферного уча-

стка полёта неуправляемого СА невели-

ки по сравнению с орбитальным участ-

ком, в связи с чем Землю можно рас-

сматривать как невращающийся шар с 

центральным полем притяжения. Вет-

ровые возмущения учитывать не будем. 

Учитывая, что при баллистическом 

спуске угол пути Ψ  – малая величина, 

уравнения движения центра масс СА с 

достаточной степенью точности для 

анализа рассеивания точек посадки 

можно представить в виде [1]: 

/ sin
xa

V C qS m g θ= − −& ,       sinH V θ=& , 

2
1

( cos sin ) cos[ ( ) ]ya a za a

qS V
C C g

V m r
θ γ γ θ= − − −& , (1) 

1
( sin cos )

cos
[ ]

ya a za a

qS
C C

V m
γ γ

θ
Ψ = − +& , 

( ) cos /
n

L r H V rθ= −& ,       cosБL V θ= − Ψ& . 

Здесь  

m – масса;  

S – характерная площадь;  

V  – величина скорости полёта;  

Н – высота;  

θ  – угол наклона траектории;  

Ψ  – угол пути; 

n
L  – дальность полёта, измеряемая по по-

верхности Земли; 

БL  – боковое отклонение;  

2 / 2q Vρ=  – скоростной напор;  
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ρ  – текущая плотность атмосферы;  

r – расстояние до притягивающего 

центра; 
2

0
[( ) / ]g g r H r= −  – ускорение силы 

тяжести;  

a
γ – угол прецессии (угол скоростного 

крена – угол между плоскостью полёта 

и плоскостью пространственного угла 

атаки);  

xa
C , 

ya
C , 

za
C  – коэффициенты аэро-

динамической силы в скоростной сис-

теме координат: 

 cos sin
xa n

C C Cτ α α= + , 

 sin cos
ya n

C C Cτ α α= − + , 

0
za

C = , 

где Cτ , 
n

C  – соответственно, коэффи-

циенты тангенциальной и нормальной 

аэродинамических сил;  

α  – угол  атаки (угол между продоль-

ной осью СА и вектором скорости цен-

тра масс). Знак 
xa

C  по традиции изменён. 

Движение относительно центра 

масс СА с тригармонической характе-

ристикой восстанавливающего момента 

на начальном участке траектории в ат-

мосфере, когда можно пренебречь гра-

витационным моментом и аэродинами-

ческим демпфированием, описывается 

системой с медленно меняющимися па-

раметрами вида [4]: 

0)( =+ αα F&& ,

,3sin2sinsin

/sin)cos(

)cos()(

3

ααα

αα

αα

cba

GR

RGF

+++

−

×−=

 (2) 

2

cos

sin
a

G R α
γ

α

−
=& , 0 cos K

n

K
R

I

α
= , 

0 cos V

n

K
G

I

α
= , ( ) ( )2

0

2

00 nnxx IIK ωω += . 

Здесь  

0
K  – начальное значение кинетического 

момента;  

,
x n

I I  – продольный и поперечный мо-

менты инерции СА;  

0 0
,

x n
ω ω  – начальные продольная и попереч-

ная угловые скорости; 

,R const G const= =  – отнесённые к попе-

речному моменту инерции проекции векто-

ра кинетического момента на продольную 

ось СА и на направление вектора скорости 

центра масс;  

Kα , Vα  – углы, которые характеризуют, со-

ответственно, положение продольной оси 

СА относительно вектора кинетического 

момента и вектора кинетического момента 

относительно вектора скорости центра масс 

на границе атмосферы, где влиянием аэро-

динамических моментов можно пренебречь 

[4];  

a, b, c – коэффициенты характеристики вос-

станавливающего момента. 

Коэффициенты уравнения движения 

(2), переменность которых связана с изме-

нением плотности атмосферы в процессе 

спуска, могут быть представлены в виде [5]: 
2 2 2

, ,
2 2 2

a b c

n n n

V V V
a m Sl b m Sl c m Sl

I I I
ρ ρ ρ= − = − = − , 

где  

, ,
a b c

m m m  – постоянные коэффициенты; 

l  –  характерный размер СА. 

Начальные значения пространственно-

го угла атаки 
0

α  и угловой скорости 
0

α&  на 

границе атмосферы определяются по фор-

мулам [4]: 

0
arccos(cos cos sin sin cos )

V K V K
α α α α α ψ= − , 

0
0

0

sin sin sin

sin

V K

n

K

I

α α ψ
α

α
= −& ,  (3) 

где ψ  – угол, определяющий положение 

продольной оси СА в конусе внеатмосфер-

ной прецессии, отсчитываемый в плоскости, 

перпендикулярной оси прецессии. 

В работе [6] методом фазовой плоско-

сти проведено подробное исследование 

плоского движения ( 0R G= = ) СА с три-

гармонической характеристикой восстанав-

ливающего момента. Построена номограм-

ма для определения числа и типа особых 

точек фазового портрета. Показано, что в 

зависимости от начальных условий СА мо-

жет совершать вращательное или колеба-

тельное движения. Число колебательных 

областей на фазовом портрете может изме-
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няться от одного до четырёх в зависи-

мости от коэффициентов характеристи-

ки восстанавливающего момента. На 

рис. 2, а, для примера, приведён фазо-

вый портрет системы с одной враща-

тельной и четырьмя колебательными 

областями. В случае пространственного 

движения наличие в уравнении (2) гироско-

пических членов обусловливает только ко-

лебательный характер движения. Фазовый 

портрет может иметь одну или три колеба-

тельные области. На рис. 2, б приведён фа-

зовый портрет системы с тремя колебатель-

ными областями. 

 

 

Рис. 2. Фазовый портрет системы:  

а) плоский случай; б) пространственный случай 

 

В связи с изменением коэффици-

ентов моментной характеристики в про-

цессе движения происходит эволюция 

фазовых траекторий, в результате кото-

рой они могут пересекать сепаратрисы, 

попадая в различные области фазового 

портрета. Это сопровождается качест-

венным изменением характера движе-

ния СА относительно центра масс: вра-

щательное движение переходит в коле-

бательное, «скачкообразно» изменяется 

амплитуда колебаний по углу атаки, 

амплитуда скорости прецессии, может 

происходить смена знака скорости пре-

цессии. 

В случаях, когда при пересечении 

сепаратрис фазовая точка может попа-

дать в различные колебательные облас-

ти, возникает задача выбора области 

продолжения движения. Дело в том, что 

фазовые точки, которые в начальный 

момент находились на расстоянии ε  

друг от друга ( ε  – малый положитель-

ный параметр, характеризующий мед-

ленность изменения параметров систе-

мы), могут после пересечения сепарат-

рисы захватываться в различные облас-

ти, и их дальнейшее движение будет 

совершенно различным. Кроме того, при 

некоторых начальных условиях возможна 

реализация режима «зависания» – длитель-

ного нахождения в окрестности неустойчи-

вого положения равновесия [4].  

Действие аэродинамической подъём-

ной силы на отклонение СА от расчётной 

траектории будет, в среднем за время пол-

ного оборота продольной оси аппарата во-

круг вектора скорости центра масс, практи-

чески равно нулю, если пространственный 

угол атаки остаётся постоянным или изме-

няется незначительно, а СА прецессирует 

около вектора скорости с постоянной и 

большой по величине скоростью.  В этом 

случае СА движется по спирали вокруг рас-

чётной траектории, не удаляясь от неё на 

значительное расстояние. В действительно-

сти возможны ситуации, когда названные 

выше условия не реализуются. Это приво-

дит к тому, что полного осреднения подъ-

ёмной силы за оборот СА не происходит, в 

результате имеет место отклонение СА от 

расчётной траектории. 

В случае плоского движения действие 

подъёмной силы на отклонение СА от рас-

чётной траектории будет практически равно 

нулю, если СА совершает вращение с по-

стоянной угловой скоростью или колеблется 
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с постоянной амплитудой по углу атаки 

относительно вектора скорости. 

Величина отклонения СА от рас-

чётной траектории определяется харак-

тером изменения поперечной скорости, 

обусловленной действием аэродинами-

ческой подъёмной силы в плоскости, 

перпендикулярной расчётной траекто-

рии СА. Поперечную скорость 

iwvVП +=  можно вычислить, рассмат-

ривая СА как точечную массу, совер-

шающую движение в этой плоскости за 

счёт воздействия на неё вращающейся 

подъёмной силы, следующим образом 

[8]: 

0

(0) ( ) a

t

i

П П a

i
V V Y e dt

m

γα= − ∫ , 

где коэффициент i используется для со-

гласования угловой и линейной коорди-

нат;  

m – масса СА;  

)(αaY  – подъёмная сила.  

Интеграл берётся на интервале 

времени, в течение которого реализует-

ся переходный режим движения по уг-

лам атаки и прецессии. 

Подъёмная сила определяется по 

формуле: 
2

( sin cos )
2

a n

S V
Y C Cτ

ρ
α α= − + . 

Поперечная скорость в случае 

плоского движения ( 0R G= = ) имеет 

одну составляющую, перпендикуляр-

ную траектории. Её можно вычислить 

по следующей формуле: 

0

1
(0)

t

П П a
V V Y dt

m
= − ∫ . 

Приближённая оценка изменения 

угла наклона траектории выглядит сле-

дующим образом: 

ПV

V
θ

∆
∆ = . 

Рассмотрим движение гипотетиче-

ского СА со следующими характери-

стиками: 

3 ,m кг=  20,04 ,nI кг м= ⋅   

20,1257 ,S м=  0,4 ,l м=  

0,0544, 0,0296, 0,326,a b cm m m=− = = −  

0,1133 1,0928cos( )

0,3083cos(2 ) 0,0129cos(3 ),

Cτ α

α α

= + +

+ +
 

0,9269sin( ) 0,2405sin(2 )

0,0096sin(3 )

n
C α α

α

= − +

+
 

для условий входа в атмосферу: 

0 7830 / ,V м c=  0 1,5θ = − o , 

 0 150000H м= . 

Рассмотрим плоское движение СА с 

начальной угловой скоростью 1

0 0,5 cα −=&  

при различных начальных значениях угла 
атаки (0,3; 0,2; 0,258). Фазовый портрет сис-

темы приведён на рис. 2, а. 
Результаты численных расчётов при 

интегрировании системы дифференциаль-
ных уравнений (2) при начальном значении 

угла атаки 0 0,3α =   приведены на рис. 3. На 

рис. 3,а изображена соответствующая фазо-
вая траектория, на рис. 3,б показана зависи-

мость угла атаки от времени. Как видно, СА 
сначала совершает вращение. Затем проис-

ходит переход из вращения в колебание, и 
СА совершает колебания носовой частью с 

большой амплитудой относительно вектора 
скорости. Затем происходит ещё один пере-

ход, и СА продолжает совершать колебания 
относительно вектора скорости с меньшей 

амплитудой. На приведённом графике попе-

речной скорости ПV  (рис. 3,в) можно увидеть 

незначительное отклонение среднего значе-

ния, вызванное переходом из вращения в 
колебание, равное примерно 0,002 м/c. При 

дальнейших колебаниях относительно ус-

тойчивого положения равновесия 1 0α =  до-

полнительного отклонения среднего значе-

ния поперечной скорости не происходит, 
поскольку действие подъёмной силы усред-

няется. 
На рис. 4 приведены результаты чис-

ленных расчётов при 0 0,2α = . На рис. 4,а 

изображена соответствующая фазовая тра-
ектория, на рис. 4,б показана зависимость 

угла атаки от времени. Как видно, СА, ана-
логично предыдущему случаю, сначала со-

вершает вращение. Затем происходит пере-
ход из вращения в колебание, и СА совер-
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шает колебания с большой амплитудой 

относительно вектора скорости. Затем 
происходит ещё один переход, и СА 

продолжает совершать колебания отно-
сительно дополнительного устойчивого 

положения равновесия ( 3 1,694α = ) с 

меньшей амплитудой. Отклонение 
среднего значения поперечной скорости 

резко возрастает с течением времени 
(рис. 4, в), что обусловлено действием 

ненулевого среднего значения подъём-
ной силы при колебаниях относительно 

дополнительного устойчивого положе-
ния равновесия. Можно отметить, что 

отклонение точки падения СА вследст-
вие наличия ненулевого среднего зна-

чения подъёмной силы равно примерно 
40 км, а вследствие изменения силы ло-

бового сопротивления – примерно 70 км. 

На рис. 5 приведены результаты чис-

ленных расчётов при 0 0,258α = . На рис. 5, а 

изображена соответствующая фазовая тра-

ектория, на рис. 5, б показана зависимость 
угла атаки от времени. При таком началь-

ном значении угла атаки реализуется режим 
«зависания» в окрестности дополнительного 

неустойчивого положения равновесия 

4 1,401α = . В этом случае после перехода из 

внешней колебательной области во внут-

реннюю СА продолжает совершать колеба-
ния носовой частью относительно вектора 

скорости. Можно отметить, что во время 
«зависания» происходит отклонение сред-

него значения поперечной скорости порядка 
0,01 м/c (рис. 5,в), величина которого опре-

деляется длительностью зависания. 

 
Рис. 3. Характер изменения параметров плоского движения при 0 0,3α = :  

а – фазовая траектория, б – зависимость угла атаки от времени,  

в – зависимость поперечной скорости от времени  

 

 
Рис. 4. Характер изменения параметров плоского движения при  0 0,2α = : 

 а – фазовая траектория, б – зависимость угла атаки от времени,  

в – зависимость поперечной скорости от времени  
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Рис. 5. Характер изменения параметров плоского движения при 

0 0,258α = : 

 а – фазовая траектория, б – зависимость угла атаки от времени,  

в – зависимость поперечной скорости от времени  

 

Следует отметить, что при реали-

зации режима «зависания» относитель-
но неустойчивого положения равнове-

сия 1 0α =  или 2α π=  дополнительного 

отклонения среднего значения попереч-
ной скорости не будет, так как при та-

ких значениях угла атаки подъёмная си-
ла равна нулю. 

Таким образом, в случае плоского 
движения наибольшее отклонение сред-

него значения поперечной скорости и, 
как следствие, наибольшее отклонение 

траектории происходит при колебаниях 
относительно дополнительных устойчи-

вых положений равновесия. Согласно 
формулам, приведённым в [6], значения 

вероятности колебаний относительно 
дополнительных устойчивых положе-

ний равновесия 
3 3

29,1 %P Pα α−= = . Ве-

роятность реализации режима «зависа-

ния» в окрестности неустойчивого по-
ложения равновесия значительно мень-

ше. Исключительное множество на-
чальных условий, при которых может 

реализоваться режим «зависания», име-

ет меру ( )n
O ε , где 1n ≥  – любое напе-

рёд заданное число [4].  
Теперь рассмотрим пространст-

венное движение СА. Зададим следую-
щие значения углов, определяющих 

ориентацию СА на внеатмосферном 

участке траектории: 1,1
V

α = , 0,3
K

α =  и 

примем следующее значение модуля 

кинетического момента: 

2

0 0,05 /K кг м с= ⋅ .  

На практике начальное значение угла 

ψ  можно считать случайной величиной, 

распределённой равномерно в интервале 0 – 
2π [4]. Начальные условия движения по углу 

атаки и скорости угла атаки определяются 
по формулам (3). Ниже приведены резуль-

таты расчётов при интегрировании системы 
дифференциальных уравнений (2) для углов 

3ψ =  и 2,54ψ = . 

На рис. 6 приведены результаты чис-

ленных расчётов при 3ψ = . На рис. 6, а 

изображена соответствующая фазовая тра-

ектория, на рис. 6, б показана зависимость 
угла атаки от времени. Сначала СА совер-

шает колебания с большой амплитудой. За-
тем происходит переход из внешней колеба-

тельной области во внутреннюю, и СА про-
должает совершать колебания носовой ча-

стью относительно вектора скорости с мень-
шей амплитудой, причём значение скорости 

прецессии отличается от нуля (рис. 6, г). 
«Скачкообразное» изменение угла атаки 

приводит к отклонению среднего значения 
поперечной скорости примерно на 0,1 м/с 

(рис. 6, в). 
На рис. 7 приведены результаты чис-

ленных расчётов при 2,5418ψ = . На рис. 7, а 

изображена соответствующая фазовая тра-

ектория, на рис. 7, б показана зависимость 
угла атаки от времени. При переходе из 

внешней колебательной области во внут-
реннюю происходит «зависание» в окрест-

ности неустойчивого положения равнове-
сия. В течение длительного интервала вре-
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мени (примерно 20 с) угловая скорость 

прецессии и угол атаки имеют практи-
чески постоянные значения: 

10,01 , 1,06cψ α−= − =& ,  

причём значение скорости прецессии 
близко к нулю (рис. 7, г). В течение это-

го времени вектор подъёмной силы, 

обусловленный балансировочным углом 

атаки, будет практически неизменен отно-
сительно инерциального пространства, что 

и приводит к отклонению среднего значения 
поперечной скорости примерно на 0,42 м/с 

(рис. 7, в). 

 

 

 
Рис. 6. Характер изменения параметров пространственного движения  

при 1,1
V

α = , 0,3
K

α = , 3ψ = : 

а – фазовая траектория, б – зависимость угла атаки от времени,  

в – годограф поперечной скорости,  г – зависимость скорости прецессии от времени 

 

 

Рис. 7. Характер изменения параметров пространственного движения  

при 1,1
V

α = , 0,3
K

α = , 2,54ψ = :   

а – фазовая траектория, б – зависимость угла атаки от времени,  

в – годограф поперечной скорости,  г – зависимость скорости прецессии  от времени  
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Таким образом, в работе показано, 

что переходные режимы углового дви-
жения на начальном участке траектории 

СА с тригармонической характеристи-
кой восстанавливающего момента могут 

оказывать существенное влияние на 
движение центра масс и, как следствие, 

вызывать отклонение СА от расчётной 
траектории, что необходимо учитывать 

при расчёте рассеивания точек падения.  
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DEVIATION OF REENTRY SPACECRAFT FROM THE ESTIMATED TRAJECTORY 

CAUSED BY TRANSIENT MODES OF ANGULAR MOTION AT THE STAGE OF EN-

TRY INTO THE ATMOSPHERE 
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The motion of an uncontrolled spacecraft around its center of mass, the restoring aerodynamic moment of 

the spacecraft being described by an odd Fourier series in the angle of attack with the three first harmonics. The 

cases are investigated in which the character of motion changes during the reentry process: the rotational motion 

is transformed into the oscillatory one, and the oscillatory motion is transformed “by jumping” into the oscilla-

tory motion with different amplitude characteristics. It is shown that transient modes of angular motion at the 

initial section of the trajectory may have essential influence on the movement of the centre of mass of the space-

craft and, as a result, cause deviation from the estimated trajectory. 
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