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Излагаются методы проектно-баллистической оптимизации космических операций c 
электрореактивными двигателями малой тяги. Приводятся математические постановки и методы решения 
задач оптимизации околоземных манёвров и межпланетных перелетов. Рассматриваются особенности 
используемых математических моделей задач оптимизации. Приведены результаты решения серии 
прикладных задач для различных классов космических аппаратов, осуществляющих манёвры с двигателями 
малой тяги. 
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Проблема повышения 
эффективности космических 
транспортных операций и режимов 
управления орбитами космических 
аппаратов (КА) в настоящее время 
приобретает особую актуальность. 

Одним из возможных путей 
решения этой проблемы является 
использование двигательных систем, 
основанных на новых физических 
принципах. К таким системам относятся 
электрореактивные двигатели (ЭРД) 
малой тяги, использующие принцип 
ускорения заряженных частиц рабочего 
тела в электростатических или 
электромагнитных полях. Высокая 
скорость истечения рабочего тела (15-30 
км/с) обеспечивает значительно меньший 
расход рабочего тела по сравнению с 
двигателем на химическом топливе. 
Однако перелёты с малой тягой 
(ускорение от тяги составляет 0.1-1мм/с2) 
в «сильных» гравитационных полях 
достаточно продолжительны и требуют 
от нескольких недель до десятков 
месяцев [1,2]. Видимо, при оптимизации 
баллистических схем подобных 
перелётов необходимо искать 
компромисс между массой полезной 
нагрузки и продолжительностью 

перелёта – основными критериями 
эффективности.  

При решении прикладных задач 
необходимо рассматривать в 
совокупности проблемы оптимизации 
траекторий и законов управления 
движением, а также выбора оптимальных 
соотношений масс основных 
компонентов КА с электрореактивным 
двигателем (ЭРД) и солнечной или 
ядерной энергетической установкой [3,4]. 

Главное направление теоретических 
исследований в области динамики 
космических перелётов с малой тягой 
(МТ) - развитие аналитических и 
численных методов поиска оптимальных 
траекторий с учётом дополнительных 
факторов и ограничений в 
математических моделях движения и 
управления КА. 

Усложнение математической 
модели движения КА ведёт к появлению 
новых трудностей в решении задач 
оптимизации. По сути дела, происходит 
сужение класса допустимых траекторий и 
управлений. В этих условиях 
существенно возрастает значение 
приближённых методов оптимизации и 
информационно-вычислительных 
технологий.  
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Приближённые методы расчета 
оптимальных перелётов с малой тягой и 
результаты решения серии прикладных 
задач были изложены в работах [5-10]. В 
настоящей статье развивается 
методический подход к решению задач 
синтеза проектно-баллистических 
характеристик космических аппаратов с 
электрореактивными двигателями малой 
тяги и описываются  результаты решения 
новых прикладных задач. 

 
1 Методический подход к 

решению задачи совместной 
оптимизации траекторий и проектных 
параметров космического аппарата с 
двигателем малой тяги 

 
1.1 Математическая постановка 

задачи  
Сформулируем проблему 

совместной оптимизации баллистических 
параметров b , управлений ( )tu , 
траекторий ( )tx  динамического манёвра 
и проектных параметров p  КА с 
двигателем малой тяги, а также с 
комбинированной двигательной 
установкой, сочетающей двигатели 
большой и малой тяги. 

Под динамическим манёвром z  
понимается переход КА из начального 
состояния ( ) 00 xtx =  в конечное 
многообразие ( ) KK Xtx ∈ . Вектор 
баллистических параметров манёвра 
определяет схему и продолжительность 
манёвра, начальное 0X  и конечное KX  
многообразия, а также внешние условия 
и ограничения.  

Общей задачей совместной 
оптимизации будем называть задачу 
отыскания проектных параметров Pp ∈ , 

баллистических параметров Bb ∈  и 
совокупности функций ( ) ( )ztxzxtu ,,,,  из 
множества допустимых D , 
обеспечивающих реализацию диапазона 
динамических манёвров Z  при 
минимальном (максимальном) значении 
заданного критерия оптимальности µ . 

Цель космической миссии 
определяет граничные условия перелёта: 

( ) 00 rr = ,   ( ) КrTr =1 , ( )1 ' Kr T r= , 
( ) 02 rTr = , 

( ) 00 VV = , ( ) КVTV =1 , ( )1 ' KV T V= , 

( ) 02 VTV = ,  
( ) 00 MM = , 

( )1 0 1ХРБ PТ ХРБ PТM T M M M M= − − − ,   (1.1) 

( ) ( )1 1' ПНM T M T M= − , 

( ) ( )2 1 2ПН PTM T M T M M= − − . 
Здесь через '1T  обозначено время 

начала обратного перелёта ( 11 ' TT > ), если 
миссия предусматривает возвращение КА 
(или его части) на орбиту старта. 

Для решения задачи управления 
движением КА используется модель, 
учитывающая динамику движения 
относительно центра масс, ограничения 
на ориентацию вектора тяги, зависимость 
тяги двигателя от расстояния КА до 
Солнца и от ориентации солнечных 
батарей, влияние несферичности Земли и 
сопротивления верхних слоев атмосферы, 
влияние гравитационных полей Солнца и 
планет и другие факторы [6,10]:  
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Здесь r  - вектор положения центра масс; 
a , g , f  - векторы реактивного, 
гравитационного и возмущающих 
ускорений; qcP ⋅=  - тяга маршевого 
двигателя; e  - единичный вектор 
направления тяги; δ  - функция 
включения-выключения и реверса тяги 
маршевого двигателя; упрq  и упрδ  - 
секундный расход и функция включения-
выключения управляющего двигателя; ω   
- вектор угловой скорости; 
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( )[ ] ( )tItmII 000 ==  - матрица тензора 
инерции, внM  - главный момент внешних 
сил, включая управляющие моменты.  

Начальную (стартовую) массу КА 
представим как сумму масс отдельных 
частей аппарата, определяемых по 
функциональным признакам [3]: 

ХРБТХРБ21

0

MMMMM
MMMMM

КРТРТ

СПХДУЭУПН

+++++

++++=
 

                    (1.3) 
Здесь ПНM  - масса полезной 

нагрузки; ЭУM  - масса энергоустановки; 

ДУM  - масса электрореактивной 
двигательной установки; СПХM  - масса 
системы подачи и хранения рабочего 
тела; 1РТM  - масса рабочего тела на 
прямой перелёт; 2РТM   - масса рабочего 
тела на обратный перелёт; КM  - масса 
конструкции; ХРБM  - масса разгонного 
блока, использующего обычные 
двигатели большой тяги; ХРБТM  - масса 
топлива химического разгонного блока. 

Массы отдельных компонентов КА 
зависят от проектных параметров. 
Обычно эти зависимости представляются 
с помощью соответствующих удельных 
массовых характеристик ЭУα , ДУγ , СПХγ , 

0γ , 'Kγ , "Kγ [3]: 
N⋅= ЭУЭУM α , 

( )упрДУДУM kPP +⋅= γ ,  

РТСПХСПХM M⋅= γ ,    
NPM KK ⋅+⋅+⋅= "'M 00K γγγ , 

.MРТ MT
c
P

=  

Здесь P  - суммарная  тяга маршевых 
двигателей; упрP  - суммарная тяга 
управляющих двигателей; MT  - 
«моторное» время; N  - мощность 
энергоустановки, которая зависит от тяги 
двигателей и скорости истечения 
рабочего тела 

( )
ПЭ

1
2 ηη

χ

T

PcN +
⋅= ,      (1.4) 

где коэффициент χ  характеризует 
относительный расход рабочего тела 

управляющими двигателями; Тη  - 
тяговый коэффициент полезного 
действия; ПЭη  - КПД преобразователя 
энергии. 

Масса конструкции химического 
разгонного блока (ХРБ) обычно задаётся, 
а масса топлива ХРБ определяется 
величинами «импульсов» скорости, 
потребными для перевода КА на 
промежуточную орбиту. 

В качестве критерия оптимальности 
выберем начальную массу КА при 
фиксированной массе полезной нагрузки. 
Тогда критерий µ  может быть 
представлен в виде отношения 

ПНMM /0=µ  (при фиксированной массе 

ПНM ). Возможен также другой вариант, 
когда при фиксированной начальной 
массе максимизируется масса полезной 
нагрузки. 

Основная задача оптимизации 
формулируется следующим образом: 
определить вектор проектных параметров 
p  из допустимого множества P , вектор 
параметров баллистической схемы 
перелёта b  и вектор функций управления 

( ) Utu ∈ , доставляющие при заданной 
массе полезной нагрузки и заданной 
продолжительности перелёта 21 ' TTT +=  
минимум начальной массе КА, при 
выполнении граничных условий прямого 
и обратного перелётов (1.4): 

( )
( )( )ПН0

,
0 ,,,min MTtupMM

UtuPp ∈∈
= . 

         (1.5) 
 Проблема оптимизации обычно 

разделяется на две независимые [3-5]: 
1) динамическую - нахождение 

оптимальных программ управления и 
получение динамической характеристики 
S  прямого и обратного перелётов. Этим 
термином обычно обозначается мера 
энергетических затрат на управление 
траекторным и угловым движением КА, 
представленная в виде зависимости (в 
явной или неявной формах) от граничных 
условий и проектных параметров [10]. В 
качестве динамической характеристики 
обычно используется характеристическая 
скорость прямого и обратного перелёта 
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или моторное время полёта с двигателем 
малой тяги. При этом вклад в 
динамическую задачу суммарного 
импульса скорости химического 
разгонного  блока учитывается 
изменением начальных условий перелёта, 
а расход топлива ХРБ учитывается при 
расчёте массы КА. 

( ) ( )( ) [ ]2100 min,,,,, XKXKKoptXKK VVxxptuVxxpS +==
:         (1.6) 

Соответственно, оптимальные 
управления определяются методами 
теории оптимальных процессов [16]: 

прямой перелёт 
( ) ( )KXK

Uu
opt xxpuVptu ,,,minarg, 011

∈
= ,  

обратный перелёт      (1.7) 
( ) ( )KXK

Uu
opt xxpuVptu ,,,minarg, 022

∈
= ;  

2) параметрическую - нахождение 
оптимальных проектных и 
баллистических параметров  

( ) ( )[ ]

.,

,,,,,,minarg, Н00
,

fixeTfixeМ

MTpxxpSMbp

ПН

ПK
Bbp

optopt

==

=
∈Ρ∈

         (1.8) 
Задача параметрической 

оптимизации решается методами 
математического программирования. 

Как правило, назначение 
космического аппарата предусматривает 
выполнение не одной, а некоторого 
спектра задач, каждая из которых требует 
определённого запаса ресурсов (запасов 
рабочего тела, энергетических 
возможностей и т.п.) на её реализацию. 
Пусть для КА задан определённый 
диапазон динамических манёвров Z . 
Возникает задача выбора проектных 
параметров, универсальных для 
диапазона манёвров. Задача 
универсализации технической системы в 
терминах теории оптимальных покрытий 
[11] формулируется следующим образом: 
пусть каждому манёвру z  из множества 
Z  поставлены в соответствие два 
важнейших критерия: динамическая 
характеристика S  и продолжительность 
манёвра T . Тогда вектор проектных 
параметров p  универсален для 

множества Z , если: 
- система с параметрами p  может 

выполнить любой манёвр Zz ∈ ; 
- максимальная степень 

неоптимальности системы ( )pzS ,  на 
множестве Z  имеет минимальное 
значение при pp = : 

( )pzp
ZzPp

,maxminarg
,

ρ
∈∈

= ,           (1.9) 

где степень неоптимальности ( )pz,ρ  
задаётся в виде 

( ) ( )
( )

Pp
Tspz

Tspzpz
∈

=
,,,min

,,,,
µ

µ
ρ .           (1.10) 

Функция ( )pz,ρ  есть мера 
проигрыша в критерии эффективности 

( )Spz ,,µ  при отклонении вектора 
проектных параметров p  от 
оптимального для манёвра z  значения 

( )zp . Алгоритм решения задачи 
проектной оптимизации сводится к 
двухэтапной схеме: на первом этапе для 
каждого манёвра Zz ∈  ищется 
оптимальная баллистическая схема, 
траектории и режимы управления 
движением, а также определяется 
динамическая характеристика S  как 
функция граничных условий и проектных 
параметров. На втором этапе 
анализируется функция ( )pz,ρ  и 
определяется вектор универсальных 
параметров p  на всём диапазоне Z . 

       
1.2 Многокритериальная 

оптимизация 
Проектирование КА с ЭРДУ, как и 

любой сложной технической системы, 
требует применения нескольких 
критериев эффективности. В общем 
случае целью миссии является доставка 
заданной полезной нагрузки в 
определённую точку (область) 
пространства состояний при 
минимальной начальной (стартовой) 
массе. При этом, однако, требуется 
обеспечить минимальную 
продолжительность перелёта пT , 
минимальное время пребывания в 
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радиационных поясах Земли радT , 
минимальное время нахождения КА с 
солнечной ЭРДУ в тени Земли тенT , 
минимальную стоимость осуществления 
миссии С . Для низкоорбитальных 
космических аппаратов важным 
критерием является продолжительность 
активного функционирования фT . Таким 
образом, имеется несколько критериев, 
по которым оценивается эффективность 
проекта в целом. 

Для перехода от 
многокритериальной задачи оптимизации 
к однокритериальной используются 
известные подходы: выбор главного 
критерия и перевод остальных в 
ограничения; свёртка критериев; метод 
рабочих характеристик; метод уступок и 
другие [12].  

Наиболее распространённым 
приёмом в практике оптимизации 
космических перелётов является 
сведение задачи к двухкритериальной. 
Здесь в качестве первого критерия 
выступает стартовая масса КА (или 
отношение массы полезной нагрузки к 
стартовой массе), а в качестве второго 
критерия – моторное время или 
суммарная продолжительность перелёта. 
Результатом решения задачи 
оптимизации должна являться 
зависимость одного критерия от другого 
(аналог зависимости «эффективность – 
стоимость»), построенная для различных 
вариантов баллистических схем перелёта 
и режимов управления движением. Такая 
зависимость отображает множество 
«неулучшаемых» решений - множество 
Парето.  

Если количество критериев больше 
двух, предлагается следующий подход: 
каждой точке паретовского множества 
ставятся в соответствие значения 
второстепенных критериев, не 
участвующих в схеме оптимизации, а 
затем исключаются решения, где эти 
второстепенные критерии не 
удовлетворяют заданным ограничениям. 

Окончательный выбор 
предпочтительных вариантов 
осуществляется с помощью специальных 

приёмов построения и анализа 
морфологических таблиц, которые 
содержат качественные и 
количественные параметры: 
альтернативы, критерии, технические 
ограничения, удобство практической 
реализации той или иной схемы перелёта. 

 
1.3 Принцип расширения - 

сужения множества допустимых 
состояний и управлений 

Как правило, во многих задачах 
оптимизации множество допустимых 
состояний и управлений D  задаётся 
посредством некоторых условий, 
выделяющих его из более широкого 
множества E . Задачу оптимизации в 
этом случае можно решать на указанном 
более широком множестве E  при 
некоторых дополнительных условиях. 
Идея принципа расширения состоит в 
том, что функционал доопределяется на 
более широком множестве E  так, что 
наименьшее значение он принимает в D . 
Практически это означает, что путем 
отбрасывания некоторых связей, 
ограничений и граничных условий 
упрощается математическая постановка и 
вычислительная схема решения задачи 
оптимизации. Полученное решение 
«нулевого» приближения проверяется на  
принадлежность множеству D . Если 
условие принадлежности выполняется, то 
задача решена, а отброшенные связи и 
ограничения носили надуманный 
характер, необоснованно усложняя 
постановку задачи. Если условие 
принадлежности не выполняется, то 
полученное решение служит предельной 
оценкой функционала на расширенном 
множестве допустимых траекторий и 
управлений [13,14]. Такая оценка может 
оказаться полезной и содержательной на 
ранних стадиях исследования. Получение 
подобных решений связано с 
последовательной редукцией 
математической модели задачи 
оптимизации, и соответствующий метод 
предложено называть методом 
последовательных расширений [6]. Затем 
реализуется обратный процесс: 
полученное решение уточняется в ходе 
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итерационной процедуры, множество 
допустимых решений сужается до тех 
пор, пока не будут выполнены все 
условия и ограничения, описанные в 
первоначальной постановке задачи. По 
существу, здесь реализуется схема 
последовательных приближений, а 
полученные предварительно оценки 
позволяют охарактеризовать степень 
близости приближённого решения к 
абсолютно оптимальному на любой 
итерации. Такой подход к решению 
оптимизационных задач позволяет 
конструировать близкие к оптимальным 
режимы управления, удобные с точки 
зрения их практической реализации, в 
частности, в форме явных зависимостей 
управлений от текущих координат. 

 
1.4 Локально-оптимальные 

управления 
Одним из приёмов расширения 

множества допустимых состояний и 
управлений является метод локальной 
оптимизации [15].  

Локально-оптимальными 
управлениями в дальнейшем будем 

называть такие управления ( )xtu ,
~

, 
которые минимизируют не функционал 
динамической задачи J  (интегральный), 
а подынтегральное выражение, то есть 

производную 
dt
dJ  в каждый момент 

времени. Очевидно, если 
подынтегральное выражение не меняет 
знака и представляет собой монотонную 
функцию, описанная постановка 
эквивалентна исходной.  

 
Решение при этом получается в 

виде конечных соотношений, не 
содержащих неопределённые величины 
(сопряжённые переменные в методе Л.С. 
Понтрягина [16]). Для решения подобной 
задачи применяются классические 
методы (в случае, когда область 
переменных, на которой определено 
подынтегральное выражение, – открытое 
множество). Такой приём позволяет 
значительно снизить трудоёмкость 
решаемой задачи. В частности, он 

применяется для синтеза оптимальных 
линейных систем автоматического 
управления и приводит к хорошо 
известной структуре линейного 
регулятора.  

В общем случае синтез локально-
оптимальных управлений не гарантирует 
абсолютного оптимума в исходной 
постановке задачи. Однако, существует 
класс задач, содержащих малый параметр 
(в частности, реактивное ускорение, 
создаваемое ЭРД), в которых локально-
оптимальные управления тем ближе к 
оптимальным, чем меньше малый 
параметр, т.е. чем слабее 
корректирующее управление. 

Этот результат был доказан и 
опубликован в работе [4], где были 
найдены локально-оптимальные 
управления для широкого класса задач 
механики полёта с малой тягой. 

 
1.5 Метод разбиения 

пространства состояний 
Другой разновидностью принципа 

расширения является разбиение области 
X пространства состояний на локальные 
области, в каждой из которых 
применяются свои модели и методы 
отыскания оптимальных управлений [6]. 
Наиболее известным применением этого 
метода является использование 
классической теории сфер действия при 
расчете межпланетных перелётов. 
Разобьём область X  на m  подобластей 

mXXXX ∪∪∪⊆ ...21 . Заменим 
исходную двухточечную краевую задачу 
на последовательность переходов: 

Km xxxx →→→→ −110 ... , где 
{ }11,..., −= mR xxx  - граничные условия 

промежуточных (нефиксированных) 
состояний: 

mmm XXxXXx ∩∈∩∈ −− 11211 ,...,  . 
       (1.11) 

Таким образом, межорбитальный 
переход представим в виде 
последовательности более простых 
динамических манёвров с неизвестными 
координатами промежуточных точек и 
управлениями ( ) ( ) ( )tututu m,...,, 21 : 
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{ } { }T
Kmm

T xxzxxz ,,...,, 1101 −== .(1.12) 
Функция управления для частного 

манёвра iz  определяется из условия 
минимума функционала iJ : 

( )
( )uxzJu ii

Dxu
i

i

,,minarg
,

~

∈
= ,    (1.13) 

где UXDi ∪⊆  - допустимая 
область управлений и состояний.  
В результате получается 

динамическая характеристика манёвра 
iz : 

( )
( ) miuxzJS iiDxui

i

,1,,,min
,

==
∈

. 

       (1.14) 
Затем реализуется процедура 

минимизации глобального критерия 
∑=

i
iSS по координатам точек стыковки 

отдельных этапов перелёта.  
 
1.6 Метод разделения переменных 

управляемого движения 
При решении динамической задачи 

оптимизации в механике полёта с малой 
тягой в качестве модели движения часто 
используются уравнения в 
оскулирующих элементах. Эта модель 
наиболее удобна для упрощения 
методами асимптотического разделения 
переменных, описывающих движение, на 
быстрые и медленные компоненты [17]. 
Это обусловливается, во-первых, 
наличием в явном виде малого параметра 
- реактивного ускорения от тяги, которое 
меньше гравитационного на несколько 
порядков; во-вторых, присутствием 
циклической переменной - угловой 
координаты, характеризующей 
положение КА на орбите относительно 
линии узлов или перицентра. 

Запишем уравнения движения в 
общем виде, придерживаясь 
общепринятых в задачах такого рода 
обозначений: 

( )( )

( ) ( )( ),,,,

,,,

tuxaYx

tuxaXx

ϕϕωϕ

ϕ

+=

=
•

•

         (1.15) 

где x  - вектор так называемых 
«медленных» переменных размерности n; 

a - малый параметр; ϕ  - быстрая 
скалярная переменная (фаза); ( ) Utu ∈  - 
вектор управлений размерности r. 

В общем случае в управление могут 
входить как быстрые, так и медленные 
составляющие. В связи с этим задачу 
выбора оптимального управления удобно 
разделить на две: 1) определение 
локально-оптимального управления как 
функции быстрой переменной (выбор 
структуры управления на витке); 2) 
определение законов изменения 
параметров этой программы от витка к 
витку.  

В итоге реализуется схема 
разделения управляющей функции на 
быстрые и медленные компоненты. 
Задача определения структуры 
управления на витке может выбираться 
из соображений локальной 
оптимальности. 

Критерий оптимальности 
представим в следующем виде: 

( )∫=
T

dtuxFaJ
0

0 , .                        (1.16) 

Перейдём в системе (1.14) от 
времени t  к быстрой переменной ϕ , 
введём параметр τ - так называемое 
«медленное» время, ta ⋅=τ . 

В соответствии с принципом 
максимума Понтрягина введем 
сопряжённую вектор-функцию ψ  и 
запишем функцию Гамильтона 

( ) ( )( ) )
( ) ( ) ( )

( )uxaF
uxFxyxa

tuxxaH T

,,,
,,,a,

,,,(

0
11

1

ψϕ
ϕϕωωψ

ϕϕωψ

τ

=
=⋅−⋅+

+⋅=
−−

− X

                                                          (1.17) 
Определим локально-оптимальное 

управление 
~
u  из условия максимума 

Гамильтониана на отрезке [ ]πϕ 2,0∈  (на 
витке): 

( ) ( )ϕψϕψ ,,,,,maxarg xuuxHu ==
∈Uu

. 

                                                    (1.18) 
Запишем теперь исходную и 

сопряженную системы и проведем затем 
процедуру усреднения исходной и 
сопряжённой систем по быстро 
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меняющейся переменной ϕ . 
Усреднённая система уравнений будет 
иметь вид: 

( )

( )

( ) .,
2

,,,,,,
2

,,,,,,
2

2

0

1

2

0

^^^
^

2

0

^^^
1

^

ϕϕω
πϕ

τ

ϕϕψϕϕ
πϕ

ψ

ϕϕψϕϕω
πϕ

π

π

π

dxa
d
d

dxuxXxFa
d
d

dxuxXxa
d

xd

x

∫

∫

∫

−

−

=















⋅=















⋅=

       (1.19) 
Исходная оптимизационная задача, 

сводится, таким образом, к решению 

краевой задачи для системы (1.18), где 

присутствуют только медленные 

переменные. 

 
1.7 Управление движением КА в 

условиях неопределённости 
Во многих задачах управления 

математическая модель управляемой 
системы обладает неопределённостью, 
связанной с наличием возмущений, 
природа которых и их характеристики 
известны недостаточно. 

Когда траектория КА мало 
отличается от расчётной, можно 
использовать алгоритмы, основанные на 
отслеживании номинальной траектории 
или программы управления. Если же 
отклонения велики или не удаётся 
заранее построить точную модель 
действующих возмущений, существенно 
изменяющихся в процессе полёта, 
целесообразно применять адаптивные 
алгоритмы управления.  

Рассмотрим следующую модель 
возмущений 

( )( )xtxt ,,,, ξσvv = .    (1.20) 
Здесь { }mσσσ ,,1 K=  - вектор 

уточняемых параметров модели 
возмущений, а символом ( )xt,ξ  
обозначена совокупность величин, 
входящих в выражение для вектор-

функции v  и доступных измерению 
(измеряемые компоненты возмущений). 

Выберем номинальный закон 
управления в параметрической форме из 
условия минимума функционала. 
Номинальная траектория рассчитывается 
по заданным начальным условиям и 
принятой априорной модели возмущений 
при базовом законе управления ( )00 , shtu .  

Поскольку на систему действуют 
возмущения, отличающиеся от принятой 
априорной модели, математическую 
модель движения следует периодически 
приводить в соответствие с измеренными 
ошибками вектора фазовых координат. 
Предложен следующий подход к 
решению задачи управления движением 
[18,19].  

Разобьём отрезок [ ]Ktt ,0  на равные 
интервалы продолжительностью t∆ . В 
узловых точках βt  будем проводить 
уточнение математической модели 
движения и коррекцию параметров { }sh  
закона управления. Навигационные 
измерения, проведённые на интервале 
( )ββ tt ,1− , позволяют определить ошибку 
фазовых координат 

( ) ( )111 ,, −−−−=∆ ββ
β

β
β

β σutxtxx . 
       (1.21) 

Вектор βx∆  характеризует 
отклонение истинной траектории ( )tx  в 
момент βt  от «попадающей» траектории 

( )1−β -й приближения, ( )tx 1−β , 
соответствующей закону управления 1−βu  
и модели возмущений 1−βv , 
сформированным в ( )1−β -й узловой 
точке.  

По совокупности измеренных 
значений { }измkξ  строится аналитическая 
аппроксимационная модель ( )ta

βξ . 
После построения 

аппроксимационной модели ( )ta
βξ  задача 

идентификации заключается в подборе 
вектора уточняемых параметров σ  так, 
что бы измеренный в момент βt  вектор 
фазовых координат ( )βtx  совпал с его 
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прогнозируемым значением 
( )βββ

β
β σξ ,,, 11

autx −− . 
Пусть в момент βtt =  известен 

вектор состояния ( )βtx̂ , а также 
построена апостериорная модель 
возмущений ( )tβv . Последняя строится 
либо на основе прямых измерений, либо 
в результате согласования «расчётного» и 
«фактического» движений. 

Траекторию, определяемую 
уравнением 

( )uxtfx прпр ,,, βββ v=& ,

 ( ) ( )ββ
β txtx прпр ˆ= , [ ]Kttt ,β∈ , 

                                                   (1.22) 
назовём траекторией прогноза.  

Если прогнозируемый вектор 
( )Kпр txβ  не принадлежит области 

допустимых KX , то следует построить 
новую программу управления ( )tuu β= . 
Настройка алгоритма коррекции 
производится из условия минимума 
прогнозируемого конечного промаха, но 
так, чтобы  ( ) KKпр Xtx ∈β . 

В простейшем случае можно 
считать, что модель ( )tβv  сохраняется на 
всем оставшемся промежутке времени. 
Однако для повышения точности 
прогнозирования конечного промаха 
можно применить метод экстраполяции 
возмущений на оставшемся интервале 
( Ktt ,β ).  

 
1.8 Вычислительные аспекты 

решения краевых задач 
Решение краевой задачи, как 

известно, сводится к отысканию корней 
системы уравнений 

( )( ) ,,1,0, 0 mjttKj ==ψζ       
(1.23) 
где ( )( ) 0, 0 =ttK ψζ  - векторная функция 
невязок, зависящая от значений 
сопряжённых множителей ( )0tψ  в 
начальный момент времени:  

( )( ) ( )
( ) 








−
−

=
KK

KK
K t

xtx
tt

ψψ
ψζ 0, .   (1.24) 

При решении задач оптимизации, 
требующих учёта условий 
трансверсальности на концах траектории, 
зависимость (1.24) может носить более 
сложный, нелинейный характер. Однако 
в любом случае функция невязок 
определяется в результате численного 
интегрирования уравнений движения КА 
при заданных начальных условиях и 
управлении. Задача оптимизации 
считается решённой, если определено 
начальное значение вектора ( )0tψ , 
удовлетворяющее уравнению (1.24) с 
заданной погрешностью. 

Функция невязок чувствительна к 
начальным значениям подбираемых 
параметров ( )0tψ  и имеет 
многоэкстремальный, «овражистый» 
характер. Одним из наиболее 
эффективных методов решения системы 
нелинейных уравнений (1.24) является 
модифицированный метод Ньютона с 
автоматической оценкой сходимости и 
изменением шага вычисления 
производных и ограничений на 
приращения [20].  

Частные производные функции 
невязок, присутствующие в 
вычислительной схеме метода Ньютона, 
находятся путём n–кратного 
интегрирования системы с поочередным 
варьированием начальных значений ( )0tψ  
по формуле правой разностной 
производной. 

Для получения решений с 
различными значениями проектных 
параметров КА и граничными условиями 
перелётов разработан метод продолжения 
по параметру [7]. 

Пусть известно решение 
баллистической части задачи 
оптимизации для некоторого 
фиксированного вектора баллистических 
параметров перелёта 0b , требуется найти 
решение задачи в той же постановке, но 
для других параметров перелёта *b . 
Допустим, что при небольшом отличии 

0b  от *b  решение задачи оптимизации и 
критерий оптимальности будут 
отличаться незначительно. 
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Разобьём отрезок от 0b  до *b  на k 
частей и построим последовательность 

i
k

bbbbi
0*

0
−

+= , ki ,...,1= ,   (1.25) 

такую, что при 0=i , 0bbi = , а при ki = , 
*bbi = . Так как задача оптимизации при 

0b  решена, то известно начальное 
значение вектора подбираемых 
параметров ( ) ( )( )00 , ttxy

nn
i ψ= . Если 

учитывать только линейную часть 
приращения вектора iy  при изменении 
вектора проектно-баллистических 
параметров ib  (только первую 
производную), то получим 

( ) ( ) ( )iiiii bbAbyby −+= ++ 11 , (1.26) 
где iA  - матрица соответствующих 
частных производных, которая может 
быть вычислена по формуле 

( ) ( )( ) ( ) 1
11

−
−− −⋅−= iiiii bbbyzyA .   (1.27) 

Формулы (1.27), (1.28) 
используются в итерационной схеме 
решения задачи математического 
программирования.  
 

1.9 Процедура последовательной 
оптимизации 

Зададим последовательность 
математических моделей { } ...2,1, =jM j , 
динамической задачи для конкретного 
манёвра z  из подмножества Z . В рамках 
каждой из моделей jM  определим 
критерий оптимальности динамической 
задачи – функционал ( )υ,,,, uxpzJ , а 
также множество допустимых траекторий 
и управлений jD  и получим 
динамическую характеристику манёвра 

),,()( υpzS j . Здесь υ  – вектор 
неконтролируемых параметров, 
возникающих вследствие отбрасывания 
некоторых связей в математической 
модели задачи (методические факторы), а 
также неучтённые возмущения 
(неопределённые факторы). Вектор υ  в 
общем случае принадлежит некоторому 
множеству Ω .  

Получим некоторую 
последовательность значений 

глобального критерия оптимальности: 
 

{ } { } ...2,1,)),,(,,( )()()( == jpzSpz jjj υµµ   
и определим вектор оптимальных 
проектных параметров согласно 
выражению  

)),,(,,(maxarg )()(
υµ pzSpzp j

Pp

j

s∈
= . 

                                                    (1.28) 
Процесс оптимального синтеза 

назовём устойчивым, если сколь угодно 
малым приращениям вектора проектных 
параметров соответствуют малые 
изменения критерия µ . Процесс 
заканчивается, когда применение модели 
более высокого уровня не приводит к 
заметному изменению критерия 
оптимальности µ  и вектора проектных 
параметров p . 

В качестве первого приближения 
используются приближённо-
оптимальные решения для упрощённых 
моделей, приближённый выбор 
проектных параметров, затем модель 
динамической задачи последовательно 
усложняется. 

Влияние неконтролируемых 
факторов приводит к неопределённости 
динамической характеристики манёвра в 
пределах нижних и верхних границ её 
изменения HS , BS , которые, в свою 
очередь, определяются размерами 
области неопределённости Ω . Поэтому 
сначала анализируются пределы 
изменения динамической характеристики 

),(),,(),( pzвSpzSpzнS ≤≤ υ  и 

выбираются проектные решения j-го 
первого приближения ( )jp1 , ( )jp2 , 
соответствующие предельным оценкам 

HS , BS : 

)).,(,,(maxarg2

)),,(,,(maxarg1
)(

)(

pzBSpz
Pp

p

pzHSpz
Pp

p

j

j

µ

µ

∈
=

∈
=

       (1.29) 
Соответственно, получим и 

критерии оптимальности для двух 
вариантов решений: 
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).,(
),(

)(
2

)(
2

)(
1

)(
1

jj

jj

pz
pz

µµ

µµ

=

= ,  (1.30) 

Сравнение компонентов векторов 
( )jp1 , ( )jp2  и критериев j

1µ , ( )j
1µ  позволяет 

установить влияние неопределённости на 
облик проектируемого объекта и 
показатели его эффективности. 

По мере усложнения моделей, 
описывающих движение аппарата, 
необходимо уточнять и его проектную 
модель. Например, при учёте затрат на 
управление в уточнённой модели 
движения необходимо в проектной 
модели аппарата описывать не только 
массу, но и площадь и геометрические 
размеры солнечных батарей, зависимость 
энергосъёма с панелей солнечных 
батарей от условий освещённости 
корабля на припланетных участках, 
деградацию их покрытия во время 
пребывания в радиационных поясах 
Земли и т.п. В результате поэтапно 
уточняется динамическая характеристика 
перелёта как мера затрат на его 
реализацию, зависящая от совокупности 
проектных, баллистических параметров и 
законов управления. Таким образом, 
процесс поиска оптимальных траекторий 
и проектных параметров КА носит 
итерационный характер, с каждой 
итерацией модель, описывающая 
систему, усложняется. 

Выбранная последовательность 
моделей должна удовлетворять 
следующим требованиям: 

• Результаты, полученные при 
оптимизации по n-ой модели, 
должны иметь самостоятельную 
ценность для различных этапов 
проектирования. 

• Переход к более точной модели 
должен осуществляться наиболее 
простым способом, например, 
изменением одной фазовой 
координаты или ограничения. 

• Результаты, полученные на j-ой 
модели, должны использоваться в 
качестве начального 
приближения для j+1– ой модели.  

• Должны быть известны и 
согласованы точности моделей, 

описывающих управляемое 
движение и проектный облик КА.  

• Должен быть установлен 
критерий, при выполнении 
которого уточнение (и 
усложнение) моделей 
прекращается.  

 
1.10 Информационно-

вычислительная технология синтеза 
Для повышения эффективности 

процедур поиска оптимальных решений 
разработана информационно-
вычислительная система (ИВС), которая 
состоит из двух взаимосвязанных частей, 
предназначенных для решения проектной 
и динамической задач оптимизации. В её 
основании лежит база данных, 
автоматически заполняемая результатами 
решений, полученными в рамках 
различных моделей проектного облика и 
движения КА [7]. 

Работа ИВС начинается с описания 
цели динамического манёвра и 
ограничений на его баллистическую 
схему, определяющих множество 
допустимых фазовых координат 

( ) ( ) ( ){ }TxtxtxX i ,...,,0= , выбора критериев 
оптимальности и определения 
последовательности моделей проектного 
облика и движения КА. Должно быть 
определено начальное приближение для 
векторов проектных и баллистических 
параметров.  

Включённые в ИВС процедуры 
поиска позволяют в рамках выбранной j -
 ой модели найти решение, наиболее 
близкое по норме к требуемому. Если 
такое решение для j - ой модели не 
найдено, то система понижает уровень 
сложности модели и поиск повторяется. 
При понижении сложности до первого 
уровня решение задачи проводится по 
приближённым аналитическим 
зависимостям. Результаты этого решения 
в дальнейшем используются в качестве 
начального приближения. 

После получения начального 
приближения решения, если требуется, 
осуществляется его уточнение с 
использованием процедур перемещения в 
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пространстве баллистических и 
проектных параметров, которые 
позволяют получать решение задач 
оптимизации при незначительном 
изменении одного или нескольких 
компонентов. Здесь формируется 
матрица коэффициентов влияния. Если 
точность модели движения не 
соответствует заданной, то 
осуществляется переход на модель 
следующего уровня. 

При работе информационно-
вычислительной системы база данных 
автоматически расширяется за счёт 
включения в неё всех решений, 
полученных в процессе «перемещений» в 
пространстве баллистических и 
проектных параметров и увеличении 
уровня сложности моделей. При 
достаточном количестве решений, 
полученных для данной модели 
движения, возможно использование 
режима обработки данных – получения 
или уточнения аппроксимационных 
зависимостей, связывающих критерий 
оптимальности и векторы 
баллистических  и проектных 
параметров.  

 
2 Результаты решения 

прикладных задач проектно-
баллистической оптимизации 
космических перелётов с малой тягой 

Описанные выше методический 
подход, методы и вычислительные схемы 
позволили получить решения серии 
прикладных задач. 

2.1 Оптимизация межпланетного 
перелёта к Марсу автоматического КА 
с солнечным электрореактивным 
двигателем [21,22]. 

Задача оптимизации решалась 
итерационным методом, основанном на 
разбиении фазового пространства и 
использовании последовательности 
усложняющихся моделей. На первом 
этапе баллистические и проектные 
параметры определялись по 
приближённым аппроксимационным 
моделям; затем решалась серия 
вариационных задач оптимизации 
траекторий плоских гелиоцентрических 

перелётов с переменной тягой; далее 
проводилась оптимизация 
планетоцентрических участков перелётов 
и производился расчёт семейства 
гелиоцентрических траекторий с учётом 
эллиптичности и некомпланарности 
орбит планет для различных типов 
граничных условий; на заключительном 
этапе выбирались оптимальные даты 
старта и проектные параметры КА. Из 
рассмотренного периода с 2009г. по 
2019г. оптимальные даты старта лежат в 
окрестности 24.07.2017, 
продолжительность перелёта при этом 
составляет 350 суток. Оптимальные 
проектные параметры: потребная тяга 
блока ЭРД составляет 4.0 Н, скорость 
истечения 70 км/с (такие параметры 
можно реализовать, используя связку из 
восьми двигателей типа СПД-200). При 
массе КА на орбите старта 5380 кг 
конечная масса на ареоцентрической 
орбите составляет 3370 кг, полезная 
нагрузка при этом превышает 1500 кг. 

Применение итерационной схемы 
решения задачи с последовательным 
усложнением проектных и 
баллистических моделей позволило 
существенно повысить эффективность 
процедуры поиска проектных решений, 
т.к. основные параметры, определяющие 
проектный облик КА, удалось получить 
уже на второй итерации. Последующие 
итерации показали возможность 
уменьшения суммарного расхода 
рабочего тела примерно на 8% (около 170 
кг).  

 
2.2 Многокритериальный синтез 

баллистических схем межпланетных 
перелётов [23,24]. 

Рассматривается задача синтеза 
баллистических схем межпланетных 
перелётов методами многокритериальной 
оптимизации. Основными критериями 
оптимальности являются: суммарная 
продолжительность перелёта, состоящего 
из припланетных и гелиоцентрического 
участков, стартовая масса КА на 
околоземной орбите, стоимость 
осуществления миссии, надёжность 
транспортного модуля. Сравниваемые 
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варианты осуществления перелёта 
предполагают использование:  только 
двигателей малой тяги; химических 
разгонных блоков и их комбинации с 
ЭРД; гравитационного манёвра у Луны с 
целью обеспечения требуемого вектора 
гиперболического избытка скорости. 
Рассматривались также варианты вывода 
КА на опорную околоземную орбиту с 
помощью ракет-носителей различного 
класса («Союз-2», «Протон»). В качестве 
химических разгонных блоков (ХРБ) 
может быть использован ХРБ «Фрегат», а 
также перспективный разгонный блок с 
улучшенными энергетическими 
характеристиками. Структура 
электрореактивного транспортного 
модуля предполагает как использование 
хорошо отработанных стационарных 
плазменных двигателей СПД-100, так и 
ЭРД увеличенной тяги (СПД-140, СПД-
200). В качестве источника энергии для 
ЭРДУ рассматривались как солнечные 
батареи с фотоэлементами из 
традиционного кремния, так и 
современные батареи пакетного типа с 
фотоэлементами из арсенида галлия.  

На этапе предварительной оценки 
альтернативных баллистических и 
проектных схем перелета используется 
метод линейной свёртки критериев, 
приведённых к относительным 
значениям. Для сравнения альтернатив 
используется метод морфологического 
анализа, основанный на построении 
морфологической таблицы, в которой 
перечисляются все основные элементы, 
описывающие миссию в целом 
(параметры баллистической схемы 
полёта, траектории, возможности ракет-
носителей и разгонных блоков, 
проектные параметры межпланетного 
аппарата и его энергодвигательной 
системы). 

Анализировались варианты 
доставки полезной нагрузки с 
околоземной орбиты на орбиту спутника 
Марса. В зависимости от массы полезной 
нагрузки выбирался класс ракеты-
носителя. Затраты на осуществление 
проекта определялись на основе 
известных статистических данных и 

аппроксимационных формул. 
Неотъемлемым элементом построения 
схемы морфологического анализа 
являлось решение проектно-
баллистической задачи оптимизации 
(выбор баллистической схемы полёта, 
траекторий и дат старта). Надёжность 
осуществления миссии оценивалась на 
основе методик, принятых в проектных 
организациях. Анализ морфологической 
таблицы, построенной по результатам  
расчётов, позволил выделить следующие 
классы перелётов: 1) перелёт с доставкой 
максимальной массы полезной нагрузки; 
2) перелёт наименьшей 
продолжительности; 3) перелёт с 
наименьшими затратами. В качестве 
примера рассматривался вариант 
доставки массы полезной нагрузки, 
превышающей 836 кг, с длительностью 
перелёта менее 600 суток, предельной 
стоимостью осуществления миссии 180 
млн. долларов и минимального уровня 
надёжности 0.7.  

На основании серии расчётов 
построено множество неулучшаемых 
решений (множество Парето) в 
координатах: масса полезной нагрузки – 
продолжительность перелёта. 
Комплексная оценка миссии с учётом 
всех указанных критериев отображалась 
с помощью лепестковых диаграмм. В 
результате анализа остались три 
конкурентоспособных варианта, в 
которых используется ракета-носитель 
«Союз-2», разгонный блок «Фрегат», 
блок ЭРДУ на основе двигателей СПД-
100, солнечные батареи на основе 
арсенида галлия, а баллистическая схема 
может предусматривать осуществление 
гравитационного манёвра у Луны, набор 
гиперболической скорости у Земли 
целиком за счет ХРБ «Фрегат», а также 
формирование промежуточной 
высокоэллиптической орбиты с помощью 
ХРБ «Фрегат» с дальнейшим доразгоном 
и перелётом с помощью блока ЭРДУ. 

  
2.3 Оптимизация перелетов с 

малой тягой в системе Земля-Луна 
[25,26]. 

Проектно-баллистическая 
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оптимизация перелётов между 
околоземными и селеноцентрическими 
орбитами проводится в рамках 
ограниченной задачи трех тел. 
Пространственное движение 
космического аппарата с двигателем 
малой тяги описывается в 
комбинированной барицентрической 
системе координат. В качестве критериев 
оптимальности используется 
минимальная длительность перелёта или 
минимальный расход рабочего тела. 
Рассматривается частный случай 
постановки задачи, когда проектные 
параметры КА выбраны и 
оптимизируются только траектории и 
законы управления движением. Решение 
динамической задачи оптимизации в 
рамках формализма принципа максимума 
Понтрягина сводится к 
шестипараметрической краевой задаче, 
решение которой связано со 
значительными вычислительными 
трудностями. Здесь удобнее реализовать 
подход, связанный с использованием 
последовательности усложняющихся 
моделей, допускающий переходы между 
моделями при непрерывном изменении 
баллистических параметров, т.е. 
описанный выше численный метод 
продолжения по параметру. В качестве 
исходной модели «нулевого 
приближения» используется модель 
«плоского» движения КА без учёта 
притяжения Луны. Здесь в качестве 
начальных приближений для значений 
сопряжённых множителей используются 
результаты решения задачи перелёта 
между круговыми компланарными 
орбитами с нефиксированной угловой 
дальностью, порядок краевой задачи 
снижается до трёх. На следующей 
итерации осуществляется непрерывное 
изменение гравитационного параметра 
Луны от нуля до конечного значения и 
производится переход к модели круговой 
ограниченной задачи трёх тел с 
нефиксированной угловой дальностью. 
На следующем этапе вводится условие 
достижения требуемой угловой 
дальности, т.е. приведения КА в 
окрестность Луны. Краевая задача 

становится четырёхпараметрической. 
Оптимальное управление определяется 
методом перемещения по параметру. 

Если минимизируется расход 
рабочего тела при фиксированной 
продолжительности перелёта, 
управляющими функциями являются не 
только углы ориентации вектора тяги, но 
и функция включения-выключения 
двигателя. Следующая модель в 
указанной последовательности сводится 
к пространственной ограниченной 
круговой задаче трёх тел и 
шестипараметрической краевой задаче. 
Подобная методика позволяет 
существенно упростить процедуру 
подбора начальных значений 
сопряжённых переменных и получать 
решения для различных граничных 
условий перелета.  

Решение системы нелинейных 
уравнений, к которым сводится 
шестипараметрическая краевая задача, 
осложняется многоэкстремальным 
овражистым характером функции 
невязок. Здесь используется 
модифицированный метод Ньютона с 
автоматической оценкой сходимости, 
изменением шага вычисления 
производных и ограничений на 
приращения. Влияние значений 
проектных параметров на результат 
решения динамической задачи 
учитывается с помощью матриц 
коэффициентов влияния.  

Моделирование движения 
осуществлялось для космического 
аппарата – аналога исследовательского 
КА Европейского космического 
агентства Smart 1, начальная масса 
равнялась 400 кг, скорость истечения – 15 
км/с, тяга – 0,1 Н. Моделировалась задача 
достижения окрестности Луны с 
пролётом на угловом расстоянии 5 
градусов. После достижения окрестности 
Луны двигатель выключался. Конечная 
скорость относительно Луны была 
такова, что после вхождения в сферу 
действия Луны осуществлялся захват КА 
её гравитационным полем. 
Заключительный этап манёвра состоял в 
формировании селеноцентрической 
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орбиты с заданными параметрами. Здесь 
удобно применять локально-
оптимальные законы управления 
эксцентриситетом, наклонением и 
периодом обращения 
селеноцентрической орбиты. 
Длительность перелёта составила 39-45 
суток при радиусе орбиты старта 100000 
км, расход рабочего тела – 22,8 кг. 

 
2.4 Оптимизация проектно-

баллистических характеристик 
многоразового межорбитального 
транспортного аппарата [27-29]. 

Межорбитальные транспортные 
аппараты (МТА) с электрореактивной 
двигательной установкой (ЭРДУ) 
предназначены для доставки различных 
полезных нагрузок на удалённые орбиты. 
Они характеризуются значительными 
размерами и массой, а 
продолжительность активного участка 
межорбитального перелёта такого 
аппарата чрезвычайно высока (150-400 
сут.). При оптимизации проектно-
баллистических характеристик МТА 
возникает проблема взаимосвязи  
параметрической и динамической задач. 

Задачи баллистической и проектной 
оптимизации могут решаться с 
использованием моделей различной 
степени точности. Обычно на начальном 
этапе оптимизации МТА представляется 
точкой переменной массы с «идеальным» 
и «бесплатным» управлением вектора 
тяги. На последующих этапах 
используются более сложные модели, 
учитывающие угловое движение МТА, 
дополнительные ограничения на 
проектные параметры, траектории, 
режимы управления. 

Реализация перелётов между 
некомпланарными околоземными 
орбитами возможна с помощью двух 
типов энергоустановок: солнечной и 
ядерной. Надёжные и экологически 
чистые солнечные энергоустановки 
имеют однако чрезмерно большую 
площадь панелей (200-400 м2) даже при 
использовании высокоэффективных 
фотопреобразователей на основе GaAs. 
Ядерные энергоустановки мегаваттного 

класса [30] обладают такими 
преимуществами как независимость 
вырабатываемой мощности от 
освещённости орбиты, ориентации КА и 
удалённости КА от Солнца. К 
недостаткам ядерных энергоустановок 
(ЯЭУ)  нужно отнести повышенное 
требование к обеспечению безопасности 
во время перелёта. Кроме того, 
компоновка с ЯЭУ предусматривает 
вытянутую форму аппарата с 
максимальной удалённостью реактора от 
зоны полезной нагрузки. Это, в свою 
очередь, существенно увеличивает 
момент инерции МТА относительно 
нормальной оси и требует 
дополнительной проработки вопросов 
управления вектором тяги. 

Управление вектором тяги при 
перелётах между некомпланарными 
орбитами требует изменение знака 
бинормальной составляющей 
реактивного ускорения дважды за виток 
[4]. 

Учитывая взаимосвязь движения 
центра масс КА по орбите и развороты 
КА вокруг связанной оси, получены 
выражения для управляющих моментов 
по связанным осям 1 1 1, ,X Y ZM M M и 
программных управляющих ускорений 
по всем трём осям 1 1 1, ,X Y Zε ε ε  [1]. 

Вектор основных проектных 
параметров, задающих проектный облик 
МТА, содержит мощность 
энергоустановки N, уровень тяги 
маршевых ЭРД P и скорость истечения 
рабочего тела c . Далее процесс 
оптимизации ведётся в ходе 
итерационной процедуры. 

На начальном этапе выбор 
параметров, задающих базовый 
проектный облик МТА, ведётся по 
расчётному значению 
характеристической скорости 0

KV .  
Затем проводится анализ условий 

реализации выбранных программных 
траекторий с точки зрения возможности 
управления угловым движением КА: 
оценивается уровень потребных 
управляющих моментов и угловых 
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скоростей разворота, дополнительных 
затрат рабочего тела и т.п. 

Процедура поиска оптимальных 
параметров разделяется на два этапа: на 
первом эти параметры выбираются из 
условия минимума только 
характеристической скорости перелёта; а 
на втором уточняются, обеспечивая 
максимум по глобальному критерию - 
относительной массе полезной  нагрузки. 

Здесь VK1 , VK2 берутся из решения 
динамической задачи, параметр T 
варьируется в диапазоне [Tmin ,Tmax ]. 
Подобная процедура реализуется для 
каждого динамического манёвра z из 
указанного множества Z . 

На заключительном этапе 
уточняются дополнительные затраты 
энергетики на реализацию перелёта и 
задаётся закон управления в форме 
обратной связи. Здесь учитываются 
основные возмущения, методические 
погрешности и ошибки исполнения 
программы управления. В результате 
определяется окончательная 
баллистическая схема перелёта, 
прогнозируется распределение 
коррекций. Окончательное значение 

( )j
KV характеристической скорости служит 

для синтеза оптимальных параметров 
МТА третьего приближения. 

«Оптимальная» программа 
управления вектором тяги может быть 
модифицирована с учётом ограничений 
на управляющий момент и максимальный 
радиус переходной орбиты. В этом 
случае на начальном участке МТА 
осуществляет разгон до достижения 
радиуса r*, при котором располагаемый 
управляющий момент способен 
реализовать оптимальную программу 
поворотов. Кроме того, вводилось 
ограничение на максимальный радиус 
переходной орбиты, так, чтобы он не 
превышал ГСОr .  

Для оценки потребного 
управляющего момента рассчитываются 
в первом приближении массово-
инерционные характеристики МТА, 
который принимается состоящим из 
набора типовых элементов с 

равномерным распределением масс. 
Последовательное уточнение траекторий 
и проектных параметров МТА 
отображалось в виде графической 
информации и проектной трёхмерной 
модели КА с использованием пакета 
Solid Works. 

2.5 Оптимизация 
комбинированных схем выведения 
полезной нагрузки на 
геостационарную орбиту [31,32]. 

Решается задача выбора 
оптимальных баллистических схем 
перелёта КА на геостационарную орбиту 
с использованием двигателей большой и 
малой тяги. Предлагается схема решения 
многокритериальной задачи оптимизации 
для комбинированных перелётов на 
геостационарную орбиту: в качестве 
главных критериев принимаются масса 
полезной нагрузки на целевой орбите и 
продолжительность перелёта, а 
остальные критерии (общее время 
пребывания КА в радиационных поясах 
Земли и длительность теневых участков) 
переводятся в разряд ограничений. 
Предложен следующий итерационный 
метод: на первой итерации решается 
двухкритериальная задача оптимизации 
посредством выделения множества 
Парето-оптимальных решений; на второй 
итерации проводится проверка 
выполнения ограничений; на третьей 
итерации производится синтез проектно-
баллистических характеристик перелёта в 
целом.  

Метод решения динамической 
части задачи базируется на 
использовании принципа расширения 
допустимых состояний и управлений при 
переходе от задачи оптимизации в 
строгой постановке (в соответствии с  
принципом максимума Л.С. Понтрягина) 
к задаче локальной оптимизации, в 
которой максимизируется производная 
функционала – суммарной невязки 
граничных условий перелёта по большой 
полуоси, эксцентриситету и наклонению 
орбиты. Показано, что такой метод 
позволяет формировать управление 
элементами орбиты, не прибегая к 
вычислительной схеме решения краевой 
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задачи.  
Серия проведённых расчетов 

показывает, что в среднем при стартовой 
массе 6900 кг масса полезной нагрузки 
лежит в пределах от 1000 кг до 1700 кг, а 
время перелёта изменяется от 50  до 90 
суток. При этом время пребывания в 
радиационных поясах существенно 
уменьшается с возрастанием большой 
полуоси и эксцентриситета переходного 
эллипса и составляет для проведённых 
расчетов от 3 до 20 суток. Для ряда  
расчётов, выполненных с различными 
значениями большой полуоси 
переходного эллипса, время пребывания 
КА в тени составляет от 0 до 7 суток; 
оптимальные ( 0тени =T ) и неоптимальные 
( maxтени =T ) даты старта повторяются с 
периодичностью 6 месяцев. Кроме того, 
существуют достаточно широкие окна 
старта, при которых 0тени =T . 
Предложенная схема декомпозиции 
задачи позволила построить 
эффективные алгоритмы поэтапной 
оптимизации комбинированных схем 
перелёта. 
 

2.6 Синтез основных проектных 
характеристик малого 
многофункционального космического 
аппарата с двигателем малой тяги 
[31,32]. 

Многофункциональный малый КА с 
ЭРДУ предназначен для решения 
следующих классов задач: компенсация 
возмущающего воздействия верхней 
атмосферы Земли в течение заданного 
срока активного существования КА на 
солнечно-синхронной орбите; 
поддержание структуры космической 
системы за счет манёвренных 
возможностей по высоте и угловому 
положению; возможность решения 
задачи сопровождения других КА, 
функционирующих на соседней орбите 
путем маневрирования и удержания в 
заданной области. 

Проведён анализ изменения 
параметров рабочей орбиты малого КА с 
учётом влияния силы сопротивления 
верхней атмосферы Земли. 

Аналитический метод расчёта и 
численное моделирование движения 
показывают, что для околокруговой 
орбиты со средней высотой 400 км 
(примерно соответствует рабочей орбите 
спутника TacSat) за 10 суток полёта 
падение периода обращения составляет 
примерно 1.5 с, при этом спутник 
смещается вдоль орбиты (уходит вперёд) 
примерно на 1000 км. Синтез 
оптимального закона управления 
периодом обращения и смещением вдоль 
орбиты проводился с использованием 
упрощённой модели движения в виде 
линеаризованных уравнений. Закон 
управления получен с помощью 
принципа максимума Понтрягина, 
настраивается на минимальную 
продолжительность манёвра 
восстановления орбиты или на 
минимальные затраты рабочего тела. В 
основу закона управления положены 
аналитические решения задачи 
коррекции орбиты, что приводит к 
некоторым методическим погрешностям. 
Эти погрешности на два порядка меньше, 
чем результаты воздействия верхних 
слоёв атмосферы, и могут быть 
ликвидированы с использованием более 
точных моделей. Таким образом, 
циклограмма работы двигателя, 
компенсирующего влияние атмосферы, 
включает в общем виде два участка - 
разгонный и тормозной, разделённые 
участком пассивного движения. Задавая 
размеры области допустимого смещения 
космического аппарата по периоду 
обращения и дальности, можно 
рассчитать необходимые затраты 
рабочего тела и экстраполировать эти 
затраты на любой срок существования 
КА, учитывая различные уровни 
плотности атмосферы. Анализ показал, 
что для поддержания рабочей орбиты со 
средней высотой 400 км при 
баллистическом коэффициенте КА 0.004 
км/кг подходит двигатель СПД-50 с тягой 
0.02 Н, при этом затраты рабочего тела на 
год существования спутника составят от 
0.5 до 2 кг.  

Другой задачей подобного КА 
является контроль областей 
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космического пространства В 
соответствии с принципом расширения, 
сначала строилось управление по 
угловому положению на орбите и 
среднему значению большой полуоси. 
Режимы управления  движением для 
оптимального по быстродействию 
достижения заданной точки фазового 
пространства найдены с помощью 
алгоритма принципа максимума 
Понтрягина [35]. Результаты решения 
получены в виде численно-
аналитического алгоритма, на основе 
которого разработана методика 
построения областей достижимости в 
пространстве указанных параметров. Так 
при располагаемых запасах 
характеристической скорости 5 м/с 
удаётся получить приращение большой 
полуоси ± 8 км и смещение по угловому 
положению ± 5 градусов. Увеличение 
запаса характеристической скорости до 
20 м/с позволяет получить приращение 
большой полуоси ± 35 км, а угловой 
дальности ± 110 градусов. Эти 
результаты позволяют вести проектный 
анализ маневрирующего космического 
аппарата, пригодного для инспекции и 
сопровождения орбитальных объектов. 
Затем, добавляя в математическую 
модель соотношениы для изменения 
эксцентриситета и наклонения орбиты, 
удалось получить приближённые 
аналитические решения для оценки 
затрат характеристической скорости 
сложного динамического манёвра, 
построить области достижимости для 
указанных элементов орбиты, включая 
большую полуось и сформировать 
законы последовательного или 
совместного управления элементами 
орбиты. Проведены оценки проектных 
характеристик и схем управления 
движением для многофункционального 
КА, рассчитанного на срок активного 
существования 5 лет. На основании 
гарантирующего подхода определены 
затраты рабочего тела (около 40 кг 
ксенона), мощность энергоустановки (500 
Вт), площадь и масса солнечных батарей. 

2.6 Оценка эффективности 
применения электрореактивных 
двигателей для поддержания низких 
орбит спутников Земли [33,34]. 

Одним из путей повышения срока 
целевого функционирования 
низкоорбитального КА является 
использование для коррекции орбиты 
электроракетной двигательной 
установки, которая  позволяет 
использовать относительно малый запас 
рабочего тела для поддержания 
параметров орбиты и увеличить срок 
службы КА на низких орбитах. 

На этапе предварительного анализа 
строились области эффективного 
применения ЭРДУ для коррекции 
орбиты. Границы указанных областей 
определяются соотношением проектных 
характеристик космического аппарата, 
характеристик ЭРДУ и факторов 
окружающей среды.  

Задача оптимального синтеза 
проектных характеристик и решалась 
следующим образом. Задаётся множество 
баллистических параметров (параметры 
рабочей орбиты ИСЗ, параметры, 
характеризующие состояние атмосферы); 
множество проектных параметров 
(характеристики ЭРД, количество ЭРД в 
корректирующей двигательной 
установке); критерии предпочтения (срок 
активного существования КА 
( max→сущT ); масса рабочего тела 
( min→РТM ); относительная масса 
полезной нагрузки ( max→µ )); 
ограничения (потребляемая ЭРДУ 
мощность не превышает допустимой 
величины; масса ЭРДУ не более 
допустимой величины). 

Математическая модель для анализа 
эволюции орбит и синтеза проектных 
характеристик КА с ЭРД включает в 
себя: модель баллистического 
коэффициента КА, массовую модель КА, 
модель тяги ЭРДУ, энергетическую 
модель КА, модель эволюции орбиты в 
поле земного сфероида с учётом 
возмущающего влияния атмосферы и 
малой тяги с оптимальной структурой 
управления; модель плотности верхней 
атмосферы Земли). 

Проводилась оценка затрат 
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рабочего тела на коррекцию низкой 
орбиты КА с заданными массой и 
баллистическим коэффициентом. Для 
этого строились области расхода 
рабочего тела на коррекцию орбиты КА, 
зависящие от срока активного 
существования и проектных 
характеристик, при начальном наиболее 
плотном состоянии атмосферы и при 
начальном наименее плотном состоянии 
атмосферы. В результате определяется 
максимальный и минимальный запас 
топлива для коррекции, требуемый для 
поддержания орбиты в течение 
планируемого срока существования 
спутника. 

С помощью указанных моделей и 
методов получены решения двух 
прикладных задач. 

1. Расчёт циклограмм коррекции 
орбиты и оценка гарантирующих затрат 
рабочего тела КА ДЗЗ «TacSat-2» (США), 
запущенного в 2006 году и имеющего на 
борту ионный микродвигатель на основе 
эффекта Холла для компенсации 
снижения высоты орбиты из-за 
торможения в верхних слоях атмосферы 
(удельный импульс двигателя – 1600 сек, 
тяга – 4-17 мН, уровень 
энергопотребления в пределах 50-300 Вт 
при номинальной мощности 
электропитания 200 Вт, масса двигателя 
менее 1 кг.). По результатам анализа 
сделаны выводы, что КА класса «TacSat» 
при использовании для коррекции 
орбиты химической двигательной 
установки в течение 5 лет затратит 
порядка 23 кг топлива, а при 
использовании ЭРДУ масса затраченного 
рабочего тела составит около 5 кг. 

2. Анализ возможности применения 
ЭРДУ для поддержания низких орбит 
( 400...350=H  км) КА дистанционного 
зондирования Земли (ДЗЗ) класса 
«Ресурс». В расчётах принимаются: 
стартовая масса КА кгM КА 6500≈ , 
баллистический коэффициент 

2/0036,0 мкг≈σ . Масса ЭРДУ для 
поддержания орбиты данного спутника 
составляет 150 кг, масса рабочего тела 
ЭРДУ составляет 60 кг. Размещение 
ЭРДУ на КА ДЗЗ класса «Ресурс» 
осуществляется за счёт уменьшения 

запасов рабочего тела химической 
двигательной установки, что не приводит 
к увеличению общей массы спутника. 
Использование ЭРДУ для коррекции 
орбиты позволяет увеличить срок 
существования КА на срок от 1 до 1,5 
лет. 

Авторы выражают признательность 
члену-корреспонденту РАН Г.П. 
Аншакову за постоянную поддержку и 
внимание к работе. 
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OPTIMIZATION METHODS OF DESIGN-BALLISTIC CHARACTERISTICS 

CIRCUMTERRANEOUS AND INTERPLANETARY SPACE VEHICLE WITH 
ELECTROJET ENGINES OF LOW THRUST 

 
 2010 V.V. Salmin, S.A. Ishkov, O.L. Starinova, V.V. Volotsuev, 

M.Yu. Gogolev, G.A. Korovkin, K.V. Petrukhina, I.S. Tkachenko, A.S. Chetverikov  
 

Samara State Aerospace University 
 

Design-ballistic optimization methods of space operations are stated by elektrojet engines of low thrust. 
Mathematical statements and decision methods of optimization problems of circumterraneous maneuvers and 
interplanetary flights are resulted. Features used mathematical models of optimization problems are considered. 
Results of the decision of applied problems series for various classes of the space vehicles which are carrying out 
maneuvers with engines of low thrust are resulted. 

 
Space vehicle with the electrojet engine, low thrust, the optimum control, the approached methods, 

geocentric maneuvers, interplanetary flights 
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