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Рассматривается задача сквозной опти-

мизации ветвящихся траекторий космичес-

ких транспортных систем (КТС) при выве-

дении полезной нагрузки на заданную орби-

ту. Основная ветвь траектории КТС соответ-

ствует активному участку выведения, боко-

вые – движению отделяемых частей (ОЧ). На

каждой ветви движение элементов КТС опи-

сывается нормальной системой обыкновен-

ных дифференциальных уравнений [1]:

( ),t,,uxFx =ɺ (1)

где x – фазовый вектор, u – вектор управле-

ния, t – время.

На управление и движение элементов

КТС наложены ограничения ( ) 0≤t,,uxG . В

начальной, конечной и, быть может, проме-

жуточных точках ветвей заданы граничные

условия. В точках ветвления выполняются

условия «склейки», т.е. условия непрерывно-

сти радиус-вектора и вектора скорости, и за-

кон сохранения массы. В качестве управле-

ния используется орт тяги. ФункционаломФ

является масса, выводимая на заданную ор-

биту.

На всех участках полёта учитывается

систематическая составляющая атмосфер-

ных возмущений. Случайные возмущения

учитываются только на боковых ветвях - тра-

екториях неуправляемого полёта ОЧ, где их

влияние не может быть компенсировано си-

стемой управления и поэтому должно учи-

тываться при формировании номинальной

траектории КТС. На области σ рассеивания

точек падения ОЧ наложены ограничения:

при заданном уровне вероятности kP они

должны принадлежать заданным множе-

ствам - допустимым полям падения:

допD⊂σ .

Таким образом, приходим к следующей

задаче оптимизации ветвящихся траекторий

КТС с континуумами (конусами) боковых

ветвей (рис. 1): требуется найти такие функ-

ции управления, принадлежащие допусти-

мой области ( ) Uu ⊂t , чтобы функционалл

задачи Φ достигал максимума при заданных

связях.

Для решения задачи используется прин-

цип максимума Понтрягина для ветвящихся

процессов [2, 3]. Для учёта случайных воз-

мущений разработан метод, основанный на

идее минимаксного подхода [4, 5].

Пусть L – отклонение точки падения

ОЧ от номинальной 0r в направлении ортаа

Le , принадлежащего местной горизонталь-

ной плоскости.

Случайные возмущения w∆ рассматри-

ваются как воздействия игрока («природы»),

имеющего антагонистические интересы по

отношению к функционалу Φ . Пусть w∆

задается каноническим разложением

( ) ( ) ,T ξxbxAw ⋅⋅=∆
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где ( ) ( )xbxA , – известные функции, ξ – век-

тор независимых случайных чисел с нор-

мальным законом распределения. В этом слу-

чае ξ является вектором управления «при-

роды». Приходим к игровой задаче, где оп-

тимальное управление КТС ( )toptu и вектор

случайных параметров optξ определяются

условием

( ){ } Φ
ξu

ξu minmaxarg, =optopt t . (2)

Для решения поставленной задачи де-

лаются следующие предположения:

- вероятность совокупности случайных

факторов задана;

- вектор оптимального управления

«природы» optξ  (наихудший с точки зрения

функционала Φ ) соответствует максималь-

ному смещению (промаху) maxL точки паде-

ния ОЧ от
0r в направлении Le ;

- вектор optξ не зависит от optu ;

- случайные возмущения малы, так что

их влияние на промах maxL можно оценить

формулой Блисса [6], линейной по ξ .

При сделанных предположениях зада-

ча определения optξ может быть отделена отт

( )toptu . В этом случае для решения исполь-

зуется итерационная процедура, на каждой

итерации которой определяются ( )
fixopt t

=ξ
u и

fix
opt =u
ξ .

Задача определения ( )
fixopt t

=ξ
u решает-

ся в соответствии с принципом максимума

( )
H

Uu
u

⊂
=

t
opt maxarg , (3)

где ,GλFΨ TT +=H – гамильтониан системы

(1), λ – вектор множителей Лагранжа,

{ }T
,, mPSPΨ = – сопряжённый вектор с ко-

ординатами, соответствующими радиус-век-

тору r , вектору скорости v и массее m:

T









∂
∂−=
x

Ψ
. H

, (4)

где граничные условия задаются в соответ-

ствии с [1]-[3].

Процедура определения
fixopt =u

ξ сво-

дится к следующему. В соответствии с (2):

( ) ( )ξξξ
IξIξ

Lopt
σσ

Φ
∈∈

== maxargminarg , (5)

где σI – множество, определяемое заданным

уровнем вероятности.

Рис. 1. Схема ветвящейся траектории

Dдоп

σ
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В соответствии с формулой Блисса [6]:

( ) opt
I

LL ξξ
σ

T

max max Lξ
ξ

==
∈

,

( )∫ ∂
∂

⋅=
=

f

i

t

t

L dtt
ξ

F
ΨL

ξ 0

TT

ξ . (6)

Здесь ( ) { }T
,,

LmLLL Pt SPΨ = – решение сопря-

жённой системы при 0=ξ с условием транс-

версальности на правом конце ветви в виде

( ) ( ) 0,0,
T

T

==⋅−=
LmfLR

R

L
LfL Ptt Se

ee

ee
eP

v

v , (7)

где Re – орт из центра Земли в номинальную

точку падения ОЧ,
v
e – орт скорости.

Индекс ( )
L
в (6), (7) используется для

того, чтобы подчеркнуть зависимость сопря-

жённого вектора от
Le .

Пусть множество случайных возмуще-

ний { }σσ κ≤= ξξI : – гипершар с радиусомм

σκ , определяемым заданной вероятностью

событий P
k
.

Тогда получаем optξ в явном виде:

ξ

ξ

σκ L
L

ξ =opt .

Физический смысл optξ состоит в том,

что он задаёт критический (расчётный) про-

филь возмущений ( )optξxw ,∆ для исследуе-

мого объекта.

Рассмотрим вопрос об обосновании

выбора Le . Очевидно, что для этого можно

руководствоваться критерием, аналогичным

(5):

( ) ( )( )LLдопL LL eee maxminarg −= ,

где ( )LдопL e – удаление границы допустимой

области D от 0r в направлении вектора Le .

Если вращать орт Le вокруг точки 0r в мес-с-

тной горизонтальной плоскости, то ( )LдопL e

описывает границу допустимого района па-

дения D, а ( )LL emax – области рассеивания

точек падения ОЧ σ  (для заданной P
k

).

При этом отметим, что для построения

области рассеивания ОЧ в соответствии с

предлагаемым методом интегрирование воз-

мущённых траекторий и сопряжённой сис-

темы (4), (7) для «веера» направлений Le не

требуется. Действительно, во-первых, возму-

щение фазовых переменных (отклонение

точки паденияОЧ от 0r ) оценивается по фор-

муле Блисса (6), в которую входят фазовые

переменные только для номинальной (невоз-

мущённой 0=ξ ) траектории. Во-вторых, в

силу линейности (4) по Ψ  (на неуправляе-

мых траекториях ОЧ u не зависит от Ψ ) ин-

тегрирование сопряжённой системы (4) для

граничных условий (7), варьируемых вслед

за изменением Le , может быть заменено ли-

нейным преобразованием с переходной мат-

рицей. Эта матрица известна также из номи-

нального решения фазовой и сопряжённой

систем [7]. В целом предлагаемый подход по-

зволяет сократить объём вычислений в

105 ÷ 107 раз по сравнению, например, с ши-

роко распространённым методом Монте-

Карло.

Разработанный метод реализован в но-

вой версии программного комплексаASTER

[7]. Эффективность его применения апроби-

рована на примере оптимизации выведения

трёхступенчатой ракеты-носителя  (РН) типа

«Протон» на низкую околоземную орбиту в

условиях ветровых возмущений. На рис. 2

показаны оптимальные программа управле-

ния углом тангажа РН и критические про-

фили ветра ( )
optξxw ,∆ для ОЧ первой ступе-

ни. На рис. 3 показаны граница области рас-

сеивания точек падения ОЧ, рассчитанная в

соответствии с предложенным методом для

P
k
=0,9973 для старта в декабре, и точки па-

дения, полученные в результате статистичес-

кого моделирования 100000 траекторий па-

дения ОЧ по методу Монте-Карло.

Работа выполнена при финансовой

поддержке Российского фонда фундамен-

тальных исследований (грант № 09-08-01-

140), которому авторы выражают свою бла-

годарность.
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Рис. 2. Программа изменения угла тангажа РН и критические профили ветра, «наихудшие»

для смещения точки падения ОЧ в плоскости ортодромии (•) и в ортогональной ей плоскости (+)

Рис. 3. Область рассеивания точек падения ОЧ в условиях ветровых возмущений,

рассчитанная для уровня вероятности P
k
=0,9973
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THROUGH OPTIMIZATION OF BRANCHING TRAJECTORIES

IN VIEW OF RANDOM DISTURBANCES
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The problem of through optimization of branching spatial trajectories of space transportation systems is

considered in view of random atmospheric disturbances (variations of thermodynamic parameters and wind) and

constraints on admissible areas of dispersion of separated parts fall points.
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