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Введение.Масштабируемость (scalabi-

lity) является одним из важнейших требова-

ний к современным вычислительным систе-

мам, вычислительным комплексам, базам

данных, маршрутизаторам и т.д. Она подра-

зумевает способность системы увеличивать

свою производительность при добавлении

аппаратных и программных ресурсов. В на-

стоящее время вопросы масштабирования

находятся в поле зрения как разработчиков

параллельных многопроцессорных систем

(МС), так и распределенной среды метаком-

пьютинга [1]. Общим свойством, обеспечи-

вающим возможность повышения произво-

дительности масштабируемых вычислитель-

ных систем, является распределённость про-

цессов вычислений и данных с использова-

нием принципов структурирования и конвей-

еризации [2]. Необходимы новые принципы

организации вычислений и распределения

ресурсов, создания эффективного аппаратно-

го и программного обеспечения, обеспече-

ния однозначности результата выполнения

программ, эффективного планирования и

распределения вычислительных процессов

[3]. Особую актуальность приобретают зада-

чи построения и исследования математичес-

ких моделей распределённых вычислитель-

ных систем, поиска условий оптимальной

организации конкурирующих взаимодейству-

ющих вычислительных процессов при рас-

пределённой обработке.

1. Математическая модель масшта-
бируемой системы распределенных вы-
числений. Конструктивными элементами

для построения математической модели си-

стем распределённых вычислений являются

понятия процесса и программного ресурса.

Процесс будем рассматривать как пос-

ледовательность блоков (команд, процедур)

sQ...,,Q,Q 21
, для выполнения которых ис-

пользуется множество процессоров (процес-

сорных узлов, обрабатывающих устройств,

интеллектуальных клиентов). При этом про-

цесс называется распределённым, если все

блоки или часть из них обрабатываются раз-

ными процессорами. Процессы могут обра-

батываться параллельно, взаимодействуя

путём обмена информацией. Такие процес-

сы называются кооперативными или взаимо-

действующими.

Понятие ресурса используется для обо-

значения любых объектов вычислительной

системы, которые могут быть использованы

процессами для своего выполнения. Реенте-

рабельные (многократно используемые) ре-

сурсы характеризуются возможностью одно-

временного использования несколькими

вычислительными процессами. Для парал-

лельных систем характерной является ситу-

ация, когда одну и ту же последовательность

блоков или её часть процессорам необходи-

мо выполнять многократно. Такую последо-

вательность будем называть программным

ресурсом (ПР), а множество соответствую-

щих процессов – конкурирующими.

Математическая модель масштабируе-

мой распределённой системы взаимодейству-

ющих процессов включает в себя p процес-

соров МС, n конкурирующих процессов, s
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блоков
sQQQ ...,,, 21
структурированногоо

на блоки программного процесса, матрицу

][ ijp tT = времён выполнения j–х блоков i–ми

конкурирующими процессами. Указанные

параметры изменяются в пределах 2≥p ,

2≥n , 2≥s , ni ≤≤1 , sj ≤≤1 . Будем счи-чи-

тать, что все n процессов используют одну

копию структурированного на блоки ПР, а на

множестве блоков установлен линейный по-

рядок их выполнения. Учитывая то, что об-

менные операции в параллельных распреде-

лённых системах происходят, как правило,

значительно медленнее арифметических,

введём в рассмотрение параметр 0>ε , ха-

рактеризующий время (накладные расходы),

затрачиваемое МС на организацию парал-

лельного выполнения блоков программного

ресурса множеством распределённых конку-

рирующих процессов.

Будем считать, что взаимодействие про-

цессов вычислений, процессоров и блоков

структурированного программного ресурса

подчинено следующим условиям: 1) ни один

из блоков программного ресурса не может

обрабатываться одновременно более чем од-

ним процессором; 2) ни один из процессо-

ров не может обрабатывать одновременно

более одного блока; 3) обработка каждого

блока осуществляется без прерываний;

4) распределение блоков программного ре-

сурса по процессорам МС для каждого из

процессов осуществляется циклически по

правилу: блок с номером ikpj += , ( sj ,1= ,

pi ,1= , 0≥k ), распределяется на процессор

с номером i.

Кроме того, введём дополнительные

условия, которые определяют режимы взаи-

модействия процессов, процессоров и бло-

ков ПР: 5) отсутствуют простои процессо-

ров при условии готовности блоков, а также

невыполнение блоков при наличии процес-

соров; 6) для каждого из n процессов момент

завершения выполнения j–го блока на i–м

процессоре совпадает с моментом начала

выполнения следующего (j+1)–го блока на

(i+1)–м процессоре, 1,1 −= pi , 1,1 −= sj ; 7)

для каждого из блоков структурированного

ПР момент завершения его выполнения l–м

процессом совпадает с моментом начала его

выполнения (l+1)–м процессом на том же

процессоре, 1,1 −= nl .

Условия 1–5 определяют асинхронный

режим взаимодействия процессоров, процес-

сов и блоков, который предполагает отсут-

ствие простоев процессоров МС при усло-

вии готовности блоков, а также невыполне-

ние блоков при наличии процессоров.

Если к условиям 1–4 добавить условие

6, то получим первый синхронный режим,

обеспечивающий непрерывное выполнение

блоков программного ресурса внутри каждо-

го из вычислительных процессов.

Второй синхронный режим, определя-

емый условиями 1–4, 7, обеспечивает непре-

рывное выполнение каждого блока всеми

процессами.

Определение 1.Масштабируемая систе-

ма n распределённых взаимодействующих

конкурирующих процессов называется не-

однородной, если времена выполнения бло-

ков программного ресурса
sQQQ ...,,, 21
за-

висят от объёмов обрабатываемых данных

и/или их структуры, т. е. разные для разных

вычислительных процессов.

Определение 2.Система взаимодейству-

ющих конкурирующих процессов называет-

ся одинаково распределённой, если времена

jit выполнения блоков jQ , sj ,1= , про-

граммного ресурса каждым из i–х процессов

вычислений совпадают и равны it для всехх

ni ,1= , т. е. справедлива цепочка равенств

isiii tttt ==== ...21 для всех ni ,1= .

2. Необходимые и достаточные усло-
вия эффективности одинаково распреде-
ленных масштабируемых систем. В [2, 4,

5] исследованы базовые асинхронный и два

синхронных режима, возникающие при орга-

низации распределённых взаимодействую-

щих процессов в условиях конкуренции за

общий программный ресурс. Для вычисле-

ния наименьшего общего времени выполне-

ния множества конкурирующих неоднород-

ных и одинаково распределённых процессов

в рамках очерченных режимов получены
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математические соотношения. В [6] решена

задача сравнительного анализа полученных

соотношений для класса одинаково распре-

делённых процессов с учётом дополнитель-

ных накладных расходов 0>ε . Доказано, чтоо

для одинаково распределённых систем кон-

курирующих процессов минимальное общее

время для всех трёх базовых режимов в слу-

чае неограниченного параллелизма ( ps ≤ )

вычисляется по формуле

,)1(),,,( max
ε

ε −+=ε tsTsnpT n (1)

а в случае ограниченного параллелизма

( ps > ) для вычисления минимального об-

щего времени в асинхронном и втором син-

хронном режимах имеют место соотношения

1 1

1 1 1 1

n

max

n

max

T( p,n,s, )

kT ( p )t , при s kp, k ,

( k )T ( r )t , при s kp r, k , r p,

ε

ε

ε

ε

ε =

 + − = >
= 

+ + − = + ≥ ≤ <

(2)

где ∑
=

=
n

i

i

n tT
1

ε

ε – суммарное время выполне-

ния каждого из блоков jQ всеми n процес-с-

сами с учетом накладных расходов ε ,

εε

i
ni
tt

≤≤
=

1
max max , εε += ii tt , ni ,1= .

Выделим в классе одинаково распреде-

лённых систем взаимодействующих конку-

рирующих процессов подкласс стационар-

ных систем.

Определение 3. Одинаково распреде-

лённую масштабируемую систему конкури-

рующих процессов назовём стационарной,

если выполняется цепочка равенств

tttt n ==== …21 .

Нетрудно показать, что в случае стаци-

онарной одинаково распределённой масшта-

бируемой системы конкурирующих процес-

сов минимальное общее время их выполне-

ния при достаточном числе процессоров МС

( ps ≤ ) определяется равенствомм

εε tsnT )1( −+= ,

где εε += nTt n / , tnT n = .

Определение 4. Одинаково распреде-

лённую системуконкурирующих взаимодей-

ствующих процессов будем называть эффек-

тивной при фиксированных 2, ≥sp , если

выполняется соотношение

0),,,()( ≥−=∆ εε snpTsTn n ,

где nsT – время выполнения блоков jQ ,

sj ,1= всеми n процессами в последователь-

ном режиме.

При наличии двух эффективных одина-

ково распределённых масштабируемых сис-

тем взаимодействующих конкурирующих

процессов будем считать, что первая более

эффективна, чем вторая, если величина

)(nε∆ первой системы не меньше соответ-

ствующей величины второй. Для введённо-

го подмножества одинаково распределённых

систем справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Для любой эффективной

одинаково распределённой системы конку-

рирующих процессов при ps ≤ и 0>ε су-у-

ществует более эффективная стационарная

одинаково распределённая система.

Доказательство. Рассмотрим любую

эффективную одинаково распределённую

систему. Согласно определению 4 условие

эффективности с учётом (1) запишется в виде

следующего неравенства:

,0)1())(1()( max ≥−+−−−=∆ εε sntTsn nn (3)

где i
ni

n tt
≤≤

=
1

max max .

Для любой стационарной одинаково

распределённой системы имеет место нера-

венство

0)1())(1()( ≥−+−−−=∆ εε sntTsn n , (4)

где nTt n /= .

Рассмотрим стационарную одинаково

распределённую систему, в которой

n

i
ni

ttt min
1

nim ==
≤≤

.

Чтобы убедиться в справедливости теоремы

1, для введённых эффективных систем дос-

таточно доказать выполнение неравенства:
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)()( nn εε ∆≤∆ . Подставив в левую и правую

части последнего неравенства из (3) и (4)

вместо )(nε∆ и ( n )ε∆ соответствующие ве-е-

личины ипроведя преобразования, приходим

к равносильному неравенству:

nn tTtn max)1( −≤− .

Докажем справедливость последнего.

Пусть для определённости
l

n tt =max
. Тогда

проверка показывает, что справедлива цепоч-

ка соотношений

tntntttT n
n

lj

j

l

i

i

nn )1()1( min

1

1

1

max −=−≥+=− ∑∑
+=

−

=

,

из которой следует справедливость требуе-

мого равенства. Таким образом, теорема 1

доказана.

Следующее утверждение устанавлива-

ет достаточное условие эффективности оди-

наково распределенной системы в случае

неограниченного параллелизма.

Теорема 2. Если параметры ε,,, snp

одинаково распределённой масштабируемой

системы взаимодействующих конкурирую-

щих процессов удовлетворяют соотношени-

ям ps ≤≤3 , 3≠= sn , )1(2 −+≥ snns ,

i
ni

tnim
≤≤

≤<
1

0 ε , то такая система является эф-

фективной.

Доказательство. Согласно (3) условие

эффективности равносильно неравенству

1

1max

−
−+

≥
−

s

sntT nn

ε
. (5)

Следовательно, для доказательства те-

оремы 2 достаточно убедиться в справедли-

вости (5). Непосредственная проверка пока-

зывает, что следствием соотношений

i
ni

t
≤≤

≤<
1
min0 ε является цепочка неравенств:

1
)1( minmax −≥

−
≥

−
n

tntT nnn

εε
, (6)

так как в силу выбора ε выполняется нера-

венство 1min ≥εnt . Далее, из )1(2 −+≥ snns

следует справедливость неравенства

1

1
1

−
−+

≥−
s

sn
n . (7)

Проверка показывает, что неравенство

(5) является следствием неравенств (6) и (7).

Таким образом, теорема 2 доказана.

Ниже формулируется и доказывается

необходимое и достаточное условие суще-

ствования эффективной системы одинаково

распределённых конкурирующих процессов

при достаточном числе процессоров в зави-

симости от величинынакладных расходов ε .

Теорема 3. Для существования эффек-

тивной одинаково распределённой масшта-

бируемой системы конкурирующих взаимо-

действующих процессов с заданными пара-

метрами ,3≥р ps ≤ , 0>ε и nТ необходи-оди-

мо и достаточно выполнение следующих ус-

ловий:







++

+
≤

,},)][2(),][1({max

,),1(

нецелоеsеслиss

целоеsеслиs

ϕϕ

ϕ
ε

(8)

где
)1(

)1()1(
)(

−+
−−

=
sxx

xTs
x

n

ϕ , [x] – наибольшее

целое, не превосходящее x.

Доказательство. Согласно (4) условие

эффективности любой одинаково распреде-

лённой системы конкурирующих n процес-

сов определяется соотношениями

0)1())(1()( ≥−+−−−=∆ εε sntTsn n ,

которые равносильны выполнению неравен-

ства

)1(

)1()1(

−+
−−

≤
snn

nTs n

ε . (9)

Введём в рассмотрение функцию

)1(/)1()1()( −+−−= sxxxTsx nϕ .
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Нетрудно проверить, что ϕ достигает свое-

го максимума в точке sx +=1 при 0>x .

Положим







++

+
=

.},][2,][1{max

,,1
0

нецелоеsеслиss

целоеsеслиs
n

(10)

Необходимость условий (8) будет дока-

зана, если будет установлена невозможность

противоположного утверждения, т. е. невоз-

можность существования одинаково распре-

делённой масштабируемой системы конку-

рирующих n процессов, для которой выпол-

нялось бы неравенство, противоположное

неравенству (8), и которая была бы эффек-

тивной. Если предположить существование

такой системы с n процессами, то должно

выполняться соотношение
0nn ≠ , так как

выше установлено, что одинаково распреде-

лённая система с 0n процессами эффектив-

на. Следовательно, для неё имеет место не-

равенство )1()1()1( 000 −+−−≤ snnnTs nε , в

то время как для гипотетической системы с

n процессами должно выполняться в силу

предположения неравенство

)1()1()1( 000 −+−−≥ snnnTs nε .

Очевидным следствием полученных нера-

венств является неравенство εε > . Полу-

ченное противоречие устанавливает необхо-

димость условий (8).

Очевидно, такой системы нет при

0nn = , так как в силу определения функции

ϕ для такого n выполняется неравенство,

противоположное неравенству (9), и, следо-

вательно, такая система не может быть эф-

фективной.

В случае
0nn < в силу определения

0n

должна выполняться цепочка неравенств

вида

ε≤
−+

−−
≤

−+
−−

)1(

)1()1(

)1(

)1()1(

00

0

snn

nTs

snn

nTs nn

, (11)

из которой следует неэффективность пред-

полагаемой системы с n процессами в силу

(9).

Наконец, если
0nn > , то следствием не-

равенств (9) и (10) является неэффективность

предполагаемой одинаково распределённой

системы конкурирующих n процессов. По-

лученные противоречия во всех возможных

случаях доказывают необходимость условий

(8).

Достаточность условий (8) непосред-

ственно следует из наличия функции ϕ со

свойством (9). Действительно, в этом случае

требуемой эффективной одинаково распре-

делённой системы является система с
0nn =

конкурирующими процессами, где
0n опре-

деляется формулой (10). Таким образом, те-

орема 3 доказана.

Замечание. При 2== sp одинаковоо

распределённая масштабируемая система

конкурирующих процессов будет эффектив-

ной, если выполняется неравенство

.
)1(

1

+
−

≤
nn

n

T n

ε

3. Эффективность одинаково распре-
делённых систем в условиях ограниченно-
го параллелизма.

Теорема 4. Если параметры одинаково

распределённой системы 3≥n конкурирую-

щих процессов в многопроцессорной систе-

ме с n процессорами удовлетворяют соотно-

шениям 3≥s , 3≠= sn и
i

ni
t

≤≤
≤<

1
min0 ε , тоо

рассматриваемая система будет эффективной,

если выполняются условия:





<≤≥+=−++

>=−+
≥

.1,1,),1)1((2

,1,),1(2

prkrkpsеслиrnk

kkpsеслиpkn
sn

Доказательство. Для случая

1s kp, k= >

условие эффективности с учётом (2) равно-

сильно неравенству

ε)1()1()( max −+≥−−− pkntpTks nn ,
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где .max
1

max

n

i
ni

n tt
≤≤

=

В силу того, что i
ni

t
≤≤

≤<
1
min0 ε , имеем

1)1()(
)1()( max −+≥−−−≥

−−−
pknpnks

tpTks nn

ε
.

Из последней цепочки неравенств сле-

дует, что )1(2 −+≥ pknsn .

Случай, когда prkrkps <≤≥+= 1,1, ,

доказывается аналогично.

Ниже для асинхронного и второго син-

хронного режимов формулируется и доказы-

вается необходимое и достаточное условие

существования эффективной системы одина-

ково распределённых конкурирующих про-

цессов в случае ограниченного параллелиз-

ма в зависимости от величины накладных

расходов ε .

Теорема 5. Для существования эффек-

тивной одинаково распределённой системы

конкурирующих процессов с заданными па-

раметрами 3≥р , nТ , 0>ε необходимо и до-

статочно, чтобы выполнялись следующие ус-

ловия:

1) при 1, >= kkps ,














−
+


























+











 +
























 +

−
+










 +

≤

,
1

,1
1

,
1

max

,
1

,
1

11

1

нецелое
k

p
если

k

p

k

p

целое
k

p
если

k

p

ϕϕ

ϕ

ε

где )1()1()1()(1 −+−−= pkxxkxTpx nϕ , а [x]

– наибольшее целое, не превосходящее x;

2) при prkrkps <≤≥+= 1,1, ,





−+

−
≤

,)},1]([]),([max{

,),(

22

2

нецелоеxеслиxx

целоеxеслиx

ϕϕ

ϕ
ε

где
[ ]

[ ]1)1(

)1)(1()1(
)(2 −++

−−+−
=

rxkx

Txrkxp
x

n

ϕ , [x] –

наибольшее целое, не превосходящее x, где












+
−+−

++
−+−

−
=

1

1)1(
11

1)1(

1

k

rkp

rkp

r
x .

Доказательство. В случае стационар-

ной одинаково распределённой системы кон-

курирующих процессов в асинхронном и вто-

ром синхронном режимах минимальное об-

щее время εT с учётом параметра 0>ε оп-

ределяется равенством





<≤≥+=−++

>=−+
=

,1,1,,))1()1((

,1,,)1(

prkrkpsприtrnk

kkpsприtpkn
T

ε

ε
ε

(12)

где εε += nTt n / , ntT n = .

Условие эффективности одинаково рас-

пределённой системы конкурирующих про-

цессов с учётом (2) в случае 1, >= kkps

определяется соотношением:

0)1())(1()( ≥−+−−−==∆ εε pkntkTpkps n ,

которое равносильно выполнению неравен-

ства .
)1(

)1()1(

−+
−−

≤
pknn

knTp n

ε

Введём в рассмотрение функцию

)1(/)1()1()(1 −+−−= skxxkxTpx nϕ , которая

при 0>x достигает своего максимума в точ-

ке
k

p
x

+
=

1
.

В случае prkrkps <≤≥+= 1,1, ус-

ловие эффективности одинаково распреде-

лённой системы конкурирующих процессов

с учётом (2) определяется неравенством

1 1 1 1 0n n

( s kp r )

( p )kT ( r )(T t ) (( k )n r ) .

ε

ε

∆ = + =

= − + − − − + + − ≥

С учётом, что nTt n= , это равносиль-

но .
]1)1[(

)]1)(1()1[(

nrnk

Tnrnkp n

−++

−−+−
≤ε

При 0>x функция

xrxk

Txrkxp
x

n

]1)1[(

)]1)(1()1[(
)(2 −++

−−+−
=ϕ

достигает своего максимума в точке
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










+
−+−

++
−+−

−
=

1

1)1(
11

1)1(

1

k

rkp

rkp

r
x .

Таким образом, теорема 5 доказана.

4. Оптимальность одинаково распре-
делённых системконкурирующих процес-
сов.

Определение 5. Эффективная одинако-

во распределённая система называется опти-

мальной, если величина
ε∆ достигает наи-

большего значения.

В силу теоремы 1 оптимальную одина-

ково распределённую систему следует искать

среди стационарных одинаково распределён-

ных систем. Тогда с учётом (4) имеем:

.)1()/11()1()( εε −+−−−=≤∆ snnTsps n

Введём функцию действительного ар-

гумента x вида

.1,)1(
1

1)1()( ≥−+−






 −−=∆ xsx
x

Tsx n εε

Решение задачи об оптимальности оди-

наково распределённой системы, состоящей

из n конкурирующих процессов, для доста-

точного числа процессоров для всех трех

базовых режимов следует из теоремы.

Теорема 6. Для того, чтобы эффектив-

ная одинаково распределённая система кон-

курирующих процессов была оптимальной

при заданных ps ≤≤2 , 0, >εnT , необхо-о-

димо и достаточно, чтобы она была стацио-

нарной и число процессов 0n в системе рав-

нялось одному из чисел

[ ]n
TsTs nn

,21
)1(

,
)1(

∩











+











 −











 −
εε

,

в которомфункция )(xε∆ достигает наиболь-

шего значения. Здесь ][x означает наиболь-

шее целое, не превосходящее x; n – заданное

число.

Доказательство.

Необходимость. Рассмотрим введён-

ную функцию

.1,)1(
1

1)1()( ≥−+−






 −−=∆ xsx
x

Tsx n εε

Согласно определению 5 одинаково

распределённая система будет оптимальной

в той точке x, где функция )(xε∆ достигает

своего наибольшего значения. Покажем, что

функция )(xε∆ достигает своего наибольше-

го значения в точке
ε

nTs
x

)1( −
= . Действи-

тельно,

,
)1(

)(
2

'

εε −
−

=∆
x

Ts
x

n

,0
)1(2

)(
3

"

<
−

−=∆
x

sT
x

n

ε

так как .0,2 >≥ xs

Следовательно, функция )(xε∆ дости-

гает максимума в точке, где первая её произ-

водная обращается в нуль 0)(
'

=∆ xε , т. е.

ε

nTs
x

)1(* −
= .

Целочисленными точками, в которых

достигается наибольшее значение функции

)(xε∆ , будут ][ *

0 xn = или 1][ *

0 += xn . Сле-

довательно, в качестве 0n можно выбрать

одно из чисел 1
)1(

,
)1(

+










 −











 −
εε

nn TsTs
,

в которых функция )( ps ≤∆ε принимает

наибольшее значение.

Если же окажется, что ни одна из то-

чек 1
)1(

,
)1(

+










 −











 −
εε

nn TsTs
, в которой

функция )(xε∆ принимает наибольшее зна-

чение, не принадлежит [ ]n,2 , то в качествее

оптимальной выбираем эффективную одина-

ково распределённую систему с числом про-

цессов nn =0 .

В силу отрицательности второй произ-

водной исследуемая функция выпукла. Сле-
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довательно, точка максимума всегда суще-

ствует, а значит и существует эффективная

одинаково распределённая система конкури-

рующих процессов в случае, когда ∞→n .

Достаточность следует из свойств

выпуклости функции )(xε∆ на отрезке ],2[ n .

Для решения задачи об оптимальности

одинаково распределённой системы конку-

рирующих процессов в случае ограниченно-

го параллелизма в асинхронном и втором

синхронном режимах введём функции дей-

ствительного аргумента x вида:

εε )1(
)1(

)1()( −+−
−

−−=∆ pkx
x

Tp
Tsx

n
n

,

(13)

при ,1, >= kkps

( )εε )1()1(
)1(

)1()( −++−
−

−−−=∆ rxk
x

Tr
Tksx

n
n ,

(14)

при prkrkps <≤≥+= 1,1, .

Теорема 7. Для того, чтобы эффектив-

ная одинаково распределённая система кон-

курирующих процессов в случае ограничен-

ного параллелизма в асинхронном и втором

синхронном режимах была оптимальной при

заданных 0,,2 >≥ εnTp , необходимо и

достаточно, чтобы она была стационарной

и число процессов
0n в системе равнялось

одному из чисел:

1) [ ]n
k

Tp

k

Tp nn

,21
)1(

,
)1(

∩











+











 −











 −
εε

,

при ,1, >= kkps

2) [ ]n
k

Tr

k

Tr nn

,21
)1(

)1(
,

)1(

)1(
∩












+













+
−













+
−

εε
,

при ,1,1, prkrkps <≤≥+=

в которомфункция )(xε∆ достигает наиболь-

шего значения, где [x] –наибольшее целое,

не превосходящее x; n – заданное число.

Доказательство.

Необходимость. Для случая

1s kp, k= >

функция вида (13) достигает своего наиболь-

шего значения в точке
εk

Tp
x

n)1(* −
= ,

так как εε k
x

Tp
x

n

−
−

=∆
2

' )1(
)( .

Как и в случае неограниченного парал-

лелизма целочисленными точками будут

][ *

0 xn = или 1][ *

0 += xn . Следовательно, в

качестве оптимальной выбираем эффектив-

ную одинаково распределённую систему с

числом процессов

1
)1(

,
)1(

+










 −











 −
εε k

Tp

k

Tp nn

.

В случае prkrkps <≤≥+= 1,1, пер-

вая производная функции (14) имеет вид

εε )1(
)1(

)(
2

'

+−
−

=∆ k
x

Tr
x

n

.

Следовательно, в качестве
0n можно

выбрать одно из значений












+
−

ε)1(

)1(

k

Tr n

или

1
)1(

)1(
+













+
−

εk

Tr n

.

Если же окажется, что ни одна из то-

чек

,
)1(











 −
εk

Tp n

1
)1(

+










 −
εk

Tp n

,













+
−

ε)1(

)1(

k

Tr n

, 1
)1(

)1(
+













+
−

εk

Tr n

,

в которых функции (13), (14) принимают наи-

большее значение, не принадлежат [ ]n,2 , тоо

в случае ограниченного параллелизма в ка-
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честве оптимальной выбираем эффективную

одинаково распределённую систему с числом

процессов nn =0 .

Достаточность следует из свойств

выпуклости функции )(xε∆ при ps > на

отрезке ],2[ n . Действительно, исследуемые

функции (13) и (14) выпуклы в силу отрица-

тельности вторых производных:

,0
)1(2

)(
3

"

<
−

−=∆
x

pT
x

n

ε

,0
)1(2

)(
3

"

<
−

−=∆
x

rT
x

n

ε 2≥p ,

.0,1 ><≤ xpr

Таким образом, теорема 7 доказана.

Заключение. Полученные условия эф-

фективности и оптимальности одинаково

распределённых масштабируемых систем

конкурирующих взаимодействующих про-

цессов имеют многочисленные области при-

менения. В частности, они могут быть ис-

пользованы при проектировании системно-

го и прикладного программного обеспече-

ния, ориентированного на масштабируемые

многопроцессорные системы, вычислитель-

ные сети, а также при решении проблем оп-

тимального использования вычислительных

ресурсов. Полученные формулы также слу-

жат основой для решения задач оптимиза-

ции числа блоков при заданных остальных

параметрах МС, нахождения оптимального

числа процессоров при заданных объёмах

вычислений и (или) директивных сроках ре-

ализации вычислительных процессов, иссле-

дования всевозможных смешанных режимов

организации выполнения параллельных про-

цессов при распределённой обработке, в том

числе с учётом ограниченного числа копий

структурированного программного ресурса.
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