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При осевом сжатии круговой цилинд-

рической оболочки решение линеаризован-

ного уравнения устойчивости [1] приводит
к классическому результату

кр

E
K

R

δσ = , (1)

где E - модуль упругости материала, из ко-

торого изготовлена оболочка; δ , R - соот-т-
ветственно толщина и радиус кривизны обо-

лочки. Для оболочки идеальной формы ко-

эффициент устойчивости K равен

( )213

1

µ−
=K , (2)

где µ - коэффициент Пуассона.При 3,0=µ
имеем 605,0=K .

Если оболочка имеет начальные несо-

вершенства, то критическое напряжение ока-
зывается значительно ниже. Предложены
различные приближённые зависимости для
коэффициента устойчивости, основанные на
экспериментальных данных. Например, в
[2, 3]

ψ605,0=K , (3)
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Формулу для определения критическо-

го напряжения цилиндрической панели
(рис. 1) удобно представить в виде, анало-

гичном случаю плоской пластины:

( )2
/δ

σ
b

E
Kкр = , (5)

где b - ширина панели.

Согласно [1], для идеальной геометрии

величина K при bL > в случае шарнирно-

го опирания по всем сторонам определяется
следующим образом:







>

≤+
=

.12605,0

,12
5,39

1
6,3 2

ϕϕ

ϕϕ

при

при
K

(6)

Здесь через ( )δϕ Rb /2= обозначен пара-

метр, характеризующий кривизну панели.

Первое слагаемое в первой из формул (6)

совпадает с коэффициентом устойчивости
плоской прямоугольной панели, шарнирно
опёртой по всем кромкам; второе же слагае-
мое даёт учёт кривизны панели.

Так же, как и для замкнутой оболочки,

значительное влияние на критическое напря-
жение панели могут оказать начальные не-
правильности, которые всегда имеют место
в реальных конструкциях. В [2] предложено
соотношения (6) представить в виде
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Под
плK понимается коэффициент ус-

тойчивости в предположении, что кривизна

панели отсутствует, а под обK - коэффици-

ент устойчивости для гладкой оболочки.

Если принять 6,3=плK и 605,0=обK , тоо

получим зависимости (6).Представление (7)

позволяет сравнительно просто учитывать
влияние начальных несовершенств оболоч-

ки или особенности закрепления кромок па-
нели. Для этого достаточно соответствую-

щим образом определять коэффициенты
плK

и обK . В [2] предлагается в качестве обK

брать зависимости (3) и (4), тем самым учи-

тывая влияние начальных несовершенств.

Таким образом, для шарнирно опёртой па-
нели в соотношениях (7) предлагается ис-
пользовать значения

6,3=плK ; 
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При этом коэффициент устойчивостиК
оказывается функцией не только параметра

ϕ, но и отношения δ/R .

На первый взгляд, такой подход может
показаться приемлемым. Однако поправка
(4) на начальные несовершенства зависит

лишь от отношения δ/R , но не зависит отт
числа продольных подкреплений цилиндри-

ческой оболочки или, что то же самое, от
величины центрального угла панели. В то же
время, как показывают эксперименты, влия-
ние начальных несовершенств снижается с
увеличением числа подкрепляющих элемен-

тов.

Заметим, что в расчётной практике
чаще всего используется формула

( ) R

E

b

E
кр

δ
δ

σ 15,0

/

6,3
2

+= , (9)

предложенная в [4]. Эта формула привлека-
ет своей простотой, но является сугубо при-

ближённой. Её можно представить в стан-

дартном виде (5) с коэффициентом устойчи-

вости

ϕ15,06,3 +=K . (10)

Линейная зависимость (10) существен-

но отличается от зависимостей (6) или (7),

(8), что видно из рис. 2.

Таким образом, имеющиеся рекоменда-
ции по определению критических напряже-
ний обшивки при сжатии могут приводить к
сильно различающимся результатам. В свя-
зи с этим в данной работе для исследования
устойчивости используется МКЭ (програм-
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Рис. 1. Цилиндрическая панель, шарнирно опёртая по всем сторонам, при осевом сжатии
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мный комплекс MSC PATRAN / NASTRAN

2001).

Конечно-элементная модель панели
показана на рис. 3. Панель считается шар-

нирно опёртой по всем сторонам, причём
связи, ограничивающие перемещения сто-

рон, ориентировались в радиальном направ-

лении. Помимо них вводились также допол-

нительные связи, фиксирующие панель в
пространстве как жёсткое тело.

Значение коэффициента устойчивости

определялось по формуле: ( )2

2

112 µ
π

−
= k

K ,

где
δ

λ
π

q

D

b
k

2

2

= . Здесь ( )2

3

112 µ
δ
−

= E
D - из-

гибная жёсткость; q - погонная сила, интен-

сивность которой для расчёта начального
равновесного состояния принималась равной

Рис. 2. Теоретические зависимости ( )ϕK для цилиндрической панели при сжатии

1 – по (6); 2 – по (10); - - - - - – по (7), (8)

Рис. 3. Конечно-элементная модель цилиндрической панели
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1; λ - критическое значение коэффициента
нагрузки, которое показывает, во сколько раз
нужно увеличить приложенную нагрузку,
чтобы получить её критическую величину.

При µ = 0,3 имеем 0,904K k= . При проведе-
нии расчётов принималось фиксированное

отношение сторон 2/ == bLγ .

Было рассмотрено влияние размера сет-
ки конечных элементов на точность получа-
емых результатов. В качестве эталона при-

нималась весьма мелкая сетка, для которой
вдоль направляющей взято 100 конечных
элементов, а вдоль образующей - 200. Было

установлено, что при L/b = 2 сетка 5025×
обеспечивает достаточную точность расчё-
тов (не менее трёх верных значащих цифр
для λ).

Принято, что коэффициент устойчиво-

сти является функцией параметра ϕ. Расчё-
ты проводились следующим образом: фик-

сировались толщина панели δ = 1 мм, её ши-

рина b = 100 мм и длина L = 200 мм, а радиус
R менялся для получения различных значе-
ний ϕ. Отдельно рассматривался случай
плоской пластины. В табл. 1 представлены
значения коэффициентов устойчивости k и

K для пластины при различных отношениях
b/δ. Форма потери устойчивости в этом слу-
чае (рис. 4) соответствует классическим пред-

ставлениям (одна полуволна в поперечном
направлении и две в продольном). В связи с
тем, что в используемом программном паке-
те конечные элементы строятся на основе ги-

потез типа Тимошенко, получаемые значе-
ния коэффициента устойчивости несколько
отличаются от классического результата
(k = 4 для γ = 2), полученного в предположе-
нии о том, что пластина является тонкой и
подчиняется гипотезам Кирхгофа. Как вид-

но из табл. 1, лишь для очень тонких плас-
тин ( 100/ ≥δb ) результаты, полученные по
МКЭ, практически совпадают с классичес-
ким результатом (различие составляет менее
1%). Для не слишком тонких пластин значе-
ния коэффициента устойчивости оказывают-
ся меньше. В дальнейших расчётах геомет-
рия выбиралась таким образом, чтобы
b/δ = 100 для сопоставления результатов по
МКЭ с аналитическими результатами.

В табл. 2 и на рис. 5а представлены ре-
зультаты расчётов на устойчивость панелей
для некоторых значений параметра ϕ. Зна-

Таблица 1. Значения коэффициентов устойчивости для пластины при сжатии (γ = 2)

δ/b k K
20 3,8184 3,4511

50 3,9413 3,5621

100 3,9754 3,5929

200 3,9898 3,6059

500 3,9962 3,6118

1000 3,9977 3,6131

σ
Рис. 4. Форма потери устойчивости прямоугольной пластины в случае γ = 2
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Таблица 2. Коэффициент устойчивости цилиндрической панели при осевом сжатии

ϕ K ϕ K ϕ K ϕ K
0 3,5929 0,8 3,6129 16 5,7299 34 9,3125

0,06 3,6758 0,9 3,6016 18 6,2278 36 9,7289

0,08 3,5698 1 3,6044 20 6,7564 38 10,1595

0,1 3,6323 2 3,6323 21 7,0308 40 10,6077

0,2 3,5787 4 3,7401 22 7,2046 50 13,0551

0,3 3,5981 6 3,9208 24 7,5082 60 15,7756

0,4 3,6102 8 4,1747 26 7,8301 70 18,6841

0,5 3,6164 10 4,4825 28 8,1726 80 21,7097

0,6 3,5998 12 4,8503 30 8,5342 90 24,8111

0,7 3,6061 14 5,2685 32 8,9146 100 27,9531

а) 1000 ≤≤ ϕ

б) 0 30ϕ≤ ≤

Рис. 5. Зависимости ( )ϕK для цилиндрической панели

1 – по (6); 2 – по (7), (8); 3 – по (10); 4 – МКЭ
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чение коэффициента устойчивости при
ϕ = 0 взято по результатам расчётов пласти-

ны при b/δ = 100. На рис. 5б показаны зави-

симости коэффициента устойчивости от па-
раметра кривизны ϕ для диапазона, являю-

щегося наиболее важным для практическо-

го приложения.
На графике наблюдается излом при зна-

чении 21
* ≈ϕ . Он объясняется тем, что при

*ϕϕ > панель охватывает сравнительно

большой центральный угол α, и её работа на
устойчивость приближается к работе глад-

кой замкнутой цилиндрической оболочки.

Формы потери устойчивости для *ϕϕ ≤ и

*ϕϕ > изображены на рис. 6.

На рис. 5 приведены также приближён-

ные аналитические зависимости ( )ϕK при-

менительно к случаю 100/ =δb . Как и сле-
довало ожидать, формула (6) дает сильно за-
вышенные результаты.Это связано с тем, что
на устойчивость реальной оболочки значи-

тельное влияние оказывают начальные не-
правильности.Приближённые зависимости,

предложенные в [2] и [4], значительно луч-

ше согласуются с результатами, полученны-

ми по МКЭ. Но обе эти зависимости при тех
или иных значениях ϕ могут давать как за-
ниженное, так и завышенное значение кри-

тического напряжения.Следует заметить, что
при выполнении численных расчётов по
МКЭ формально начальные неправильнос-
ти в виде отклонений от идеальной цилинд-

рической формы не вводились в конечно-эле-
ментную модель. Но докритическое состоя-
ние, рассчитанное поМКЭ, оказывается все-
гда моментным, так что возмущение началь-
ного безмоментного напряженного состоя-
ния при расчёте на устойчивость здесь все-
гда присутствует.

Полученную зависимость коэффициен-

та устойчивости K от кривизны можно пред-

ставить приближённо в виде простых зави-

симостей:

( ) ( )
( ) ( )





>+

≤+
=

.165,035,1

,11

2/3

2

ωω
ωω

пл

пл

K

K
K (11)

В этих формулах плK выбирается в за-

висимости от отношения δ/b согласно табл.

1 (для тонких пластин можно принимать

 )
*ϕϕ ≤

σ

σ

") 40=ϕ #) 100=ϕ

σ

σ

σ

σ

Рис. 6. Формы потери устойчивости цилиндрической панели
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6,3=плK ), а параметр ω определяется вы-

ражением

( )плK6/ϕω = . (12)

На рис. 7 сплошной линией показана
зависимость (11), кружками – результаты,

полученные по МКЭ.

Таким образом, использование МКЭ
даёт возможность уточнить значения крити-

ческих напряжений. Результаты расчётов в
случае осевого сжатия панели можно свести
к приближённым соотношениям (11), кото-

рые могут быть рекомендованы для практи-

ческого употребления в широком диапазоне
изменения параметра кривизны ϕ.
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