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Рассматривается плоское движение не-
управляемого осесимметричного спускаемо-

го аппарата (СА) относительно центра масс
на начальном участке траектории спуска в
атмосферу, когда можно пренебречь измене-
нием скорости центра масс и угла наклона
траектории, а также гравитационным момен-

том и аэродинамическим демпфированием.

Исследуются случаи, когда в процессе спус-
ка происходит изменение характера движе-
ния: вращательное движение переходит в
колебательное, колебательное движение
«скачкообразно» переходит в колебательное
движение с другими амплитудными характе-
ристиками. В [1 - 3] рассмотрены переход-

ные режимы движения САс синусоидальной
и бигармонической моментными характери-

стиками. В данной работе рассматривается
движение СА с зависимостью восстанавли-

вающего момента от угла атаки, имеющей
вид тригармонического ряда. Такая зависи-

мость характерна для аппаратов сложной гео-

метрической формы, например, типа «Ви-

кинг» [4].

Наряду с тем, как наличие второй гар-

моники в моментной характеристике обус-
лавливает возможность появления одного
дополнительного положения равновесия СА
по углу атаки по сравнению со случаем си-

нусоидальной зависимости, добавление тре-
тьей гармоники в моментной характеристи-

ке может приводить к появлению двух до-

полнительных положений равновесия, что
значительно разнообразит переходные режи-

мы движения СА.

Плоское движение спускаемого аппа-
рата с тригармонической моментной харак-

теристикой относительно центра масс при
указанных выше допущениях описывается
следующим уравнением [2]:

( )sin ( )sin 2 ( )sin 3 0,a z b z c zα α α α+ + + =&& (1)

где α - угол атаки; ( ), ( ), ( )a z b z c z - коэффи-

циенты моментной характеристики; z – мед-

ленно меняющийся параметр, переменность
которого связана с медленным изменением
плотности атмосферы в процессе спуска.

Коэффициенты уравнения движения
(1), если зависимость плотности атмосферы
от высоты аппроксимировать экспонентой,

могут быть представлены в виде [3]:

0 0 0, ,a a z b b z c c z= = = ,

2 2

0 0
0 0 0 0, ,

2 2
a b

V V
a m Sl b m Sl

A A
ρ ρ= − = −
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0
0 0

2
c

V
c m Sl

A
ρ= − , 0( )t t

z e
β −= , 0 0sinVβ λ θ= ,

где , ,a b cm m m - постоянные коэффициенты,

S – характерная площадь, l – характерный

размер, A – поперечный момент инерции

СА, 0V – скорость, 0θ – угол наклона траек-

тории, 0ρ – плотность атмосферы в началь-

ный момент времени 0t t= , λ – логарифми-

ческий градиент плотности атмосферы по
высоте.

Для выяснения общих свойств движе-
ния СА, описываемого системой (1), вос-
пользуемся методом фазовой плоскости.

Интеграл энергии системы в случае невоз-
мущённого движения, когда коэффициенты

, ,a b c постоянны ( z const= ), имеет вид:

2

( )
2

f h
α α− =
&

,

2 34
( ) ( ) cos cos cos

3
f a c b cα α α α= − + + .

(2)

Экстремальные значения функции

( )f α соответствуют состояниям равновесия

уравнения (1), т.е. особым точкам на фазо-

вой плоскости. Из (2) следует, что в зависи-

мости от значения коэффициентов a, b, c

могут существовать две, три или четыре осо-

бые точки на отрезке [0, ]π :

1 20, ,α α π= =

3 4cos , cos ,
4 4

b m b m

c c
α α− − − += = (3)

где 2 24m b ac c= − + .

На рис. 1 изображена номограмма для
определения области, к которой относятся
коэффициенты моментной характеристики
СА, и таблица для определения числа и ха-
рактера особых точек на фазовой плоскости
системы. Номограмма разделена на пять об-

ластей следующими границами:
2

3
a b

c c
= − ,

2
3

a b

c c
= − − ,

2

2
1

4

a b

c c
= + . В таблице в зави-

симости от знака коэффициента с и номера
области показано, какие положения равно-

Рис. 1. Номограмма и таблица для определения числа и типа особых точек фазового портрета

№ об-

ласти
1 0α =

3α 4α 2α π=

c <0

1А, 1В Седло Центр Седло Центр

2 Седло - - Центр

3 Центр - - Седло

4 Центр - Седло Центр

5 Седло Центр - Седло

c >0

1А, 1В Центр Центр Седло Седло

2 Центр - - Седло

3 Седло - - Центр

4 Седло Центр - Седло

5 Центр - Седло Центр
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весия являются устойчивыми («центр»), а
какие неустойчивыми («седло»). В областях
2 и 3 имеются две особые точки на фазовом
портрете системы: 0 и π – этот случай ана-
логичен случаю физического маятника. В
областях 4 и 5 имеются три особые точки на

отрезке [0, ]π – случай аналогичен случаю

бигармонической зависимости моментной
характеристики. В областях 1А и 1В имеют-
ся четыре особые точки: две точки типа
«центр» и две типа «седло».

В связи с изменением коэффициентов

( ), ( ), ( )a z b z c z в процессе движения проис-

ходит эволюция фазовых траекторий, в ре-
зультате которой они могут пересекать сепа-
ратрисы, попадая в различные области фа-
зового портрета, что сопровождается каче-
ственным изменением характера движения.

Для описания движения системы с мед-

ленно меняющимися параметрами (1) будем
использовать интеграл действия, записанный
в форме

max

min

I d

α

α

α α= ∫ & , (4)

где
minα и

maxα – соответственно минималь-

ное и максимальное значения амплитуды угла

атаки (при вращении
minα π= − и

maxα π= ),

величина α& определяется из (2).

Для системы (1) равенство I const=
справедливо для большинства начальных

условий с точностью ( )lnO ε ε на временах

порядка 1/ ε [5], где ε - малый параметр,р,

характеризующий скорость изменения пара-
метра z.Исключительное множество началь-
ных условий, для которых эта оценка не спра-

ведлива, имеют меру ( )nO ε , где n l≥ - лю-

бое наперёд заданное число. Режимы движе-
ния, соответствующие данным начальным
условиям, называются режимами зависания
САв окрестности неустойчивого равновесия.
Эти режимы подробно исследованы в [2].

В основу анализа движения системы
положены аналитические выражения для
интеграла действия (4). Моменты времени,

соответствующие переходам между различ-

ными областями фазового портрета, опреде-
ляются из равенства выражения интеграла
действия, вычисленного вдоль сепаратрисы,

значению интеграла действия, вычисленно-

го по начальным условиям движения.
Величина угла атаки на границе пере-

хода от одного типа движения к другому в
общем случае зависит от начальных условий
углового движения (от законов распределе-
ния начальных углов атаки и угловых скоро-

стей), а также от скорости изменения коэф-

фициентов ( ), ( ), ( )a z b z c z . Полагается, чтоо

СА за время движения от 0t = до границы
перехода совершено несколько оборотов или
колебаний.

В случаях, когда при пересечении се-
паратрис фазовая точка может попадать в
различные колебательные области, возника-
ет задача выбора области продолжения дви-

жения. Пусть сепаратрисы
1l ,

2l отделяютт

внутренние области движения
1A ,

2A отт

внешней
3A . Для выбора области продолже-

ния движения
1A или

2A используется поня-

тие вероятности
1P или

2P захвата в каждую

из них. В соответствии с [6] эта вероятность
определяется как доля фазового объёма ма-
лой окрестности начальной точки движения,
«захватываемая» в рассматриваемую область

в пределе, когда малый параметр 0ε → и

размер окрестности 0δ → , ε δ<< , причём

1 2 1P P+ = . Отношение вероятностей вычис-

ляется по формулам:

1 1

2 2

P

P

Θ=
Θ

, (5)

( ) ( )40
Ф

i

i z

l

H , ,z H ,a ,z
dt

z

α α∂ −  Θ = −
∂∫

&

Ñ ,

1 2i ,= , (6)

где
2

2 34
( )cos cos cos

2 3
H a c b c

α α α α= − − − −
&

 -

гамильтониан;
z z zβΦ = =& ;

40,α α α= =&  –



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета № 1 (21) 2010 г.

12

координаты седловой особой точки на фазо-

вом портрете. Интегралы (6) вычисляются

вдоль сепаратрис
1l и 2l , параметризованных

временем t невозмущённого движения по

ним. Физический смысл функции
iΘ – ско-

рость приближения площади, ометаемой
фазовой траекторией, к площади, ограничен-

ной сепаратрисой.

Следует отметить, что поскольку рас-
сматривается начальный участок траекто-

рии спуска, для которого скорость изме-
нения медленно меняющегося параметра

0z tβ= >& , то будут иметь место только од-

нократные проходы фазовой точки через се-
паратрисы из внешних областей во внутрен-

ние.
Рассмотрим СА, для которых положе-

ние
1

0α = является устойчивым. Поэтому в

дальнейшем будем исследовать только те об-

ласти, в которых
1 0α = является центром.

Это области 3 и 4 при c < 0 и области 1, 2, 5

при c >0 (рис. 1).

Исследуем области 1А, 1В. Они отли-

чаются по количеству особых точек от слу-
чаев, когда на СА действует синусоидальный
или бигармонический восстанавливающий
момент. В области 1А внешняя сепаратриса

проходит через
2α π= , в области 1В – че-

рез 4 arccos
4

b m

c
α − += . На границе областей

1А и 1В
2

2

3

16 2

a b b

c c c

 
= + 

 
эти сепаратрисы

сливаются. На фазовом портрете, соответ-
ствующем области 1А (рис. 2a), имеются пять
областей движения: вращательная, внешняя
колебательная, в которой содержатся три
внутренних колебательных области. В обла-
сти 1В (рис. 2б) также имеются пять облас-
тей движения: вращательная, две внешних
колебательных, и в одной из внешних содер-

жатся две внутренних. На границе областей
на фазовом портрете имеются четыре облас-
ти движения: вращательная и три колебатель-
ных.

Вычислим необходимыеинтегралы:
1I ,

2I – интегралы действия, взятые соответ-

ственно вдоль сепаратрис 1l ,
2l , проходящих

через седловую точку
4α α= ;

3I – интегралл

действия, взятый вдоль сепаратрисы
3l , про-

ходящей через седловую точку α π= .

Введём дополнительные коэффициен-

ты:

216 48f c ac= + ,

Рис. 2. Фазовые портреты: а) область 1А; б) область 1В
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, 2
9 24 48

A B
d b bc ac= ±m m . (7)

Интегралы действия для области 1А,

имеют вид:

( )

( )

4

4

1 1 2 1 1 1

3 1 1 1

2 2 ( , ) ( )

2 ( , ) ( ) ,

I d q q F k K k

q E k E k

α

α

α α ϕ

ϕ
−

= = + − +

+ −

∫ &

(8)

*

4

2 1 2 1 1 3 1 1( , ) ( , )I d q q F k q E k

α

α

α α ϕ ϕ= = + +∫ & , (9)

где ( )( )1

24
arcsin

4 2 4

mc

c b m c b m
ϕ =

+ + − +
,

1

4 2

8

c b m
k

c

+ += , *

2
cos

4

b m

c
α − −= ,

( )
( )1

2 2 2

2

3

4 3 2 (4 )
,

6 4

16 3 6 16 4 3
,

12 3

8 2
;

3 3

c b m c m b
q

c c b m

c b m bc mc bm
q

c c

b m
q

c

+ − +
=

− +

+ − − + += −

−= −

( )
( )

( )

( )

3

3 3

3 3

8 8 6 9 6 3

3 3 16

3 4
( , )

3 3

4 3
( , ),

6 3

f c b c b a
I d

f c

f b c
E k

c

f f c b
F k

c

π

π

α α

ϕ

ϕ

−

+ − − +
= = +

+

+
+ +

− −
+

∫ &

(10)

где 3

16
2

c
arctg

f
ϕ = ,

3

3 4

2

f b c
k

f

+ += .

Интегралы действия для области 1В
имеют вид:

( )

( )

4

4

1 1 2 1 1 1

3 1 1 1

2 2 ( , ) ( )

2 ( , ) ( ) ,

I d q q F k K k

q E k E k

α

α

α α ϕ

ϕ
−

= = + − +

+ −

∫ &

(11)

4

4

2 1 2 1 1 3 1 1
2 2 ( , ) 2 ( , )I d q q F k q E k

π α

α

α α ϕ ϕ
+

= = + +∫ & ,

(12)

где
( )( )

1

4 2 4
arcsin

24

c b m c b m

mc
ϕ

+ + − +
= ,

1

8

4 2

c
k

c b m
=

+ +
,

( ) ( ) ( )

( )

( )

1

2

3

2 2 4 4
,

9

2 4 2 4
,

3 6

4 2 4
;

3 6

m b c m b m c b
q

c m

b m c b m c
q

c

b m b m c
q

c

+ − + + −
=

+ + + −
=

− + +
= −

( )

( ) ( )

( ) ( )

*

3

3 3 3

3 3 3

4 3 3 2

6

4 3 4 3
( ) ( , )

6 3

4 3
( ) ( , ) ,

6 3

,
3

c b c b a
I d

c

c b d c b
E k E k

c

d c b d
K k F k

c

c
при a

π

α

α α

ϕ

ϕ

− − +
= = +

+ + +
+ − +

− + +
+ −

> −

∫ &

(13)

где 3

4 3
arcsin

16

c b d

c
ϕ + += ,

3

4 3

4 3

c b d
k

c b d

+ −=
+ +

, *

3 4
cos

8

b c d

c
α − + += ;
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( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

*

3

3 3 3

3 3 3

12 3 4 9

3 3 12 3

2 3 4
( ) ( , )

6 3

2 3 4
( ) ( , ) ,

12 3

,
3

с b d c b d
I d

c c b d

d b c
E k E k

c

d b c d
K k F k

c

c
при a

π

α

α α

ϕ

ϕ

− − − +
= = +

− +

+
+ − −

+ +
− −

< −

∫ &

(14)

где 3

2
arcsin

3 12

d

d b c
ϕ =

− +
,

3

3 4

2

d b c
k

d

− −= , *

3 4
cos

8

b c d

c
α − + −= ;

( )
*

3

2

3

4 3
, ,

33 6

c b c
I d при a

c

π

α

α α
−

= = = −∫ &

(15)

где *

3
cos

4

b

c
α −= .

Пусть начальные условия соответству-
ют вращательному движению СА. Из (8) –

(15), учитывая постоянство интеграла дей-

ствия, можно определить значение коэффи-

циента с в момент перехода из одной облас-
ти движения в другую через начальные ус-
ловия. Тогда, учитывая, что

( )( )00 expc c t tβ= −

и полагая 0
0t = , время

1t перехода из вра-

щения в колебание и время 2t перехода из

внешней колебательной области во внутрен-

нюю определяются по формулам (индекса-
ми А и В вверху обозначены области 1Аи 1В
соответственно):

0
1

3

2
lnА I

t
Iβ

= ,
0

2

1 2

2
ln

2

A I
t

I Iβ
=

+ ,

0
1

1 2

2
ln

B I
t

I Iβ
=

+
,

0 1
2

3

2
ln

2

B I I
t

Iβ
−= , (16)

где интегралы
1I ,

2I ,
3I вычисляются по

формулам (8) – (15) при

0 0 0, ,a a b b c c= = = ;

значение интеграла действия
0I определяет-

ся по начальным условиям и в общем случае
вычисляется по формуле (4). В случае, когда

коэффициенты
0 0 0, ,a b c малы по сравнению

с угловой скоростью в начальный момент

времени, интеграл действия
0I можно вы-

числить по формуле:
0 02I πα= & .

Пусть начальные условия соответству-
ют движению во внешней колебательной
области. Тогда формула для вычисления вре-

мени перехода 2t из внешней колебательной

области во внутреннюю имеет вид:

0
2

1 2

2
ln

2

A I
t

I Iβ
=

+
, 0

2

3

2
ln

2

B I
t

Iβ
= .

Вероятности попадания в колебания
относительно различных положений равно-

весия ( 0α = ,
3α α= ± , α π= ) с учётом (5),

(6) вычисляются следующим образом:

1
0

1 22

A I
P

I I
=

+
,

3

2

1 22

A I
P

I I
α± =

+
,

1
0

1 2

B I
P

I I
=

+
,

2

1 2

B I
P

I I
π =

+
,

3

1

2

BP α± = . (17)

Исследуем области 2 и 5 (рис. 3). На
фазовом портрете, соответствующем облас-
ти 2 (рис. 3a), имеются две области движе-
ния: вращательная и колебательная. На фа-
зовом портрете, соответствующем области 5

(рис. 3б), имеются три области движения:
вращательная и две колебательные.

В области 2 имеется только одна сепа-
ратриса, проходящая через α π= . Выраже-
ние для интеграла действия совпадает с вы-

ражением (10) для
3I в области 1А. Задача
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выбора области продолжения движения не
возникает, а время перехода из вращения в
колебание можно определить по формуле

0

3

2
ln

I
t

Iβ
= . (18)

В области 5 имеется одна сепаратриса,

проходящая через
4α α= . Выражения для

интегралов действия совпадают с выражени-

ями (11), (12) для
1I и

2I в области 1В. Вре-

мя перехода из вращения в колебание и ве-
роятности попадания в колебания относи-

тельно 0α = или α π= можно определить
по формулам

0

1 2

2
ln

I
t

I Iβ
=

+
, 1

0

1 2

I
P

I I
=

+
,

2

1 2

I
P

I I
π =

+
. (19)

Исследуем области 3 и 4 (рис. 4). На
фазовом портрете, соответствующем облас-
ти 3 (рис. 4a), имеются две области движе-
ния: вращательная и колебательная. На фа-
зовом портрете, соответствующем области 4

(рис. 4б), имеются три области движения:
вращательная и две колебательные.

В области 3 имеется одна сепаратриса,
проходящая через α π= . Выражение для ин-

теграла действия имеет следующий вид:

( ) ( )

( ) ( )

3

3 3 3

3 3 3

8 3 2

3

2 3 4
( ) ( , )

3 3

2 4 3
( ) ( , ) ,

6 3

c b a
I d

d b c
E k E k

c

d c b d
K k F k

c

π

π

α α

ϕ

ϕ

−

− += = +

+
+ − −

+ +
− −

∫ &

(20)

где 3

12 3
arcsin

4 3

c b d

c b d
ϕ − +=

− − +
,

3

3 4

2

d b c
k

d

− −= .

Задача выбора области продолжения
движения не возникает, а время перехода из
вращения в колебание можно определить
аналогично области 2 по формуле (18).

В области 4 имеется одна сепаратриса,

проходящая через
4α α= . Выражения для

интегралов действия
1I ,

2I , взятых вдоль се-е-

паратрис
1l и 2l , вычисляются по следующим

формулам:

( )

( )

4

4

1 1 2 1 1 1

3 1 1 1

2 2 ( , ) ( )

2 ( , ) ( ) ,

I d q q F k K k

q E k E k

α

α

α α ϕ

ϕ
−

= = + − +

+ −

∫ &

(21)

Рис. 3. Фазовые портреты: а) область 2; б) область 5
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4

4

2 1 2 1 1 3 1 12 2 ( , ) 2 ( , )I d q q F k q E k

π α

α

α α ϕ ϕ
+

= = + +∫ & ,

(22)

где 1

4
arcsin

8

m b c

c
ϕ − += ,

1

8

4 2

c
k

c b m
=

− −
,

( )

( )
( )

( ) ( )

1

2

2

3

2 (4 ) 4
,

6

2 16 5 4
,

6 3 2 4

4 2 2 4
.

6 3

m c m b c b m
q

c

ac b bm
q

c b m c

b m b m c
q

c

− − + − +
=

− −
=

+ −

− + −
=

Время перехода из вращения в колеба-
ние и вероятности попадания в колебания

относительно 0α = или α π= можно опре-
делить аналогично области 5 по (19).

Для иллюстрации переходных режимов
движения на рис. 5 показан характер изме-
нения плоского движенияСА для следующих
начальных данных:

2 2 2

0 0 00,05 , 0,1 , 0,1a с b с c с− − −= = − = ,

1

0 01,5 , 0,8 / , 0,03рад рад с сα α β −= = =& .

СА, совершив три полных оборота ( 6π ), в

некоторый момент времени
1t начинает со-

вершать колебательные движения относи-

тельно устойчивого положения равно-

весия 0α = , охватывая при этом дваа
неустойчивых положения равновесия

4 0,819α± = ± и два устойчивых положения

равновесия
3 1,755α± = ± . Затем СА в следу-

ющий момент времени 2t начинает совер-

шать колебания относительно устойчивого

положения равновесия
3 1,755α− = − . Аэро-

динамические характеристики СА относят-

ся к области 1А ( 0 0

0 0

0,5 1
a b

c c
= = − , рис. 1),

фазовый портрет аналогичен приведённому
на рис. 2а. Следовательно, вычисления ин-

тегралов действия необходимо производить
по формулам (8) – (10), а времён перехода и
вероятности попадания в колебания относи-

тельно различных положений равновесия

( 0α = ,
3α α= ± ) – по формулам (16), (17) с

индексом А. В результате расчётов:

1
26,576t с= ,

2 118,661t с= ,
0 0, 282P = ,

3
0,359Pα = ,

3
0,359P α− = .

Как видно из рис. 5, результаты числен-

ного интегрирования уравнения (1) для вре-

Рис. 4. Фазовые портреты: а) область 3; б) область 4
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мён перехода с точностью до периода коле-
баний совпадают со значениями, полученны-

ми по аналитическим выражениям.

В [2] рассмотрено плоское движение
неуправляемого тела со следующей момент-
ной характеристикой:

( ) 0,694sin 0,342sin 2 0,126sin 3m α α α α= + − .

Коэффициенты, стоящие при гармони-

ках разложения, соответствуют случаю об-

ласти 4 ( 0 0

0 0

5,508 2,714
a b

c c
= − = − , рис. 1),

фазовый портрет аналогичен приведённому
на рис. 4б. Вычисляется вероятность попа-
дания в колебания относительно устойчиво-

го положения равновесия α π= путём рас-
чёта по интегральным формулам, а также
многократным численным интегрированием
дифференциального уравнения (1). Получе-

но значение вероятности 0,05Pπ = . Расчёт,,

проведённый по формулам (19), (21), (22),

дал такой же результат.
Полученные в данной работе формулы

позволяют определить времена перехода от
одного типа движения к другому, не прибе-
гая к численному интегрированию, а также
определить вероятности попадания в ту или
иную колебательную область, не проводя ста-
тистических расчётов для СА с тригармони-

ческой моментной характеристикой.
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ANALYSIS OF PLANE MOTION RELATIVE TO THE CENTRE OF MASS

OF A DESCENT CAPSULE WITH THE THREE-HARMONIC MOMENT

CHARACTERISTICS DURING ITS REENTRY

 2010 Ye. V. Barinova, I. A. Timbay

Samara State Aerospace University

named after academician S. P. Korolyov (National Research University)

The paper analyses plane motion of an uncontrolled descent capsule about its centre of mass. The aerodynamic

stabilizing moment of the spacecraft by an odd Fourier series by the angle of attack with the first three harmonics. A

nomogram for determining the type and number of singular points of the system phase portrait has been constructed

depending on the relation of coefficients at decomposition harmonics. Analytical formulae for the action integral

taken along the separatrix, expressed through elementary functions and elliptical integrals of the first and second

kind have been established. The moments of transition between various areas of the phase plane have been determined.

Formulae for assessing the possibility of capture into one region or another have been established for the cases of

motion when the phase point may fall into various oscillation regions when crossing the separatrix.

Descent capsule, aerodynamic stabilizing moment, phase portrait, separatrix, action integral, probability.
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