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Введение
Современному состоянию общей тео-

рии управляющих систем характерно исполь-
зование для модификации поведения двух
основных типов избыточностей: аппаратной
(структурной) и функциональной (времен-
ной) [1]. Аппаратная избыточность подразу-
мевает введение в состав системы дополни-
тельных резервных копий элементов, на ко-
торые может быть возложена задача реали-
зации заданного функционирования при вы-
ходе из строя основной части или при необ-
ходимости модификации поведения систе-
мы. Функциональная избыточность предпо-
лагает возможность использовать свойства
текущего закона функционирования для фор-
мирования на выходах требуемой совокуп-
ности реакций за счет имеющегося в данный
конкретный момент или искусственно созда-
ваемого резерва времени (организация
“повторного счета”, повторный запуск логи-
ческой операции, измененной в результате
нарушения и т. п.). При этом для формиро-
вания на выходе требуемой совокупности ре-
акций на вход следует подавать специальные
последовательности входных символов, ко-
торые мы будем называть восстанавливаю-
щими. Восстанавливающая последователь-
ность - это последовательность входных сим-
волов, которая, будучи применима при лю-
бом текущем состоянии системы, в качестве
последнего выходного символа даст требуе-

мый выходной символ. Если для данной си-
стемы возможно построить восстанавлива-
ющие последовательности для каждой тре-
буемой реакции из некоторой заданной со-
вокупности реакций, то будем говорить, что
система обладает свойствами функциональ-
ной избыточности. Функциональная избы-
точность может выявляться в созданной си-
стеме при решении задачи управления пове-
дением, а также целенаправленно создавать-
ся на этапе проектирования системы, напри-
мер, с целью восстановления ее поведения в
случаях предполагаемых неисправностей.
Если функциональная избыточность выявле-
на в уже созданной системе, то возникает
вопрос о способе построения восстанавли-
вающих последовательностей для этой сис-
темы и их длинах. Если речь идет о целенап-
равленном создании функциональной избы-
точности на этапе проектирования, то дан-
ное проектирование целесообразно прово-
дить, исходя из соображений минимальнос-
ти длин восстанавливающих последователь-
ностей для данной системы.

В данной работе в качестве математи-
ческой модели дискретных систем с памятью
рассматривается модель конечного детерми-
нированного автомата (КДА) и решается за-
дача  оценки длин восстанавливающих пос-
ледовательностей для класса так называемых
групповых автоматов, моделирующих пове-
дение систем без потери информации.
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Постановка задачи управления
Будем рассматривать автоматы Медве-

дева [2], то есть автоматы вида

A=(X,S,δ), (1)

где X={x1,x2,…,xn} - множество входных сиг-
налов, Y={y1,y2,…,yk} - множество выходных
сигналов, S={s1,s2,…,sm} - множество состо-
яний, SSX →×:δ  - функция переходов. Вве-
дем обозначения: *X - множество слов ал-
фавита X, *S - множество слов алфавита S.
Не ограничивая общности состояния авто-
мата, можно занумеровать натуральными
числами: S={1,2,…,m}.

Определение 1. Пусть текущее пове-
дение системы M моделируется автоматом
A=(X,S,δ), X={x1,x2,…,xn}, а требуемое -  ав-
томатом  B=(X,S,δ’), X={x1,x2,…,xn}. Без ог-
раничения общности будем считать

1 1 h hx x x x( s ) ( s ),..., ( s ) ( s ),δ δ δ δ′ ′≠ ≠

1 1h h n nx x x x( s ) ( s ),..., ( s ) ( s ).δ δ δ δ
+ +

′ ′= =

Положим, что существует возможность уп-
равления системой M на основе свойств
функциональной избыточности, если

),1,( hii =∀ )( *Xti ∈∃

такое, что )()( ss
ii tx δδ =′ . Последовательность

ti, будем называть восстанавливающей пос-
ледовательностью для преобразования 

ixδ ′ .
Фундаментальной основой для реше-

ния задачи управления поведением на осно-
ве свойств функциональной избыточности
(далее - задачи управления поведением) яв-
ляется теория универсальных автоматов –
перечислителей.

Определение 2. Пусть авто-
мат ),,( δSXA=  реализует семейство отобра-

жений *}{ Xpp ∈
δ  вида *: SSP →δ  и генерируетет

множество последовательностей состояний

∃= (|{)( * sXL ∃∈ )(* Ss })(:) ** ssXp p =∈ δ .

Тогда под поведением автомата А как пере-
числителя будем понимать множество )( *XL
последовательностей состояний, генерируе-
мых этим автоматом.

Определение 3. КДА ),,( δSXA=  явля-
ется универсальным перечислителем для ав-
томатов IiiA ∈}{  семейства I (где )( *

iXL  - мно-

жество, перечислимое автоматом IiAi ∈, ),
если выполняется условие

)( Ii ∈∀  )()( ** XLXL i ⊆ .

Определение возможности управления
поведением системы эквивалентно ответу на
вопрос: является ли автомат А, моделирую-
щий текущее поведение системы, универ-
сальным перечислителем для автомата B,
моделирующего требуемое поведение систе-
мы.

Задача построения универсального ав-
томата - перечислителя относительно про-
извольного семейства КДА, а следователь-
но, и задача управления поведением систе-
мы, является алгоритмически неразреши-
мой [3]. Поэтому в настоящее время пред-
принимаются попытки выделить классы, для
которых эта задача имеет решение. Один из
таких классов – класс групповых КДА, кото-
рые моделируют так называемые системы без
потери информации.

Определение 4. Автомат A=(X,S,δ)
вида (1) называют групповым или переста-
новочным, если Xx ∈∀  - функция переходов
данного автомата в виде подстановки:

1 2

1 2
x

m

... m
:

s s ... s
δ

 
 
 

1 1i js s , i j , i ,m, j ,m≠ ≠ = = , (2)

т.е. ),...,,( 11 mx ssss =  - перестановка на мно-
жестве {1,2,…,m}.

Известно [4], что любую подстановку
можно представить с помощью произведе-
ний попарно независимых циклов. Напри-

мер, )6,4)(3,1(
456123
654321

=







. Именно

такую запись подстановок и будем исполь-
зовать в  данной работе для краткости.

Обозначим δδδδ ==
nxxxAG ,...,,

21

группу автомата А вида (1), порожденную
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отображениями состояний 
nxxx δδδ ,...,,

21
 вида

(2). Элементы группы 
nxxx δδδ ,...,,

21
 пред-

ставляют собой систему образующих этой
группы. Будем называть их порождающими
подстановками группы автомата.

Обозначим класс групповых автоматов
с заданным числом  состояний m через GAm.
Именно для этого класса и будем решать за-
дачу построения универсального перечисли-
теля.

Задача построения
универсального перечислителя
Очевидно, что автомат с m состояния-

ми, который порождает все возможные m!
подстановки вида (2), то есть автомат, груп-
па которого совпадает с симметрической
группой степени m [4], является универсаль-
ным перечислителем для класса GAm. Обо-
значим симметрическую  группу степени m
через SGm. Известно, что в качестве системы
образующих SGm можно взять, например,
множество всех элементов этой группы, или
множество всех элементов без единицы, или
систему перестановок {(1,2), (1,2,..,m)}. В
качестве системы образующих симметричес-
кой группы при m>2 не может выступать ка-
кой-либо один элемент этой группы, так как
такая симметрическая группа не является
циклической. Отсюда следует справедли-
вость следующих утверждений.

Утверждение 1. Для класса групповых
автоматов с m состояниями и для любого
семейства автоматов из этого класса всегда
можно построить конечное непустое множе-
ство универсальных перечислителей.

Утверждение 2. Мощность множества
входных сигналов n любого универсального
перечислителя для класса групповых автома-
тов с m (m>2) состояниями может находить-
ся в интервале от 2 до m!. Универсальный
перечислитесь для класса GA2  может иметь
один входной символ, инициирующий под-
становку (1,2).

Утверждение 3. Пусть множество под-
становок GenA является произвольным под-
множеством из n элементов группы SGm, по-
рождающим группу SGm. Тогда автомат c n
входными сигналами, m состояниями и  сис-

темой образующих GenA является универ-
сальным для GAm.

В дальнейшем будем говорить о нахож-
дении универсального перечислителя, обла-
дающего некоторыми свойствами минималь-
ности. С практической точки зрения важны
две характеристики минимальности универ-
сального перечислителя с числом состояний
m: количество реализуемых преобразований
(то есть количество входных сигналов) и
длина восстанавливающей последовательно-
сти, с помощью которой можно породить
любое преобразование из класса GAm , кото-
рую можно определить как  длину группы
универсального автомата.

Определение 5. Длиной группы G в
системе образующих Gen называют макси-
мальную из длин ее элементов, где длина
элемента группы – это минимальное число
сомножителей из Gen в представлении эле-
мента. Длиной группового автомата A будем
называть длину его группы.

Очевидно, что длина автомата A c груп-
пой GA переставляет максимальную длину из
длин минимальных восстанавливающих пос-
ледовательностей всех элементов группы GA.

Как видно из определения 5, длина
группы зависит от системы образующих
группы, то есть длина автомата (а значит и
длины восстанавливающих последователь-
ностей для этого автомата) зависит от вида
и количества порождающих подстановок
этого автомата (т.е. подстановок, задающих
функции перехода).

Очевидно, что с точки зрения длины
восстанавливающей последовательности
минимальным будем универсальный пере-
числитесь, содержащий все подстановки
класса GAm (то есть все элементы симметри-
ческой группы порядка m). Тогда длина вос-
станавливающей последовательности всегда
будет равна 1. Однако на практике такой пе-
речислитель строить нецелесообразно, так
как количество его входных сигналов равно
m!.

Поэтому предложим несколько универ-
сальных перечислителей с минимальным
количеством входных сигналов и оценим их
с точки зрения длины восстанавливающей
последовательности. Для этого рассмотрим
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известные системы образующих симметри-
ческой группы и оценим длину симметричес-
кой группы относительно данных систем
образующих.

Оценка длины групп универсальных
перечислителей для класса групповых

автоматов
Все m! подстановок группы автомата,

универсального для GAm, можно располо-
жить в таком порядке, что каждая следую-
щая будет получаться из предыдущей одной
транспозицией*, причем начинать можно с
любой перестановки, то есть всякая подста-
новка представима в виде произведения
транспозиций. От любой перестановки из m
символов можно перейти к любой другой
перестановке из тех же символов при помо-
щи нескольких транспозиций. Следователь-
но, в качестве системы образующих симмет-
рической группы можно взять множество
всех транспозиций.

Теорема 1. Групповой автомат
A=(S,X,∆1), |S|=m, |X|= 2

mС , функции перехо-
дов которого представлены множеством всех
транспозиций
∆1={ ),( 21 ii , 2121 ,, iiSiSi ≠∈∈ },
является универсальным перечислителем для
автоматов из класса GAm. Длина восстанав-
ливающей последовательности для данного
универсального перечислителя относитель-
ного любого заданного преобразования с
числом состояний m не превышает m-1.

Доказательство. Система ∆1 является
известным базисом симметрической группы
[5]. Докажем вторую часть утверждения.

Любая подстановка представляется как
произведение попарно независимых циклов.
Пусть подстановка g представляет собой
цикл длины 2, тогда это и есть подстановка
из ∆1, т.е. длина элемента g группы SGm рав-
на 1.

Пусть подстановка g представляет со-
бой цикл длины 3. Легко увидеть, что он
может быть порожден не менее чем двумя
подстановками из ∆1 и всегда может быть

порожден 2 подстановками из ∆1, причем
справедливо равенство
(i,j,k)=(i,j)*(i,k)=(i,k)*(j,k)=(i,k)*(k,j)

kjiSkji ≠≠∈ ,,, .

То есть длина элемента g группы SGm рав-
на 2.

По индукции получаем, что цикл дли-
ны k )3( mk ≤≤  не может быть порожден
менее чем k-1 подстановкой из ∆1 и всегда
может быть порожден k-1 подстановкой из
∆1, причем справедливо равенство

1 1 2 1 3 1

1 2 1

1 1 1 2 3 2

k k

k k k k

k k k k k

( i ,...,i ) ( i ,i )* ( i ,i )* ...* ( i ,i )
( i ,i )* ( i ,i )* ...* ( i ,i )
( i ,i )* ( i ,i )* ( i ,i )* ...* ( i ,i ).

−

− − −

= =
= =

=
(3)

Пусть теперь подстановка g представ-
ляет собой произведение k независимых цик-
лов. Для степеней di этих циклов всегда спра-
ведливо неравенство mddd k ≤+++ ..21 .
Как было показано выше, цикл  длины di

порождается  не более чем 1−id  подстанов-
ками из ∆1. Максимальное количество k цик-
лов длины 2 в разложении произвольной
подстановки степени m равно m-1. То есть
подстановка g может быть порождена не бо-
лее чем 11..11 21 −≤−++−+− mddd k  подста-
новками из ∆1. Теорема доказана.

Таким образом, если универсальный
автомат c m состояниями  задан системой
образующих ∆1, то длина восстанавливаю-
щей последовательности не будет превышать
m-1 символов, причем равенство (3) из до-
казательства теоремы 1 позволяет получить
различные варианты восстанавливающей
последовательности минимальной длины
для любой заданной подстановки степени m,
не производя промежуточных вычислений
подстановок из группы SGm.

Например, пусть универсальный авто-
мат для класса GA4 задан системой подста-
новок ∆1: 1 2 3

1 2 1 3 1 4x x x( , ), ( , ), ( , ),δ δ δ= = =

4 5 6
2 3 2 4 3 4x x x( , ), ( , ), ( , )δ δ δ= = = .

* Транспозицией называется такое преобразование перестановки, при котором меняются местами
   какие-либо два символа, а остальные символы остаются на своих местах
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Пусть требуется породить преобразование
δ `=(1,4,2,3). Согласно (3) и учитывая, что
(i,j)=(j,i), получаем

(1,4,2,3)=(1,4)*(1,2)*(1,3)=(1,3)*(3,4)*(2,3)=
=(1,3)*(2,3)*(2,4).

Следовательно, в качестве восстанав-
ливающей последовательности можно взять
последовательности x3x1x2, x2x6x4, x2x4x5.

Теорема 2. Групповой автомат
A=(S,X,δ), |S|=m>2, |X|=m-1, функции перехо-
дов которого представлены подстановками
∆2 ={(1,i), mi ,2= }, является универсальным
перечислителем для класса автоматов GAm.
Длина восстанавливающей последователь-
ности для данного универсального перечис-
лителя относительного любого заданного
преобразования с числом состояний m не
превышает 3(m/2-1)+1, если m – четное, и
3[m/2]*, если m – нечетное.

Доказательство. Система ∆2 является
известным базисом симметрической группы
[5]. Докажем вторую часть утверждения.

Любую транспозицию вида (i,j), где
i№1 (то есть подстановку из множества
∆1-∆2), можно представить в виде произве-
дения двух подстановок длины трех подста-
новок из ∆2 длины 3, а именно:
(i,j)=(1,i)*(1,j)*(1,i), i≠1.

Рассмотрим, каким образом вычисля-
ется длина элементов группы SGm в системе
образующих ∆2.

Если подстановка g представляет собой
цикл длиной 2, то либо это подстановка из
∆2 (т.е. ее длина равна 1), либо подстановка
из ∆1-∆2 (т.е. ее длина равна 3).

Если подстановка g представляет собой
цикл длины 3 вида (1,i,j) (или эквивалент-
ные циклы (i,j,1), (j,1,i)), то ее согласно (3.3.1)
можно разложить (1,i,j)=(1,i)*(1,j), то есть ее
длина равна 2.

Если подстановка g представляет собой
цикл длины 3 вида (i,j,k), где i≠1, j≠1, k≠1, то
ее согласно (3.3.1) и (3.3.2) можно разложить

(i,j,k)=(i,j)*(i,k)=(1,i)*(1,j)*(1,i)*(1,i)*(1,k)*(1,i).

А так как (1,i)*(1,i)=E, то

(i,j,k)=(1,i)*(1,j)*(1,k)*(1,i),

то есть ее длина равна 4.
По индукции получаем следующее.
Если подстановка g представляет собой

цикл длины k )2( mk ≤≤  вида ),...,,1( 2 kii
(или эквивалентные циклы), то

),1(*...*),1(*),1(),...,,1( 322 kk iiiii = , (4)

то есть ее длина равна k-1.
Если подстановка g представляет собой

цикл длины k )2( mk ≤≤  вида ),...,( 1 kii , гдеде

ij≠1, kj ,1= , тоо

),1(*),1(*...*),1(*),1(),...,( 1211 iiiiii kk = , (5)

то есть ее длина равна k+1.
По индукции получаем следующее.

Пусть теперь подстановка g представляет
собой произведение k независимых циклов.
Очевидно, что длина подстановки g равна
сумме длин k подстановок, каждая из кото-
рых порождена соответствующим циклом в
разложении g.

Таким образом максимальное увеличе-
ние (в 3 раза) длины элемента в системе об-
разующих ∆2 по сравнению с системой об-
разующих ∆1 получим для таких элементов
группы SGm, для которых в представлении
вида (3) встречаются подстановки вида (i,j),
где i≠1. А значит максимальную длину будут
иметь элементы, представляющие произве-
дение, содержащее максимально возможное
количество таких подстановок (т.е. циклов
длины 2 из ∆1-∆2).

Максимальное количество циклов дли-
ны 2 в разложении подстановки степени m
равно [m/2].

Если m - четное, то максимальное ко-
личество таких циклов равно m/2, но как
минимум один из этих циклов представляет
собой подстановку множества ∆2 (то есть
элемент длины 1), а остальные (максимум
m/2-1) - подстановки множества ∆1-∆2 (т.е.
элементы длины 3). Таким образом, макси-
мальная длина элемента группы SGm, пред-
ставленного в виде произведения попарно

* Округление до целого вниз
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независимых циклов длины 2, в этом случае
равна 3(m/2-1)+1.

Если m - нечетное, то максимальное
количество таких циклов равно [m/2], при-
чем все эти циклы могут представлять со-
бой подстановки множества ∆1-∆2 (т.е. эле-
менты длины 3). Таким образом, максималь-
ная длина элемента группы SGm, представ-
ленного в виде произведения попарно неза-
висимых циклов длины 2, в этом случае рав-
на 3[m/2]. Теорема доказана.

Таким образом, если универсальный
автомат c m состояниями  задан системой
образующих ∆2, то длина восстанавливаю-
щей последовательности не будет превышать
3(m/2-1)+1, если m – четное, и 3[m/2]*, если
m – нечетное, причем равенства (4) и (5) из
доказательства теоремы 2 позволяют полу-
чить восстанавливающую последователь-
ность минимальной длины для любой задан-
ной подстановки степени m, не производя
промежуточных вычислений подстановок из
группы SGm.

Например, пусть универсальный авто-
мат для класса GA6 задан системой подста-
новок ∆2:

1 2
1 2 1 3x x( , ), ( , ),δ δ= =

3 4 5
1 4 1 5 1 6x x x( , ), ( , ), ( , )δ δ δ= = = .

Пусть требуется породить преобразование
δ `=(2,3,5)(4,6). Согласно (5) получаем
(2,3,5) = (1,2)*(1,3)*(1,5)*(1,2), (4,6)=
=(1,4)*(1,6)*(1,4).

Следовательно, в качестве восстанав-
ливающей последовательности можно взять
последовательность x1x2x4x1x3x5x3.

Пусть теперь требуется осуществить
преобразование δ `=(1,3,5). Согласно (4) по-
лучаем (1,3,5)=(1,3)*(1,5), то есть в качестве
восстанавливающей последовательности
можно взять последовательность x2x4.

Прежде чем сформулировать аналогич-
ную теорему для еще одной известной сис-
темы образующих симметрической группы,
докажем следующую лемму, определяющую
вид произведений подстановок в этой сис-
теме образующих.

Лемма 1. Пусть дано множество под-
становок ∆3 = 1,1)}1,({

−=
+= mii iiδ . Любую под-

становку g из ∆3  можно представить в виде

g=g1*g2,

где g1 - любое произведение из элементов ∆3,
не содержащее подстановки δm-1, а g2=

= δm-1 *δm-2 *…*δm-k , 1,1 −∈ mk или g2=E.
Доказательство. Так как для любого

элемента g из ∆3 выполняется равенство
g-1=g, то можно считать, что подстановки

1,1,1 −=− miiδ  в искомую подстановку g1 не
входят. Таким образом, если в g не входит
δm-1, то утверждение леммы верно.

Предположим, что g=g1*δm-1*g`2,  где  g1
не содержит подстановки δm-1. В этом случае
докажем утверждение леммы индукцией по
длине l(g2) подстановки g2. При l(g2)=0 оно
очевидно. Допустим, что оно верно при всех
g2 с условием l(g2)≤t, и покажем, что оно вер-
но и при l(g2)=t+1. Если g`2=δm-1*δm-2 *…*δm-r,
то утверждение леммы верно. Поэтому бу-
дем считать, что

g=g1*δm-1*…*δm-r*δp*g`2,

где p≠m-r-1, 1≤r≤m-1. Будем применять к про-
изведению g различные элементарные пре-
образования в зависимости от параметра p.

Так как для любой подстановки h из ∆3
справедливо равенство h2=E, то при p=m-r
заменим в g перестановку δm-r*δp тождествен-
ной подстановкой.

Так как для перестановок из ∆3  спра-
ведливо равенство

1||,1,1,,** >−−∈= jimjihhhh ijji

для m>3, то при p<m-r-1 переставим в g пе-
рестановку δp последовательно с перестанов-
ками δm-r,…, δm-2. В полученном произведе-
нии

g1*δm-1*…*δp+1*δp*δp-1*δp*δp-2*…*δm-2*g`2

заменим слово δp*δp-1*δp  словом δp-1*δp*δp-1.
(Это возможно сделать, так как для пере-
становок из ∆3  справедливо равенство

* Округление до целого вниз
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2,1,**** 111 −∈= +++ mihhhhhh iiiiii  для m>2).
Затем переставим δp-1 с δp+1,…,δm-2. Таким
образом, мы получим произведение g, кото-
рое не содержит подстановки δm-1 или имеет

вид 211 ** gg m ′′ −δ , где 1g′  не содержит δm-1, а

tgl ≤′ )( 2 . По предположению индукции по-
лученное произведение g эквивалентно про-
изведению искомого вида. Лемма доказана.

Теорема 3. Групповой автомат
A=(S,X,δ), |S|=m>2, |X|=m-1, функции перехо-
дов которого представлены подстановками
∆3 ={(i,i+1), 1,1 −= mi }, является универсаль-
ным перечислителем для класса автоматов
GAm. Длина восстанавливающей последова-
тельности для данного универсального пе-
речислителя относительно любого заданно-
го преобразования с числом состояний m не
превышает m(m-1)/2.

Доказательство. Система ∆3 является
известным базисом симметрической группы
[5]. Докажем вторую часть утверждения.

Согласно лемме 1 любую подстановку
g из ∆3  можно представить в виде
g=g1*g2, где g1 - любое произведение из эле-
ментов ∆3, не содержащее подстановки δm-1,
а g2=δm-1 *δm-2 *…*δm-k ,  или g2=E.

Тогда индукций по m легко показать,
что любую подстановку из ∆3  можно пред-
ставить в виде

1 1 1 1 2 2

2 2

1 1

1k k k k

i i i j i i

i j i i i j

* * ...* * * * ...*

* * * * ...* ,

δ δ δ δ δ

δ δ δ δ
− − −

− − −

(6)

где 1 21 1ki i ... i m≤ < < < ≤ − ,

0 1p pj i , p ,k≤ < ∈ .
Самое длинное слово вида (6) имеет

вид

1 2 1 3 2 1 1 2 1m* * * * * * ...* * ...* *δ δ δ δ δ δ δ δ δ−

и длину m(m-1)/2. Теорема доказана.
Заметим, что при использовании сис-

темы подстановок ∆2  и ∆3 в качестве порож-
дающих подстановок универсального пере-
числителя мы получаем одинаковое количе-
ство входных сигналов универсального пе-

речислителя для класса автоматов GAm, но
длина восстанавливающей последовательно-
сти для ∆3  будет больше длины восстанавли-
вающей последовательности для ∆2 (при
m>3). То есть, использование системы под-
становок ∆2 предпочтительнее ∆3  в качестве
порождающих подстановок универсального
перечислителя для класса автоматов GAm.

Перейдем к поиску универсальных ав-
томатов с минимальным количеством состо-
яний, то есть с системой образующих, состо-
ящей из двух подстановок степени m. Самой
известной такой системой является система,
состоящая из транспозиции двух элементов
и циклической подстановки  всех m элемен-
тов.

Теорема 4. Групповой автомат
A=(S,X,δ),  |S|=m>2, |X|=2,  функции перехо-
дов которого представлены подстановками
∆4 ={(1,2), (1,2,…,m)}, является универсаль-
ным перечислителем для класса автоматов
GAm, причем его длина при m=3 равна 2, а
при m>3 больше длины универсального пе-
речислителя с системой порождающих под-
становок ∆3.

Доказательство. Система ∆4 является
известным базисом симметрической группы
[5].

При m=3 легко проверить (c помощью
свойств элементов систем ∆1, ∆2, ∆3), что все
элементы (3!=6) группы SGm порождаются
словами длины 2. Действительно:
(1,2)=(1,2) , (1,2,3)=(1,2,3)
()=(1,2)*(1,2)
(1,3)=(1,2)*(2,3)*(1,2)=(1,2)*(1,2,3)
(2,3)= (1,2)*(1,3)*(1,2)=(1,2,3)*(1,2).

Для доказательства второй части тео-
ремы при m>3 достаточно показать, что каж-
дая подстановка из ∆3, кроме подстановки
(1,2), представлена произведением подстано-
вок из ∆4 (что в общем случае дает увеличе-
ние числа сомножителей в представлении
элемента группы SGm). Действительно:

1 11 1 2 1 2 1 2

1 1

( i ) i( i,i ) ( , ,...,m ) ( , )( , ,...,m ) ,

i ,m .

− − −+ =

= −

Так как k N∀ ∈  для подстановки
(1,2,…,m) справедливо (1,2,…,m)-k=
(1,2,…,m)m-k , то получаем
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1 11 1 2 1 2 1 2m i i( i,i ) ( , ,...,m ) ( , )( , ,...,m )− + −+ = ,

то есть каждая подстановка из ∆3 представ-
ляется в виде произведения m+1 слагаемого
из ∆4. Теорема доказана.

Однако можно предложить универсаль-
ный перечислитель с двумя входными сиг-
налами и с меньшей длиной, чем универсаль-
ный перечислитель с системой порождаю-
щих подстановок ∆4.

Теорема 5. Групповой автомат
A=(S,X,δ),  |S|=m>2, |X|=2,  функции перехо-
дов которого представлены подстановками
∆5 ={(1,2…, m-1), (1,2,…,m)}, является уни-
версальным перечислителем для  класса ав-
томатов GAm, причем его длина при m=3 рав-
на 2, а при m>3 меньше длины универсаль-
ного перечислителя с системой порождаю-
щих подстановок ∆4.

Доказательство. Система подстановок
∆5 является системой образующих для груп-
пы SGm. Чтобы доказать  это утверждение,
достаточно показать, что любая подстанов-
ка из рассмотренных ранее известных сис-
тем образующих может быть представлена
подстановками из ∆5. Действительно, любая
подстановка из ∆3 может быть представлена
в виде произведения подстановок из ∆5 сле-
дующим образом:

11 1 2 1 2 1 1 2

1 2

i i( i,i ) ( , ,...,m) ( , ,...,m )( , ,...,m) ,

i ,m ,

− −+ = −

= −

11 1 2 1 2 1( m,m ) ( , ,...,m )( , ,...,m )−+ = − .

Таким образом, автомат A с порождаю-
щей системой подстановок ∆5 является уни-
версальным для класса автоматов GAm.

При m=3 ∆4=∆5 и из теоремы 4 следует,
что длина автомата A в этом случае равна 2.

Так как k N∀ ∈  для подстановки
(1,2,…,m) справедливо (1,2,…,m)-k=
= (1,2,…,m)m-k , а для подстановки (1,2,…,
m-1) справедливо (1,2,…,m-1)-k= (1,2,…,
m-1)m-k-1 , то из равенств (*), (**) получаем

11 1 2 1 2 1 1 2

1 2

m i i( i,i ) ( , ,...,m ) ( , ,...,m )( , ,...,m ) ,

i ,m ,

− −+ = −

= −

21 1 2 1 2 1 m( m,m ) ( , ,...,m )( , ,...,m ) −+ = − .

То есть любая подстановка из ∆3 пред-
ставляется в виде произведения m или m-1
или сомножителей из ∆5. В то время как лю-
бая подстановка из ∆3 представляется в виде
произведения m+1 сомножителей из ∆4. Та-
ким образом, длина произвольной подста-
новки из SGm относительно системы ∆5 в об-
щем случае будет меньше длины подстанов-
ки относительно системы ∆4. Теорема дока-
зана.

В таблице 1 приведено число входных
сигналов n универсального перечислителя
для GAm и максимальные длины восстанав-
ливающих последовательностей d в зависи-
мости от числа состояний группового авто-
мата m для каждой из систем образующих
универсального перечислителя, рассмотрен-
ных в теоремах 1 – 5. Данные по длине вос-
станавливающей последовательности для
систем ∆4, ∆5 получены в результате приме-
нения метода построения всех элементов
группы автомата, порождаемых входны-
ми словами минимальной длины (метод 1,
см. ниже).

Таблица 1. Длины восстанавливающих последовательностей в системах
образующих ∆1- ∆5 

 ∆1 ∆2 ∆3 ∆4 ∆5 

m n d n d n d n d n d 
3 3 2 2 3 2 3 2 2 2 2 
4 6 3 3 4 3 6 2 5 2 5 
5 10 4 4 6 4 10 2 11 2 8 
6 15 5 5 7 5 15 2 18 2 12 
7 21 6 6 9 6 21 2 25 2 17 
8 28 7 7 10 7 28 2 35 2 23 
9 36 8 8 12 8 36 2 45 2 35 
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Метод нахождения длины группы
произвольного группового автомата
Для нахождения длины группы произ-

вольного группового автомата (то есть для
оценки длины восстанавливающих последо-
вательностей) можно использовать следую-
щий метод.

Метод 1.
Вход: Групповой автомат A=(X,S,δ),

|X|=n, |S|=m с порождающими подстановка-

ми 1
ix ,i ,nδ = , моделирующими текущее по-

ведение системы.
Выход: Список G всех подстановок,

порождаемых словами минимальной длины
автомата A, и соответствующий ему список
Т слов входного алфавита, D - длина группы
автомата A.

Шаг 1.
Положим 

1 2 nx x xG { , ,... }δ δ δ=  - множе-
ство порождающих подстановок автомата A,
в которое в дальнейшем будем записывать
подстановки группы автомата A, порождае-
мые словами минимальной длины.

Шаг 2.
Если существует тождественная под-

становка 
px Gδ ∈ , удаляем 

pxδ  из G, присва-а-
иваем x=xp, удаляем xp из Х, иначе переходим
к шагу 3.

Шаг 3.
Положим T=X (то есть множество слов

длины 1, в которое будем в дальнейшем до-
бавлять слова минимальной длины). Присва-
иваем r1=1, r2=|X|, r=r2 (заметим, что |X|=n,
если среди порождающих подстановок авто-
мата не было тождественной, и |X|=n-1 в про-
тивном случае). Фактически r1 и r2  - номера
первого и последнего слова в множестве
T одинаковой длины (на данном шаге – дли-
ны 1), r – номер очередного построенного
слова. Положим k=2 (длина искомых слов).

Шаг 4.
а) Строим слова длины k. Для каждого

слова 1 2jt T , j r ,r∈ =  строим слово t=tjxi, где

xi ( 1i ,| X |= ), то есть слово длины k, префик-
сом которых являются слово длины k-1 из
множества T. Для каждого слова следующие
действия:

- вычисляем подстановку 
j it t xδ δ δ= ;

- если δt∉G, то δt добавляем в множе-
ство G, увеличиваем r на 1, а t добавляем в
множество T.

b) Изменяем значения r1=r2+1, r2=r,
k=k+1, то есть переходим к построению слов
длины k+1. Если порядок группы G меньше
порядка группы автомата A, то переходим к
шагу 3a. Иначе переходим к шагу 4.

Шаг 5.
Возвращаем D=k-1. (Длина последне-

го построенного слова равна  k-1, это и есть
длина группы автомата A).

Шаг 6.
Если x= xp, то добавляем в Т слово xp,

а в множество G - тождественную подста-
новку. Возвращаем T и G.

Данный метод реализован в свободно
распространяемой библиотеке GroupAuto-
mata [6] функцией GroupAMin.

Таким образом, в данной статье пред-
ложены различные универсальные перечис-
лители для класса групповых автоматов, то
есть модели систем, обладающих функцио-
нальной избыточностью относительно клас-
са систем без потери информации. Для каж-
дого из предложенных универсальных пере-
числителей дана оценка длин восстанавли-
вающих последовательностей, а также пред-
ложен метод нахождения минимальной дли-
ны восстанавливающей последовательности
относительно произвольного преобразова-
ния для  автоматов рассматриваемого клас-
са.
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