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Моделирование движения по крену не-
управляемых летательных аппаратов, близ-
ких по форме телам вращения, является од-
ной из сложных задач аэродинамики и дина-
мики [1, 2]. Актуальной является и пробле-
ма исследования причин реализаций возму-
щающих моментов крена [3, 4], их связи с
малыми пространственными вариациями
поверхности тел [5, 6].

В [6] в результате анализа второй вари-
ации коэффициента момента крена на осно-
ве метода ДГЛ получена оценка влияния ма-
лых углов атаки (α ) и скольжения ( β ) на
момент крена тел вращения с малыми про-
странственными искажениями поверхности
в линейном приближении по углам α  и β .
Получены интегральные выражения произ-
водных коэффициента момента крена xm  по

углам атаки и скольжения – βα
xx mm , . Опре-

делено понятие нормы указанных производ-

ных βα
xx mm , , получены зависимости для

оценки их величин.
В настоящей работе в продолжение [6]

на основе анализа структуры полной вариа-
ции третьего порядка коэффициента xm  в
рамках метода ДГЛ получена, в частности,
оценка квадратичной по пространственному
углу атаки составляющей суммарного момен-

та крена. Рассмотрен вопрос о характере её
зависимости от угла крена. Приведён полный
перечень других составляющих третьей ва-

риации xm3δ  с кратким анализом их физи-
ческой (механической) природы.

Уравнение поверхности тела вращения
с малыми пространственными вариациями
поверхности в цилиндрической системе ко-
ординат ),,( ϕrx  представим в виде суммы
[5]

)0(,),()(),( Lxxrxyxr r ≤≤⋅+= ϕδεϕ , (1)

где )(xy  – уравнение образующей исходно-

го тела вращения, L  – длина тела, rε  – па-

раметр малости, ),( ϕδ xr  – слабая простран-
ственная вариация поверхности, предпола-
гающая малость как самой вариации, так
и вариаций частных производных

xxrp ∂∂= /),( ϕ , ϕϕ ∂∂= /),(xrq :
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Совместно с цилиндрической будем
использовать также декартову систему коор-
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динат: ϕϕ sin,cos, ⋅=⋅== rzryxx . Ось x,
направленная от носка к заднему торцу, яв-
ляется осью вращения исходной поверхнос-
ти тела.

Составляющие вектора скорости набе-
гающего потока ),,( zyx VVV  удовлетворяютт
соотношениям

1/,1/,0 <<<<> xzxyx VVVVV ,
характеризующим малость углов атаки

xy VV /≈α  и скольжения xz VV /≈β .

Аэродинамический угол крена φ  и про-

странственный угол атаки nα определяются
выражениями

)/( yz VVarctg=φ ,

)/( 22
xzyn VVVarctg +=α .

В общем случае величины углов атаки,
скольжения и пространственного угла атаки
связаны соотношением [1]:

βαα coscoscos ⋅=n .

При малых величинах nα  справедливо при-

ближенное равенство 22 βαα +≈n . Аэро-

динамический угол крена φ  соответствует
угловой координате подветренной образую-
щей поверхности обтекаемого тела в цилин-
дрической системе координат.

Представим вариацию поверхности
тела в виде тригонометрического ряда Фу-
рье

0
1

2r n n
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r( x, )
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(2)

где rε – параметр малости радиальной вари-
ации (метка), так же как и параметр малости
угла атаки αε  по умолчанию, равный едини-
це. Получим соответствующие выражения
вариаций частных производных уравнения
поверхности тела (1) в виде
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(4)

При известном распределении коэффи-
циента давления на поверхности тела

2/)(2),(),( ∞∞∞−=≡ VPPxcx p ρϕϕΦ ,

( Lx ≤≤0 )

в предположении относительной малости и
постоянства давления на днище за кормовым
срезом величина аэродинамического коэффи-
циента момента крена от сил давления опре-
деляется поверхностным интегралом, выра-
женным через двойной интеграл в виде [5]

xddxqxrx
LS

m
L

м
x ∫ ∫ ⋅⋅

⋅
=

0
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0
),(),(),(1 π

ϕϕϕϕΦ ,

(5)

где мS  – характерная площадь (площадь
миделевого сечения).

Для расчёта коэффициента давления-
),( ϕΦ x на поверхности тела используется

полуаналитический приближённый метод
ДГЛ, изложенный в работе [7] и представля-
ющий собой композицию приближённой
обобщённой гипотезы локальности с точны-
ми численными методами расчёта обтекания
тел, близких телам вращения, сверхзвуковым
потоком газа. Основой метода ДГЛ (диффе-
ренциальная форма представления обобщён-
ной гипотезы локальности) является следу-
ющее представление коэффициента давления

),( ϕΦ x с использованием формулы Тейлора
по тангенсу местного угла атаки

)),(tan(),( ϕαϕ xxt м=
при малых вариациях поверхности тела и
угла атаки:
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где

)(),(),( 0 xtxtxt −= ϕϕ∆ ,

)()()( 00 xyxpxt ′== ;

а коэффициенты-функции )(0 xΦ , )(xtΦ ,

)(xttΦ , )(xtttΦ определяются для заданногоо
тела вращения при заданных условиях обте-
кания на основе точных численных расчётов.

При нулевом угле скольжения (β=0)
коэффициент давления на поверхности тела
является сложной функцией шести аргумен-
тов

),,,,,()),,,,(,(),( αϕΦαϕΦϕΦ qprxqprtxx ⇒= ,

где ),( ϕxrr = определяется выражением (1),
xxrp ∂∂= /),( ϕ , ϕϕ ∂∂= /),(xrq ; α – уголол

атаки. При этом правая часть выражения (5)
принимает вид

xddxqxrqprx
LS

m
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м
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⋅
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),(),(),,,,,(1 π

ϕϕϕαϕΦ ,

(7)

где величины qpr ,,  – зависимые функции
переменных интегрирования ( ϕ,x ), α  – не-
зависимый параметр.

При сделанных предположениях при
малых вариациях qpr δδδ ,, , связанных соот-
ношениями (2), (3), (4), и угла атаки

αεδα α ⋅=  в окрестности точки

( 0,0),(),( xyxy ′ ) фазового пространстваа
( α,,, qpr ) у подынтегральной функции ин-
теграла (7)

qrqprxqprxF ⋅⋅= ),,,,,(),,,,,( αϕΦαϕ (8)

существуют все вариации до третьего поряд-
ка включительно:

3,2,1,)( =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= kFq
q

p
p

r
r

F kk oδα
α

δδδδ .

(9)

Соответствующие вариации самого
интеграла (7) определяются с учётом неиз-
менности области интегрирования выраже-
ниями

∫ ∫=
π

ϕδδ
2

0 0м

1 L
k

x
k ddxF

LS
m , ( 3,2,1=k ).

Поэтому в окрестности указанной точ-
ки коэффициент момента крена может быть
приближённо представлен в виде суммы [5]

!3!2

32

0
xx

xxx
mmmmm δδ

δ +++≈ . (10)

Для исходной формы тела вращения  с
плоским кормовым срезом и сам коэффици-

ент 0xm , и его первая вариация xmδ  равны
нулю [5, 6].

Анализ структуры второй вариации

xm2δ , проведённый в [6], показал, что она
является суммой двух слагаемых второго
порядка малости

2
2

0 0
2

1 1
2

1

L

x x t
м

t

m m [ ( x )y( x ) p( x, ) q( x, )
S L

( x )( y ( x )) y( x )cos q( x, ) ]dx d .

π

δ δ ϕ δ ϕ

ϕ δ ϕ δα ϕ

≈ = Φ −
⋅

′−Φ +

∫ ∫

(11)

Первое слагаемое пропорционально

~ 2
rε  и определяет классический «винт», со-

ставляющую момента крена за счёт перемен-
ности фаз различных гармоник вариации
поверхности (2) по длине тела при нулевом
угле атаки. Второе слагаемое пропорцио-
нально произведению ~ αεε ⋅r , зависящему

от величины амплитуды )(1 xb первой нечёт-
ной гармоники вариации (2), определяет ли-
нейную по углу атаки «флюгерную» состав-
ляющую момента крена при фиксированной
вариации поверхности, то есть производную

α
xm .

Проанализируем последнее слагаемое
суммы (10) – третью вариацию коэффициен-
та момента крена. Третья вариация подын-
тегральной функции (8) в окрестности точ-
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ки )0,0),(),(,,( xyxyx ′ϕ при вариации по-
верхности ),( ϕδ xr  и угла атаки определяет-
ся выражением (9) при 3=k .

Из двадцати различных частных про-
изводных третьего порядка подынтегральной
функции (8) с учётом симметричности исход-
ного контура тела ( 0=q ) и равенств нулю,

как показано в [7], частных производных rΦ ,

qΦ , rrΦ , rpΦ , rqΦ , αΦ r , pqΦ , rrrΦ , rrpΦ ,

rppΦ , rrqΦ , rqqΦ , αΦ rr , rpqΦ , ppqΦ , αΦ rp ,

αΦ rq , qqqΦ  не равны тождественно нулюлю
только следующие семь:

pppqrprpqrpq qrqrF ΦΦΦΦΦ =+⋅+⋅+⋅⋅= ,

αααααα ΦΦΦΦΦ =+⋅+⋅+⋅⋅= qrqrF qrrqrq ,

rrqrF ppppppqppq ⋅=⋅+⋅⋅= ΦΦΦ ,

rrqrF pppqpq ⋅=⋅+⋅⋅= αααα ΦΦΦ , (12)

rrqrF qqqqqqqqqq ⋅=⋅+⋅⋅= ΦΦΦ 33 ,

rrqrF qqqqqq ⋅=⋅+⋅⋅= αααα ΦΦΦ 22 ,

rrqrF qq ⋅=⋅+⋅⋅= αααααααα ΦΦΦ .

Производные функции давления Φ ,
входящие в них, в рамках метода ДГЛ связа-
ны с производными )(xtΦ , )(xttΦ  зависи-
мости (6) следующими равенствами [7]:

tp ΦΦ = ,

ϕΦΦα cos)1( 2 ⋅+−= pt ,

ttpp ΦΦ = ,

ϕΦΦΦ α cos]2)1([ 2 pp tttp ⋅++−= , (13)

2/ rptqq ⋅−= ΦΦ ,

rptq /sin)1( 2 ϕΦΦ α +−= ,

)1cos3)(1(cos)1( 22222 −+⋅++= ϕΦϕΦΦαα ppp ttt .

После подстановки (13) в (12) третья
вариация подынтегральной функции (8) с
использованием (9) выражается в виде

                                                            ).,(
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Соответственно, последнее слагаемое

в (10) определяется выражением
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Дадим механико-математическую ин-
терпретацию каждому из семи интегралов,
входящих в выражения (15), (16), (17).

Вид первого интеграла в выражении
(15) указывает на то, что точность вычисле-
ния коэффициента xm  с использованием
формулы (11) возрастёт, если в первом по-
дынтегральном выражении в ней произвес-
ти уточнение плеча действия окружной со-
ставляющей силы: )],()([)( ϕδ xrxyxy +⇒ .

Второй интеграл в (15) можно рассмат-
ривать как указание на то, что точность фор-
мулы (11) увеличится при уточнении вариа-
ции коэффициента давления путём замены в
первом слагаемом )(xtΦ  на

)],(
2

)()([ ϕδ
Φ

Φ xpxx tt
t + .

Таким образом, первые два интеграла в (15)
уточняют момент крена от винтообразных
вариаций поверхности при нулевом угле ата-
ки.

Составляющая момента крена, опреде-
ляемая третьим интегралом в (15), рассмот-
рена в [5]. Её математический смысл состо-
ит в учёте эффекта взаимодействия трёх
(двух) различных гармоник вариации повер-
хности (2). Показано, что условиями взаи-
модействия трёх (двух) гармоник являются:

- сумма двух меньших номеров гармо-
ник должна быть равна наибольшему номе-
ру третьей гармоники или, как частный слу-
чай при взаимодействии двух гармоник,
больший номер гармоники должен ровно в
два раза превышать меньший номер;

- или все три гармоники должны быть
нечётными функциями (синусами), или две
- чётными (косинусами) и одна нечётной; как
частный случай для двух – гармоника с мень-
шим номером может быть любой чётности,
а с большим – обязательно нечётной.

При нарушении хотя бы одного из ус-
ловий эффект взаимодействия равен нулю.
При взаимодействии трёх гармоник эффект

взаимодействия – коэффициент xm  – про-
порционален произведению их амплитуд, а
при взаимодействии двух – произведению
амплитуды гармоники с большим номером
на квадрат амплитуды гармоники с меньшим
номером. Физический смысл этих условий
можно трактовать как требование различной
“крутизны” противоположных склонов вол-
нистости ϕ∂∂ /r . На более “пологом” скло-
не давление за счёт большего местного угла
атаки больше, чем на противоположном, что
и приводит к возникновению момента кре-
на.

Таким образом, третий интеграл в (15)
учитывает влияние на коэффициент xm  при
нулевом угле атаки различия «крутизны»
склонов вариации поверхности ),( ϕδ xr  в
окружном направлении.

Три интеграла в (16) совместно опре-
деляют дополнительную уточняющую по-

правку второго порядка малости ~ 2
rε  ко вто-

рому члену формулы (11), линейному по углу

атаки, то есть к производной α
xm . Каждый

из них по отдельности имеет следующий
смысл.

Первый интеграл в (16) ~ αpqF учиты-
вает добавку ко второму члену формулы (11)
за счёт вариации pδ :

ptttt ppp )]1([]2)1([ 22 +=++ ΦΦΦ .

Второй интеграл в (16) определяет по-
правку также ко второму члену (11) за счёт
уточнения плеча действия окружной состав-
ляющей силы: )],()([)( ϕδ xrxyxy +⇒ .

Третий интеграл в (16) отражает и учи-
тывает неочевидный эффект взаимодействия
угла атаки с окружной волнистостью вариа-
ции поверхности ),( ϕδ xr  безотносительно к
переменности по длине (винтообразности)
или постоянству её фазы. Физическое про-
явление этого эффекта заключается в том, что
окружная волнистость поверхности справа
от плоскости угла атаки ( πϕ <<0 ) при

0>α  приводит к реализации дополнитель-
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ного отрицательного приращения момента
крена, а с левой стороны (при πϕπ 2<< ),
наоборот, – к положительному приращению.

Интеграл (17) определяет линейную по

rε  и квадратичную по углу атаки α  состав-

ляющую коэффициента xm . После подста-

новки выражения qδ  (4) в интеграл (17) и
интегрирования по углу ϕ , с учётом свойств
ортогональности тригонометрической систе-
мы, выражение (17) принимает вид

dxxbxyxyxyxxyx
LS

I t

L

tt )()())](1)(()(3 ))(1)(([
2 2

2

0

22

м

2

3 ′+′+′+
⋅

= ∫ ΦΦ
πα

.

(18)

Вид зависимости (18) позволяет сде-
лать следующие выводы:

– рассматриваемая составляющая коэф-
фициента xm  определяется только нечётной

гармоникой второго порядка )(2 xb  вариации
поверхности (2), которая с геометрической
точки зрения характеризует эллиптическую
деформацию текущего поперечного среза
тела относительно главных осей, располо-
женных под углами )4/(π±  к осям OzOy,
декартовой системы координат;

– при повороте тела относительно про-
дольной оси (или угла крена) на °180  вели-
чина рассматриваемой составляющей не ме-
няется, а при повороте на °± 90  происходит
изменение её знака на противоположный;

– при угле крена 4/πφ =  величина
квадратичной составляющей по простран-

ственному углу атаки 2
nα  получается заме-

ной в (18) )(2 xb  на [ )(2 xa− ].
Таким образом, анализ показывает, что

зависимость квадратичной по простран-
ственному углу атаки составляющей суммар-
ного коэффициента момента крена тела вра-
щения с малыми пространственными вари-
ациями поверхности от угла крена φ  имеет
вид гармоники второго порядка, амплитуда
и начальный фазовый угол 0φ  которой опре-
деляются величинами интеграла (18) при

двух углах крена, различающихся на 4/π ,
например, 0=φ  и 4/πφ = .

Отметим также, что для типичных за-
тупленных конических тел с углами полура-
створа °≈ 10...5sθ  в соответствии с оценка-

ми производных )(xtΦ , )(xttΦ , приведён-
ными в [7], величина первого члена в (18)
существенно больше второго, то есть вклад
первого члена с производной )(xttΦ  в ин-
тегральное значение в большинстве случаев
может быть определяющим.

Практическая полезность проведённо-
го анализа состоит не только в полноте оп-
ределения всей совокупности составляющих
третьей вариации коэффициента xm  и в оп-
ределении их механико-математической при-
роды, но и в возможности определения си-
туации, случайной или неслучайной, когда
вклад той или другой составляющей в сум-
марный момент крена будет являться глав-
ным.
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ANALYSIS OF THE STRUCTURE OF THE THIRD VARIATION OF ROLL
MOMENT COEFFICIENT DURING HYPERSONIC FLOW ABOUT BODIES

OF REVOLUTION WITH SMALL SPATIAL SURFACE VARIATIONS
ON THE BASIS OF DIFFERENTIAL LOCALITY HYPOTHESIS METHOD

 2009 V. A. Danilkin, G. F. Kostin, Yu. A. Mokin, N. N. Tikhonov

Joint-Stock Company “State Rocket Centre named after academician V. P. Makeyev”, Miass

The paper deals with the problem of evaluating the constituents of the third order of roll moment smallness
during supersonic flow at small angles of attack of bodies close to bodies of revolution. An expression is derived on
the basis of the method of differential locality hypothesis, and the structure of the third variation of roll moment
coefficient is analysed, its complete composition is defined. Integral expressions of seven constituents of the third
variation are obtained, physical interpretation of each is given.

Hypersonic flow, small angles of attack, small surface variations, roll moment, method of differential locality
hypothesis.
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