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Введение. Одним из основных направ-
лений развития винтокрылых летательных
аппаратов является совершенствование их
несущей системы с широким применением
композиционных материалов. Поэтому неко-
торые современные вертолеты имеют несу-
щие винты с «бесшарнирными» втулками,
роль шарниров в которых выполняют спе-
циальные упругие элементы. Такие винты
имеют ряд преимуществ по сравнению с
классическими: конструктивную простоту;
низкую стоимость и удобство эксплуатации;
повышенный ресурс конструкции; большие
управляющие моменты на втулке. В то же
время замена шарниров упругими элемента-
ми приводит к увеличению уровня упругих
деформаций [1] и, соответственно, повыше-
нию требований к уровню точности опреде-
ления массово-инерционной нагрузки, дей-
ствующей на лопасти винта вертолета.

В традиционных методах при расчете
упругих лопастей несущих винтов в качестве
расчетной схемы принимается тонкий, есте-
ственно закрученный стержень с прямоли-
нейной осью жесткости. Упругие перемеще-
ния такого стержня под действием нагрузки
полагаются малыми, что позволяет исклю-
чить нелинейные члены в записи уравнений
равновесия. К классическим способам рас-
чета таких моделей деформирования можно
отнести методику, разработанную в 60-х го-
дах А. В. Некрасовым. В этой методике де-
формации лопасти разлагаются по формам

собственных изолированных колебаний.
В начале 70-х годов наиболее существенный
вклад в развитие таких методов расчета вне-
сли работы А. Ю. Лисса.

Решение задачи расчета деформаций
без предположения малости упругих переме-
щений стало возможным благодаря развитию
эффективных численных методов решения
задач строительной механики. Они позволя-
ют заменить дифференциальные уравнения
системой нелинейных алгебраических урав-
нений. С появлением этих методик теория
больших перемещений тонких стержней по-
лучила дальнейшее развитие в работах
В. А. Павлова и его учеников [2, 3].

В статье [4] представлены наиболее
полные и математически строгие на сегод-
няшний день уравнения колебания упругой
лопасти в матрично-векторной форме при
произвольном пространственном движении
вертолета. В этой работе вывод уравнений,
определяющих массово-инерционную на-
грузку, выполнен в следующем порядке. Вна-
чале радиус-вектор сечения лопасти путем
ряда последовательных обратных переходов
проецируется в земную систему координат.
Затем в ней выполняется дифференцирова-
ние. Далее путем прямых последовательных
переходов полученные ускорения проециру-
ются на оси, связанной с сечением лопасти
системы координат. Результат представлен в
компактной матрично-векторной форме.
Следует отметить, что практически все со-
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ставляющие матриц и векторов зависят от
времени, и соответственно при двукратном
дифференцировании суммы произведений
обратного и прямого перехода количество
компонент значительно увеличится. Очевид-
но, что при преобразовании этих уравнений
в алгебраический вид они будут достаточно
громоздкими, и это приведет к значительно-
му росту затрат машинного времени при
вычислениях.

В данной работе предлагается приме-
нить другой способ, основанный на разде-
лении движения на переносное и относитель-
ное. При этом дифференцирование будет
производиться во вращающейся системе ко-
ординат, что позволит минимизировать чис-
ло переходов и тем самым получить более
рациональные уравнения.

Принятые системы координат. Зем-
ная o o o oO x y z  – оси и начало этой системы
координат связаны с Землей и выбираются
из условий задачи. Нормальная земная

g g gOx y z  – отличается от земной тем, что на-
чало системы координат находится в центре
масс вертолета. Связанная Oxyz  – с началомм
в центре масс вертолета. Ось Ox  направле-
на вперед параллельно так называемой стро-
ительной горизонтали вертолета. Ось
Oy перпендикулярна Ox  и направлена вверх,
а Oz  образует правую систему координат..

Для перехода из g g gOx y z  в связанную систе-
му координат используется матрица перехо-
да Эйлера вида
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В матрице (1) углы , ,ψ ϑ γ  – углы пос-
ледовательных переходов, определяющие
ориентацию вертолета в пространстве.

Невращающаяся вт н н нO x y z  с началом в
центре втулки винта. Обычно вал несущего
винта наклонен относительно фюзеляжа на
угол заклинения закϕ , тогда матрица перехода
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Вращающаяся вт в в вO x y z  – оси этой си-
стемы координат получены путем поворота
системы координат вт н н нO x y z  на угол азиму-

тального положения лопасти нψ . Угол ази-
мута НВ отсчитывается от хвостовой балки
вертолета, т.е. начало системы отсчета сдви-
нуто на 90 градусов. В этом случае для пере-
хода в вт в в вO x y z  необходимы две матрицы
поворота:
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Маховая к b b bO x y z  – это система коор-

динат с началом кO , находящимся в центре
жесткости комлевого сечения лопасти с ко-
ординатами кx , кy , кz . Оси повернуты на

углы взмаха β , отставания η  и осевого по-
ворота ζ  комеля лопасти относительно вра-
щающейся системы координат:
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Связанная с деформированным сечени-
ем лопасти s s s sO x y z  – система координат с

началом sO  в центре жесткости каждого се-
чения деформированной лопасти, и ее оси
направлены по главным центральным осям
сечения и повернуты относительно к b b bO x y z
на углы последовательных поворотов:
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Связанная с центром масс сечения ло-
пасти m m m mO x y z – система координат с на-

чалом mO  в центре масс каждого сечения
деформированной лопасти, а ее оси парал-
лельны s s s sO x y z :

Уравнения движения в векторной
форме. Движение любого тела характеризу-
ется изменением положения его точек отно-
сительно некоторой системы отсчета, опре-
деленным образом ориентированной в про-
странстве. Обычно используются некоторая
«неподвижная» и перемещающаяся относи-
тельно нее «подвижная» система координат.

Примем в качестве «подвижной» вращающу-
юся вместе с лопастью несущего винта вер-
толета систему координат. В этом случае по-
ложение центра жесткости сечения лопасти
можно представить как

= +втR r r , (7)

где r - вектор-радиус центра жесткости се-
чения лопасти, а = +вт 0 1r r r  - положение цен-

тра втулки. Здесь 0r  – вектор-радиус центра
масс вертолета, вращающегося с угловой ско-
ростью в пространстве с угловой скорос-
тью 0Ω , а 1r  устанавливает фиксирован-
ное положение втулки относительно него
(рис. 1).

С учетом правила дифференцирования
во вращающихся системах координат первую
и вторую производные вектора R  по време-
ни t  можно представить в виде

d
dt
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Рис. 1. Векторная сумма, характеризующая движение лопастей вертолета
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где 0U  –  скорость движения центра масс
вертолета, вращающегося с угловой скорос-
тью 0Ω , Ω  – угловая скорость вращения
«подвижных» осей, связанных с лопастью
винта.

Выражение (9) определяет переносное,
относительное и кориолисово ускорение,
обусловленное взаимодействием переносно-
го и относительного движений.

Параметры r , r&  и r&&  – относительные
перемещения, скорости и ускорение сечений
лопасти за счет упругого деформирования и
махового движения лопасти.

Раскроем полученные векторные выра-
жения (8) и (9) в проекциях на оси вращаю-
щейся системы координат. Для этого поэтап-
но рассмотрим каждый вид движения лопа-
сти и вертолета.

Пространственное движение верто-
лета. Представим вектор ускорений центра
масс вертолета через проекции на оси нор-
мальной земной системы координат

{ } { }т, ,xg yg zga a g a= +a . (10)

Вектор 0U  и 0Ω  запишем в проекциях
на оси связанной с вертолетом системы ко-
ординат:
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В этом случае скорости и ускорения
центра втулки НВ, вызванные простран-
ственным движением вертолета, раскроем в
следующем виде:
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где { } { }т1 т т т, ,x y z=r  – центровка вертолетаа
относительно связанных осей:
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С учетом (10) представим (12) и (13) в
более удобном виде:
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Выражения (14) и (15) определяют ско-
рости и ускорения втулки винта вертолета в
проекциях на оси системы координат

вт н н нO x y z .
Вращения винта. Векторы угловых

скоростей и ускорений системы координат

вт в в вO x y z  относительно инерциальной запи-
шем в виде
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Представим вектор перемещений лопа-

сти относительно втулки { } { }т, ,x y z=r  в
проекциях на оси вращающейся системы
координат. Тогда составляющие переносно-
го ускорения центра жесткости сечения, обус-
ловленные вращением подвижных осей,
можно записать в виде двух выражений:
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Кориолисово ускорение, обусловлен-
ное взаимодействием переносного и отно-
сительного движений:
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Относительные ускорения, скорости и
перемещения элемента лопасти представим
как

{ } { } { } { }т т, , , , , .x y z x y z= =r r&& &&& && & &&& & (21)

Просуммируем полученные составляю-
щие и введем две матрицы:
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Получим, что
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& & & (24)

{ } { } [ ]{ } [ ]{ }
2

т т т
3 42 , , 2 , , , , .

d
x y z x y z x y z

dt
= + +

r
W W&& && & &&& &

(25)

Выражения (24) и (25) определяют ско-
рости и ускорения движения сечений лопас-
ти относительно втулки винта в проекциях
на оси вт в в вO x y z .

Упруго-маховое движение лопасти.
В качестве расчетной схемы упругой лопас-
ти используется геометрически нелинейная
теория пространственно-деформируемых
стержней крыльевого профиля [2, 3]. При ус-
ловии работы материала лопасти в пределах
закона Гука упругие перемещения такого
стержня после нагрузки могут быть настоль-
ко большими, что формы осевой линии в
первом и втором состояниях могут значи-
тельно различаться друг от друга:

упр 2
0

упр 1 2
0

упр 1 2
0

sin ;

sin cos ;

cos cos .

S

S

S

x dS

y dS

z dS

=

= −

=

∫

∫

∫

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

(26)

В этом случае уравнения для скоростей
упругих перемещений

{ } { }тупр упр упр упр, ,x y z=r& & & &

предлагается получить путем дифференци-
рования по времени (26):

упр 2 2
0

cos
S

x dS= ∫ && ϕ ϕ ;

( )упр 2 1 2 1 1 2
0

sin sin cos cos
S

y dS= −∫ & && ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ; (27)
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( )упр 1 1 2 2 1 2
0

sin cos cos sin
S

z dS= − +∫ & && ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ .

Для записи соотношений, определяю-

щих ускорения { } { }тупр упр упр упр, ,x y z=r&& && && && , необ-

ходимо продифференцировать (27):

( )2
упр 2 2 2 2

0

cos sin
S

x dS= −∫ && &&& ϕ ϕ ϕ ϕ ;

(

)

2
упр 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2

0

2
1 1 2 1 1 2

sin sin sin cos 2 cos sin

cos cos sin cos ;

S

y

dS

= + + −

− +

∫ && & & &&&

&& &

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

(

)

2
упр 1 1 2 1 1 2 1 2 1 2

0

2
2 1 2 2 1 2

sin cos cos cos 2 sin sin

cos sin cos cos .

S

z

dS

= − + − +

+ +

∫ && & & &&&

&& &

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

(28)

Выражения (26), (27) и (28) определя-
ют соответственно перемещения, скорости
и ускорения, вызванные упругими деформа-
циями оси жесткости относительно недефор-
мированной лопасти.

Конструктивно из-за наличия шарни-
ров или торсиона лопасть может переме-
щаться относительно втулки НВ на расстоя-

ние, определяемое { } { }к к к к, ,x y z=r , и пово-

рачиваться на углы взмаха β , отставания η

и осевого поворота лопасти ζ , которые так-
же зависят от времени (рис. 2).

В этом случае перемещения, вызванные
упруго-маховым движением лопасти в осях
вращающейся системы координат, можно
записать как

{ } [ ] { } { }т
м упр к= +r L r r . (29)

Скорости такого движения можно по-
лучить, продифференцировав (29) по време-
ни:

{ } [ ] { } { } { }тт
м упр м упр к . = + + r L r L r r&& & & (30)

Продифференцировав по времени (30),
получим ускорения

{ } [ ] { } { } { } { }
т тт

м упр м упр м упр к2    = + + +   r L r L r L r r& &&&& && & && .
(31)

Выражения (30) и (31) определяют уп-
руго-маховые движения лопасти в осях сис-
темы координат вт в в вO x y z .

Суммарные скорости и ускорения
движения сечений лопасти. Очевидно, что

Рис. 2. Упруго-маховое движение лопасти
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полные скорости и ускорения сечений лопа-
сти будут суммой рассмотренных выше дви-
жений: вертолета, вращения винта и упруго-
махового. Запишем их в проекциях на оси
вращающейся системы координат:

{ } [ ] [ ] [ ]{ } [ ] { }{ }{ }
[ ] { } { } { } [ ] [ ] { } { }( )

т т
90 вр вт 1 т т т

тт т
м упр м упр к 3 м упр к

, , , ,

,

xg yg zg

d
V V V x y z

dt

W

 = + + 

 + + + + + 

R
L L L L W

L r L r r L r r&& &

(32)

{ } [ ] [ ] [ ]{ } [ ]{ }{ }
[ ] { } { } { } { }

[ ] [ ] { } { } { }( )
[ ] [ ] { } { }( )

2
т т

90 вр вт 2 т т т2

т тт
м упр м упр м упр к

тт
3 м упр м упр к

т
4 м упр к

, , , ,

2

2

.

xg yg zg

d
a a a x y z

dt
 = + + 

   + + + + +   

 + + + + 

+ +

R
L L L L W

L r L r L r r

W L r L r r

W L r r

& &&&& & &&

&& &

(33)

Уравнения (32) и (33) определяют пол-
ные скорости и ускорения движения лопас-
ти с учетом пространственного движения
вертолета.

Массово-инерционные силы. Под
центром масс сечения понимается точка, в
которой сосредоточен главный вектор мас-
сово-инерционных сил. В общем случае он
может не совпадать с центром жесткости.
Введем вектор ц.мr , определяющий расстоя-
ние от центра масс до центра жесткости се-
чения и не зависящий от времени. Обозна-
чим его проекции на оси, связанные с дефор-

мированным сечением как { }тц.м ц.м ц.м, ,x y z ,
и спроецируем на вращающуюся систему
координат:

{ } [ ] { }т тт
ц.м м упр ц.м ц.м ц.м, ,x y z =  r L L . (34)

Поочередно дважды продифференциру-
ем (34) и получим скорости и ускорения цен-
тра масс сечения относительно центра
жесткости:

{ } { }

[ ] { }

т т тц.м
м упр ц.м ц.м ц.м

т тт
м упр ц.м ц.м ц.м

, ,

, , ,

d
x y z

dt

x y z

   = +  

 +  

r
L L

L L

&

&
(35)

{ } { }

{ }
[ ] { }

2
т т тц.м

м упр ц.м ц.м ц.м

т т т
м упр ц.м ц.м ц.м

т тт
м упр ц.м ц.м ц.м

, ,

2 , ,

, , .

d
x y z

dt

x y z

x y z

   = +  

   + +   

 +  

r
L L

L L

L L

&&

& &

&&

(36)
Следует отметить, что скорости (35) и

ускорения (36) движения центра масс отно-
сительно центра жесткости достаточно малы.
Поэтому при решении многих задач аэроуп-
ругих колебаний лопасти их можно не учи-
тывать.

Теперь в соответствии со вторым зако-
ном Ньютона погонные по длине лопасти
силы инерции будут записаны как

{ } { } { }22
ц.м

ин л 2 ,
dd

m
dt dt

 
= +  

 

rR
F (37)

где лm  – погонная по длине масса сечения
лопасти.

Главный момент от сил инерции пред-
ставим в виде

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }( )ин ∑ ∑ ∑= +M J Ω Ω J Ω& , (38)

где [ ]J  – тензор инерции сечения лопасти,
вычисленный относительно центра жестко-
сти; ∑Ω  и ∑Ω&  – угловые скорости и ускоре-
ния связанной с деформированным сечени-
ем системы координат относительно земной:

{ } [ ]{ } { }( ) { }упр м м упр∑  = + + Ω L L Ω Ω Ω ,
(39)

{ } [ ]{ } { }( ) { }упр м м упр∑  = + + Ω L L Ω Ω Ω& & & & .

(40)

При этом угловые скорости и ускоре-
ния упруго-махового движения записывают-
ся как

{ }м
cos cos sin 0
cos sin cos 0

sin 0 1

  
  = −   
     

Ω

&

&
&

η ζ ζ β
η ζ ζ η

η ζ
;
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{ }м
sin cos cos sin cos 0

sin sin cos cos sin 0
cos 0 0

cos cos sin 0
cos sin cos 0 ;

sin 0 1

   − −
   = − − +  

     
  
  + −   
     

Ω

& & &&
& & && &

&&

&&

&&
&&

η η ζ ζ η ζ ζ ζ β
η η ζ ζ η ζ ζ ζ η

η η ζ

η ζ ζ β
η ζ ζ η

η ζ

{ }
2 3 3 1

упр 2 3 3 2

2 3

cos cos sin 0
cos sin cos 0

sin 0 1

   
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     

Ω
&
&
&

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
;

{ }
2 2 3 3 2 3 3 3 1

упр 2 2 3 3 2 3 3 3 2

2 2 3

2 3 3 1

2 3 3 2

2 3

sin cos cos sin cos 0
sin sin cos cos sin 0

cos 0 0

cos cos sin 0
cos sin cos 0 .

sin 0 1

− −   
  = − − +  
     

   
  + −   
     

Ω
& & & &

& & & & &
& &

&&
&&
&&

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

Отличительные особенности. Уравне-
ния (37) и (38) полностью определяют мас-
сово-инерционную нагрузку, действующую
на лопасти винта при произвольном про-
странственном движении вертолета. Матри-
цы довольно компактны, а уравнения удоб-
но скомпонованы. Это позволяет просто и
быстро их преобразовывать в зависимости
от типа решаемой задачи.

Например, задача расчета установивше-
гося горизонтального полета с жесткими
лопастями. В этом случае первые слагаемые,
определяющие динамику движения вертоле-
та, выражений (32) и (33) просто обнуляют-
ся. А векторы угловых скоростей и ускоре-
ний вращения винта примут вид

{ } { } { }т т
н, , 0, ,0 ,x y z= ω ω ω = ωΩ (41)

{ } { } { }т т
н, , 0, ,0 .x y z= ω ω ω = ωΩ& & & & & (42)

А если лопасти винта абсолютно жест-
кие и совершают только маховые и крутиль-
ные колебания, тогда (32) и (33) сократятся
до вида

{ }

{ } { }

л

к л к

cos sin sin cos
sin sin cos cos

sin

0 0 sin sin
0 0 0 cos sin ,

0 0 cos

y

y

d
r

dt

r

 +
 = − + ⋅ + 
 − 

    
    + + ⋅ +   

   −    

R

r r

& &
& &

&

&

ζ ζ β β ζ β
ζ ζ β β ζ β

β β

ω ζ β
ζ β

ω β

(43)
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(44)

где лr  – радиус сечения лопасти. Аналогич-
ным образом сокращаются и выражения для
угловых скоростей и ускорений.

Выводы. Получена математическая
модель сложного пространственного дефор-
мирования лопасти несущего винта при про-
извольном движении вертолета. Матрицы,
входящие в состав рационально скомпоно-
ванных выражений, довольно просты. Это
позволяет в зависимости от условий решае-
мой задачи быстро преобразовывать матрич-
но-векторные уравнения в алгебраический
вид. Такой подход позволяет более полно
реализовать возможности объектно-ориенти-
рованного программирования и тем самым
сократить затраты машинного времени на
вычисления.
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MATHEMATICAL MODEL OF COMPLEX SPATIAL DEFORMATION
OF ROTOR BLADES DURING HELICOPTER ARBITRARY MOTION
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The paper presents the type of equations determining the dynamics of rotor blade complex spatial deformation
subject to helicopter arbitrary motion. The equations are deduced without assuming that elastic displacements are
small, and are based on dividing the motion into transportation motion and relative motion. As a result, the equations
derived are quite compact and easily programmable in the object-oriented environment.
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