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Формулировка задачи
Анализу космических ТС посвящены

многочисленные работы, например [1-10], в
которых объектами исследований являлись
трос, полезный груз и космический аппарат
(КА). Орбитальные ТС могут применяться
для различных задач перемещения полезной
нагрузки в космическом пространстве, в том
числе для её доставки на поверхность Земли
[2, 5] или для её перевода на более высокую
орбиту[1, 4]. В статье рассматривается пове-
дение ТС под действием гравитационного
момента и сил упругости троса. Предпола-
гается, что ТС состоит из двух концевых ма-
териальных точек массой 1m , 2m  и упругогоо
троса, который всегда находится в растяну-
том состоянии. Построим с помощью урав-
нения Лагранжа второго рода математичес-
кую модель,  сохраняющую основные осо-
бенности физической модели [9] и отража-
ющую основные закономерности движения
ТС. Покажем, что в рамках указанной мате-
матической модели могут существовать ха-
отические режимы движения.

Уравнения Лагранжа второго рода
При выводе уравнений движения будем

пренебрегать массой троса, аэродинамичес-
кими силами и солнечным давлением. Пол-
ная масса системы равна

1 2m m m= + .

Кинетическая энергия системы состо-
ит из кинетической энергии центра масс CT
и кинетической энергии двух материальных
точек 1T , 2T  относительно поступательно

движущейся системы координат C CCx y  с
началом в центре масс

1 2CT T T T= + + . (1)

В качестве обобщённых координат примем

1q r= , 2q l= , 3q ϑ= , 4q ϕ= , (2)

где r OC= -  расстояние между центром Зем-
ли и центром масс системы C , l  - длина тро-
са, ϑ - угол истинной аномалии центра масс
системы (система координат Oxy располага-
ется в плоскости орбиты, ось Ox  направле-
на на перигей), ϕ  - угол отклонения тросаа
относительно местной вертикали (рис 1.).

Кинетическая энергия центра масс со-
ответствует абсолютному движению центра
масс системы по орбите  и включает в себя
радиальную и трансверсальную скорости:

2 2 21 ( )
2CT m r r ϑ= + && . (3)
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Кинетические энергии относительного дви-
жения материальных точек определяются
формулой

21
2i i irT mV= , (4)

где irV  - скорости концевых точек тросовой
системы относительно центра масс системы
C  ( 1,2i = ). Относительная скорость точек 1

и 2 в системе координат C CCx y  имеет вид

( )
1

2 2 2
ir i iV x y= +& & , (5)

где

1 1 1 1cos( ) , sin( ),x l y lϑ ϕ ϑ ϕ= + = +

2 2 2 2cos( ), sin( )x l y lϑ ϕ ϑ ϕ= − + = − + , (6)

2
1

ml l
m

= , 1
2

ml l
m

= .

Дифференцируя координаты (6) по времени
и подставляя производные в (5), а также имея
в виду (3) и (4), запишем кинетическую энер-
гию системы (1) следующим образом:

( )22 2 2 21 ( )
2 2 2

m IT m r r lϑ ϕ ϑ∗ ∗= + + + +&& &&& , (7)

где 1 2m mm
m∗ = , 2 2 2

1 1 2 2I m l m l m l∗ ∗= + = - мо-

мент инерции.
Потенциальная энергия системы состо-

ит из потенциала центрального поля силы
тяжести [8] и потенциальной энергии силы
упругости троса

21 2
0

1 2

( )
2

m m cW l l
r r

µ
 

= − + + − 
 

, (8)

где µ  - гравитационный параметр, с - коэф-

фициент упругости, 0l  - длина ненапряжен-

ного троса, 1r , 2r  - расстояние между цент-
ром Земли и точками 1 и 2. Используя (6),
выразим 1r  и 2r  через обобщённые коорди-
наты (2) и подставим результат в (8):

1 2
2 2

1 1 2 2
2 2

2
0

1 2 cos 1 2 cos

       ( ) .
2

m mW
r l l l l

r r r r
c l l

µ

ϕ ϕ

 
 
 = − + +
 

+ + + − 
 

+ −

Упростим это выражение, имея в виду, что
длина троса существенно меньше расстоя-
ния от центра масс системы до центра Зем-
ли:

1l
r

<< .

В результате имеем

( )2 2
03 1 3cos ( )

2 2
Im cW l l

r r
µµ

ϕ∗= − + − + − . (9)

Используя (7) и (9), запишем лагран-
жиан системы:

( )

( )

2 2 2

22

2 2
03

1 ( )
2

2 2

1 3cos ( ) .
2 2

L T W m r r

m I ml
r

I c l l
r

ϑ

µ
ϕ ϑ

µ
ϕ

∗ ∗

∗

= − = + +

+ + + −

− − − −

&&

& &&
(10)

Рис. 1. Тросовая система
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Уравнения Лагранжа второго рода имеют вид

j
j j

d L L Q
dt q q

∂ ∂
− =

∂ ∂&
, 1, 4j = , (11)

где jQ  - силы управления, демпфирования,
аэродинамические и иные непотенциальные
силы. Подставляя (10) в (11), получим

( )2 2
2 4

3 1 3cos
2 r

Ir r Q
r mr

µµ
ϑ ϕ∗− + − − =&&& , (12)

( ) ( ) ( )22
0 3 1 3cos l

c ll l l l Q
m r

µ
ϕ ϕ θ

∗

+ − + − − + =&& && ,

(13)

( ) ( )2 2 2mr I I mrr m ll Qϑϑ ϕ ϑ ϑ ϕ∗ ∗ ∗+ + + + + =&&& & &&& && ,
(14)

( ) ( ) 3

32 sin cosII m ll Q
r ϕ
µ

ϑ ϕ ϕ ϑ ϕ ϕ∗
∗ ∗+ + + + =&&& &&& & .

(15)

Применим известный приём [1] и пе-
рейдём в уравнениях движения (12)-(15) к
новой независимой переменной – углу ис-
тинной аномалии ϑ . При этом будем пола-
гать, что движение центра масс системы не
зависит от относительного движения и центр
масс движется по эллиптической орбите:

pr
k

= , 2 2
3 k nk

p
µ

ϑ = =& , (16)

где 1 cosk e ϑ= + , р - параметр орбиты, е -
эксцентриситет орбиты. Для произвольной
функции f(t) первая и вторая производные в
силу (16) имеют вид

2f nk f ′=& , (17)

( )2 3 2 sinf n k kf ef ϑ′′ ′= −&& , (18)

где ( ) d
dϑ

′ = , ( )
2

2

d
dϑ

′′ = . Дифференцирова-а-

ние по времени t второго выражения из (16)
даёт следующий результат:

2 32 sinn k eϑ ϑ= −&& . (19)

Перепишем уравнения относительного дви-
жения тросовой системы (13) и (15) с учё-
том (16) - (18) в виде

( )

( ) ( )

02 3

22
2 3

2 sin

1 3cos 1 ,l

ckl el l l
n k m

Ql kl
n k

ϑ

ϕ ϕ

∗

′′ ′− + − +

′+ − − + =
(20)

( ) ( )

2 3

2 sin 2 1

2 sin 3 sin cos .

I k e km ll
Q

eI I
n k

ϕ

ϕ ϕ ϑ ϕ

ϑ ϕ ϕ

∗ ∗

∗ ∗

′′ ′ ′ ′− + + −

− + = (21)

Будем считать, что обобщённые силы lQ  и

Qϕ  отсутствуют. Тогда уравнения (20) и (21)
примут вид

( ) ( )

( )

2
02 4

2

1 3cos

1 2 sin ,

c ll l l
m n k k

el l
k

ϕ

ϕ ϑ

∗

′′ + − + − −

′ ′− + =
(22)

( ) ( )32 1 sin cos 2 1 sinl e
l k k

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϑ
′

′′ ′ ′+ + + = + .

(23)

Отметим, что уравнение (23) является обоб-
щением уравнения (39) из [2] для упругого
троса, а уравнение (22) – обобщением урав-
нения (8) из [3].

Хаотические режимы движения ТС
В работе [10] рассмотрен частный слу-

чай хаотического движения ТС - медленное
угловое движение ТС с периодически изме-
няющейся длиной троса по круговой орби-
те. Рассмотрим другой частный случай, ког-
да длина троса в процессе движения остаёт-
ся неизменной l=const, но эксцентриситет ор-
биты отличен от нуля. В этом случае систе-
ма (22), (23) приводится к уравнению

( )3 sin cos 2 1 sine
k k

ϕ ϕ ϕ ϕ ϑ′′ ′+ = + . (24)
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Для случая, когда 1e << , правую часть урав-
нения (24) можно рассматривать как малое
возмущение. При 0e =  из (24) получаем
уравнение невозмущённого движения

3 sin cos 0
k

ϕ ϕ ϕ′′ + = , (25)

соответствующее движению ТС по круговой
орбите.

Покажем, что в системе, описываемой
уравнением (24), могут присутствовать хао-
тические режимы движения. Пусть ТС и
орбита имеют следующие параметры:

30l = км, 1 6000m = кг, , 2 1000m = кг, 0,01e = ,

250p = км. Для численного анализа возму-
щённого уравнения (24) воспользуемся ото-
бражением Пуанкаре [10]. Будем строить
фазовый портрет трёхмерного пространства

( ), ,ϕ ϕ θ′  на плоских  сечениях 2 jθ π=

( 0, 1, 2,...j = ± ± ), что позволит вместо иссле-
дования непрерывного процесса изучать ди-
намику возмущённой системы с дискретной
фазой θ . Сечения Пуанкаре будем строить
на цилиндрической поверхности, полу-
чаемой совмещением точек / 2ϕ π= −  и

/ 2ϕ π= .

При e=0 наблюдается регулярная струк-
тура фазового пространства, траектории не
пересекаются (рис. 2) и сечения Пуанкаре
совпадают с невозмущённым фазовым пор-
третом. Наличие в системе возмущения
( 0e ≠ ) приводит к возникновению хаотичес-
кого слоя рядом с невозмущённой сепарат-
рисой (рис. 3). С ростом величины возмуще-
ния ширина хаотического слоя растёт.

С физической точки зрения наличие
хаотического слоя в окрестности сепаратри-
сы приводит к тому, что ТС случайным об-
разом может переходить из колебательного
во вращательный режим движения, и обрат-
но. На рис.4 показана одна из траекторий
движения ТС, полученная при интегрирова-
нии системы (23), (24) с начальными усло-
виями: 0 30001l =  м, 0 0l′ = , 0 / 2 0.01ϕ π= − ,

0 0ϕ ′ = . Видно, что фазовая траектория сис-
темы сначала находится в одной из внутрен-
них областей движения (колебательный ре-
жим). Через некоторое время траектория
покидает эту область, переходя во внешнюю
(вращательный режим движения), но, сделав
оборот, снова возвращается во внутреннюю
область.

Рис. 2. Сечения Пуанкаре для случая невозмущённого движения (e=0)
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Заключение
В статье получены уравнения движения

упругой ТС, которые обобщают известные
математические модели, например [2, 3], и
позволяют проводить исследование движе-
ния космической ТС с учётом упругости тро-
са. Уравнения (22) и (23) позволяют иссле-
довать хаотическое поведение ТС не только
в силу малого эксцентриситета [3], но и в

силу упругих колебаний троса. Рассмотрен-
ный частный случай движения с тросом по-
стоянной длины показал, что даже в такой
упрощённой системе наличие эксцентриси-
тета приводит к появлению хаотических ре-
жимов движения.

Работа выполнена при поддержке Рос-
сийского фонда фундаментальных исследо-
ваний (09-01-00384-а).

Рис. 3. Сечения Пуанкаре для случая возмущённого движения (e=0,01)

Рис. 4. Фазовая траектория ТС
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CHAOTIC MOTION OF THE ELASTIC TETHER SYSTEM
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The motion of the elastic tether system around of its center of mass is considered. The tether system consist of
two tip bodies and a weightless elastic tether. The tether is in deployed state. Center of mass of system move along an
elliptical trajectory. With the help of Lagrange’s equations of the second kind the equations of motion of the elastic
tether system are constructed. As an independent variable the true anomaly angle is chosen. The particular case of
motion of a system with the constant length tether is considered. It is shown, that in this case at the system there is a
chaos.
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