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Введение 

Одним из возможных подходов к решению задачи оперативного запуска на орби-
ту искусственных спутников Земли и малых космических аппаратов является создание 
специализированных аэрокосмических систем (АэрКС). АэрКС включает в себя две 
ступени. Первая ступень использует самолётные принципы при движении в атмосфере, 
а вторая – является ракетой-носителем воздушного старта. Первая ступень должна 
обеспечить старт второй ступени для вывода полезной нагрузки на околоземную орби-
ту. Исследования и перспективные разработки первых ступеней АэрКС включают 
наряду с решением проблем аэродинамики, двигателестроения и конструкции также и 
вопросы определения программ управления и траекторий движения. 

Известные результаты в области движения аэрокосмических летательных аппара-
тов (ЛА), полученные отечественными и зарубежными исследователями, обобщены в 
монографии [1]. Ряд результатов получен в Самарском национальном исследователь-
ском университете имени академика С. П. Королёва, например [2–5]. 

В работе рассматривается первая ступень АэрКС – ЛА MPV транспортной систе-
мы RASCAL (Responsive Access Small Cargo Affordable Launch) (США), который в со-
четании с ракетой воздушного старта может обеспечить вывод миниспутников массой 
до 200 кг на орбиту искусственного спутника Земли (ИСЗ). 

Для сверхзвукового ЛА важнейшим является участок полёта, связанный с набо-
ром высоты и выполнением заданных конечных условий движения по высоте, скорости 
и углу наклона траектории, определяющих условия старта второй ступени АэрКС. 

В работе [5] с использованием метода принципа максимума Понтрягина получено 
решение задачи оптимизации трансатмосферного движения ЛА с целью максимизации 
конечной скорости при заданных конечных значениях высоты и угла наклона траекто-
рии. Решение задачи проведено на примере пассивного набора высоты ЛА MPV. Угол 
атаки на большей части траектории увеличивается для обеспечения заданных конечных 
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значений высоты и угла наклона траектории, а затем уменьшается для обеспечения 
наибольшей конечной скорости. 

Объектом исследования является возмущённое движение ЛА MPV транспортной 
системы RASCAL. Основной целью работы является получение и анализ оптимальных 
программ управления ЛА MPV при «атмосферных» и «аэродинамических» возмущени-
ях. 

 
Математическая модель движения 

Принятая в работе модель движения включает в себя: 
1) уравнения движения, 
2) граничные условия движения, 
3) управление, 
4) ограничения, 
5) характеристики летательного аппарата MPV; 

используются следующие допущения:  
1) движение происходит в вертикальной плоскости, 
2) поле тяжести является однородным, 
3) атмосфера неподвижна, 
4) аппарат является материальной точкой постоянной массы, 
5) используются приближённые формулы для синуса и косинуса угла атаки   в 

виде:  
2
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2
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С учётом принятых допущений уравнения движения ЛА в траекторной системе 

координат примут вид [3]: 
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Здесь V  – скорость, м/с;   – угол наклона траектории, рад; h  – высота полёта, м; m – 
масса ЛА, кг;   – угол атаки, рад; xaC  – коэффициент лобового сопротивления;  yaC  – 

коэффициент подъёмной силы; S  – характерная площадь ЛА;   – плотность атмосфе-

ры Земли; ЗR  – радиус Земли, м; 0g  – ускорение свободного падения, м/с2.  

Аэродинамические характеристики ЛА представляются зависимостями: 
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Начальные и конечные граничные условия движения запишем в виде: 
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Здесь t  – время; M  – число Маха; a  – скорость звука; , , , ,н н к н кM h h   – заданные 

числа. 
В качестве функции управления принята программа угла атаки при ограничениях: 
 

 min max ,t     

 
где min  и max  – значения соответственно минимального и максимального угла атаки. 

Источники информации о массовых, геометрических, аэродинамических характе-
ристиках ЛА указаны в [6]. 

Для расчётов «атмосферных» возмущений использована универсальная модель 
отклонений плотности атмосферы [7]: 

 

     стh h h    ,             (3) 

 
где плотность атмосферы  h  представляется как нормальная случайная функция вы-

соты h ; математическое ожидание  ст h  вычисляется в соответствии со стандартной 

атмосферой; величина   – нормально распределённая случайная величина с нулевым 
математическим ожиданием и дисперсией, равной единице. Среднее квадратическое 
отклонение  h  определяется соотношением: 

 

   3
0 exp 0,15 10h h      , 

 
где 0  0,05 кг/м3 – средняя величина, соответствующая условиям на нулевой высо-

те [7]. 
Действительные значения возмущений аэродинамических характеристик (АХ) 

для ЛА MPV неизвестны. Влияние отклонений АХ на конечные условия движения 
исследовалось при моделировании движения ЛА с изменёнными следующим обра-
зом коэффициентами аэродинамических сил: 

 

 0 1 ,ya ya yaC C C    

 

 0 1xa xa xaC C C   . 

 
Здесь yaC ,  xaC  – «возмущённые» коэффициенты подъёмной силы и лобового сопро-

тивления, соответственно;  0yaC ,  0xaC  – номинальные коэффициенты подъёмной си-

лы и лобового сопротивления, соответственно;  yaC , xaC  – отклонения «возмущён-

ного» коэффициента от номинального значения. 
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Постановка и решение задачи оптимизации 

Физический смысл данной постановки задачи заключается в следующем: требует-
ся перевести ЛА за произвольное время к нT t t   с начальной высоты нh  на высоту кh  

(с изменением угла наклона траектории от начального значения н  до значения к ) та-

ким образом, чтобы конечная скорость кV  была максимальной. Для решения постав-

ленной задачи используется принцип максимума Понтрягина [8]. 
Для того, чтобы функционал н кG V V    вариационной задачи Майера достигал 

сильного минимума, необходимо существование на интервале времени  0,t T  нену-

левых непрерывных функций      , ,V ht t t   , удовлетворяющих сопряжённой си-

стеме, на которых: 
1) функция Гамильтона достигает максимума по углу атаки;  
2) выполняется условие трансверсальности в виде: 
 

 0 0.
T

V hV h H t G             

 
Функция Гамильтона записывается в виде: 
 

,V hH V h                (4) 

 
где , ,V h    – сопряжённые переменные. 

Сопряжённые переменные определяются из решения системы сопряжённых диф-
ференциальных уравнений вида: 
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Необходимое условие максимума функции Гамильтона по углу атаки имеет вид: 
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Оптимальный угол атаки имеет вид: 
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где 1xaC , 2xaC , 1yaC  – коэффициенты из зависимостей  (1). 

 
Оптимизация возмущённого движения 

Оптимальная «номинальная» программа управления приведена на рис. 1. Этой 
программе соответствуют следующие конечные условия движения: 63158 мкh  , 

2,38кM  , 20ºк   (табл. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Оптимальная «номинальная» программа угла атаки 
 
 

В качестве критерия оптимизации принято изменение скорости  
 

    ,н кV V t V t   

 
которую необходимо минимизировать. 

Требуется определить программу управления углом атаки  t  для принятой си-

стемы уравнений движения в траекторной системе координат с граничными условия-
ми (2), доставляющую минимум функционалу (4). 

Задача оптимального управления, как и в [2], решалась с применением формализ-
ма принципа максимума Понтрягина [8].  

Атмосферные возмущения. При моделировании возмущённого движения ЛА 
использовались следующие значения входящей в (3) нормально распределённой слу-
чайной величины 5,5    и 5,5  , соответствующие предельно «разреженной» и 
предельно «плотной» атмосфере. На рис. 2 – 5 изображены оптимальные «возмущён-
ные» программы угла атаки  , коэффициенты подъёмной силы yaС  и лобового сопро-

тивления xaC  и аэродинамическое качество при движении с атмосферными возмуще-

ниями. 
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Рис. 2. Оптимальные «возмущённые» программы угла атаки при атмосферных возмущениях:  
1 – предельно «разреженная» атмосфера  5,5   ; 2 – стандартная атмосфера  0  ;  

3 – предельно «плотная» атмосфера  5,5   

 
 

 
Рис. 3. Коэффициент подъёмной силы при движении с атмосферными возмущениями: 

1 – предельно «разреженная» атмосфера  5,5   ; 2 – стандартная атмосфера  0  ;  

3 – предельно «плотная» атмосфера  5,5   

 
 

 
Рис. 4. Коэффициент лобового сопротивления при движении с атмосферными возмущениями:  

1 – предельно «разреженная» атмосфера  5,5   ; 2 – стандартная атмосфера  0  ;  

3 – предельно «плотная» атмосфера  5,5   
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Рис. 5. Аэродинамическое качество при движении с атмосферными возмущениями: 

1 – предельно «разреженная» атмосфера  5,5   ; 2 – стандартная атмосфера  0  ;  

3 – предельно «плотная» атмосфера  5,5   

 
 
 
 

Таблица 1. Конечные значения параметров движения при наличии атмосферных возмущений 

Параметр 
Оптимальная  
«номинальная  
программа» 

Оптимальная «возмущённая» 
программа при предельно 
«разреженной» атмосфере 

Оптимальная «возмущённая» 
программа при предельно 

«плотной» атмосфере 
, сKt  64,98 65,24 64,81 

, м/сKV  783,42 774,56 788,18 

KM  2,38 2,35 2,39 

,K  градусы 20,01 20,00 20,02 

, мKh  63158 63160 63153 

 
 
 
Из табл. 1 следует, что конечная скорость при предельно «разреженной» атмо-

сфере меньше, чем при оптимальной «номинальной программе», а при предельно 
«плотной» атмосфере больше, чем при оптимальной «номинальной программе». Гра-
ничные условия выполняются. 

Аэродинамические возмущения. При аэродинамических возмущениях задача оп-
тимального управления решена для значений отклонений коэффициентов подъёмной 
силы yaC  и лобового сопротивления xaC  равных  0,025; 0,05  . 

Для отклонений коэффициентов подъёмной силы yaC  на рис. 6 – 9 приведены 

оптимальные программы управления угла атаки, коэффициенты подъёмной силы и ло-
бового сопротивления и аэродинамическое качество. 
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Рис. 6. Оптимальные «возмущённые» программы угла атаки  

при аэродинамических возмущениях yaC : 

1 – 0,05yaC   ; 2 – 0,025yaC   ; 3 – 0yaC  ; 4 – 0,025yaC  ; 5 – 0,05yaC   

 
 

 
Рис. 7. Коэффициент подъёмной силы при движении с аэродинамическими возмущениями yaC : 

1 – 0,05yaC   ; 2 – 0,025yaC   ; 3 – 0yaC  ; 4 – 0,025yaC  ; 5 – 0,05yaC   

 
 

 
Рис. 8. Коэффициент лобового сопротивления при движении с аэродинамическими возмущениями yaC : 

1 – 0,05yaC   ; 2 – 0,025yaC   ; 3 – 0yaC  ; 4 – 0,025yaC  ; 5 – 0,05yaC   

 



Вестник Самарского университета. Аэрокосмическая техника, технологии и машиностроение      Т. 19, № 3, 2020 г. 

26 

 
Рис. 9. Аэродинамическое качество при движении с аэродинамическими возмущениями yaC : 

1 – 0,05yaC   ; 2 – 0,025yaC   ; 3 – 0yaC  ; 4 – 0,025yaC  ; 5 – 0,05yaC   

 
 

Конечные значения параметров движения при аэродинамических возмущениях 

yaC , xaC  приведены в табл. 2, 3. 
 
 

Таблица 2. Конечные значения параметров движения при аэродинамических возмущениях yaC  

Параметр 
Оптимальная  

«номинальная» 
программа 

Оптимальная «возмущённая» программа  
при аэродинамических возмущениях 

0,05yaC    0,025yaC    0,025yaC   0,05yaC   

, сKt  64,98 65,14 65,04 64,91 64,85 

, м/сKV  783,42 776,50 780,20 786,35 789,00 

KM  2,38 2,35 2,37 2,38 2,39 

,K градусы 20,01 20,01 20,02 20,00 20,00 

, мKh  63158 63156 63154 63160 63160 

 
 
Из табл. 2 следует, что при увеличении аэродинамических возмущений yaC  ко-

нечная скорость увеличивается. При положительной величине отклонения конечная 
скорость больше, чем при оптимальной «номинальной программе», а при отрицатель-
ной – меньше, чем при оптимальной «номинальной программе». Граничные условия 
выполняются. 

Для отклонений коэффициентов лобового сопротивления xaC  на рис. 10 – 13 

приведены оптимальные программы управления угла атаки, коэффициенты подъёмной 
силы и лобового сопротивления и аэродинамическое качество. 

 



                    Авиационная и ракетно-космическая техника 

27 

 
 

Рис. 10. Оптимальные «возмущённые» программы угла атаки  
при аэродинамических возмущениях xaC : 

1 – 0,05xaC   ; 2 – 0,025xaC   ; 3 – 0xaC  ; 4 – 0,025xaC  ; 5 – 0,05xaC   

 
 

 
 

Рис. 11. Коэффициент подъёмной силы при движении  
с аэродинамическими возмущениями xaC : 

1 – 0,05xaC   ; 2 – 0,025xaC   ; 3 – 0xaC  ; 4 – 0,025xaC  ; 5 – 0,05xaC   

 
 

 
 

Рис. 12. Коэффициент лобового сопротивления 
при движении с аэродинамическими возмущениями xaC : 

1 – 0,05xaC   ; 2 – 0,025xaC   ; 3 – 0xaC  ; 4 – 0,025xaC  ; 5 – 0,05xaC   
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Рис. 13. Аэродинамическое качество  

при движении с аэродинамическими возмущениями xaC : 

1 – 0,05xaC   ; 2 – 0,025xaC   ; 3 – 0xaC  ; 4 – 0,025xaC  ; 5 – 0,05xaC   

 
 

Таблица 3. Конечные значения параметров движения при наличии аэродинамических возмущений xaC  

Параметр 
Оптимальная 
«номинальная 
программа» 

Оптимальная «возмущённая» программа  
при аэродинамических возмущениях 

0,05xaC    0,025xaC    0,025xaC   0,05xaC   

, сKt  64,98 64,88 64,91 65,01 65,08 

, м/сKМ  783,42 787,66 785,61 781,30 779,04 

KV  2,38 2,39 2,38 2,37 2,36 

,K  

градусы 
20,01 20,00 20,02 20,02 20,01 

, мKh  63158 63158 63153 63153 63157 

 
Из табл. 3 следует, что при увеличении аэродинамических возмущений xaC  ко-

нечная скорость уменьшается. При положительной величине отклонения конечная ско-
рость меньше, чем при оптимальной «номинальной программе», а при отрицательной – 
больше, чем при оптимальной «номинальной программе». Граничные условия выпол-
няются. 

 
Заключение 

Для принятых атмосферных и аэродинамических возмущений полученные опти-
мальные программы угла атаки имеют характер, аналогичный «номинальной» опти-
мальной программе. При предельно «разреженной» атмосфере конечная скорость 
меньше, чем при оптимальной «номинальной программе», а при предельно «плотной» 
атмосфере больше, чем при оптимальной «номинальной программе». При увеличении 
аэродинамических возмущений коэффициента подъёмной силы конечная скорость уве-
личивается. При положительной величине отклонения конечная скорость больше, чем 
при оптимальной «номинальной программе», а при отрицательной – меньше. При уве-
личении аэродинамических возмущений коэффициента лобового сопротивления ко-
нечная скорость уменьшается. При положительной величине отклонения конечная ско-
рость меньше, чем при оптимальной «номинальной программе», а при отрицательной – 
больше. 
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