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Предлагается математическая формализация и метод решения задачи минимаксного 
(гарантированного) адаптивного терминального управления расходом топлива двигательной 
установки (ДУ) жидкостной ракеты-носителя (ЖРН). Исходная дискретно-непрерывная 
нелинейная модель объекта управления линеаризуется вдоль заданной опорной фазовой 
траектории и аппроксимируется линейной дискретной многошаговой динамической системой, 
включающей в себя вектор состояния (фазовый вектор) системы, вектор управления и вектор 
внешнего возмущения, описывающий погрешность формирования аппроксимирующей модели. 
При заданных геометрических ограничениях на фазовый вектор, векторы управления и 
возмущения для аппроксимирующей системы формулируется основная задача минимаксного 
адаптивного терминального управления расходом топлива ДУ ЖРН, состоящая из решения 
ряда вспомогательных задач минимаксного программного терминального управления. При 
решении каждой из них используется аппарат построения и анализа обобщённых областей 
достижимости аппроксимирующей линейной дискретной динамической системы, который 
реализуется с помощью модификации общего рекуррентного алгебраического метода. Для 
рассматриваемой задачи минимаксного адаптивного терминального управления расходом 
топлива ДУ ЖРН предлагается метод её решения и соответствующий численный алгоритм, 
сводящийся к реализации конечной последовательности только одношаговых алгебраических и 
оптимизационных операций. Эффективность предлагаемого решения исследуемой задачи 
демонстрируется и подтверждается на примере компьютерного моделирования управления 
процессом расхода топлива ДУ третьей ступени ЖРН «Союз-2-1б». 
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Введение 

Одной из основных задач, решаемых системой управления отечественных ЖРН, 
является задача оптимизации терминального управления расходом топлива. В качестве 
объекта управления в ней рассматривается совокупность ДУ и топливных баков ЖРН. 
Перед системой управления ставится цель: полностью и синхронно израсходовать ра-
бочие запасы компонентов топлива (окислителя и горючего) к заданному моменту вре-
мени. Достижение этой цели может быть формализовано как минимизация некоторого 
критерия качества, оценивающего отклонение фазовых координат объекта управления 
от их желаемых значений в финальный момент времени. 

Известно, например [1–3], что при моделировании объектов управления ракетно-
космической техники информация об априори неопределённых параметрах системы 
(начальном множестве фазовых состояний, реализации возмущающего воздействия), 
как правило, может задаваться в виде соответствующих ограниченных множеств воз-
можных значений этих параметров. 
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В работе рассматривается исходная нелинейная дискретно-непрерывная матема-
тическая модель объекта управления, которая аппроксимируется с помощью линейной 
дискретной управляемой динамической системы, в которой учитывается возмущающее 
воздействие (возмущение), описывающее погрешность формирования аппроксимиру-
ющей модели или внешнее воздействие (помеху). Множества, ограничивающие воз-
можные значения фазового вектора и вектора возмущения, рассматриваются как вы-
пуклые, замкнутые и ограниченные многогранники (с конечным числом вершин) в со-
ответствующих конечномерных векторных пространствах. Далее для краткости будем 
писать «многогранники», подразумевая все указанные выше свойства. Множество до-
пустимых управляющих воздействий является конечным множеством соответствующе-
го векторного пространства. Задача оптимизации управления расходом топлива ЖРН 
формулируется как задача минимаксного адаптивного (по принципу обратной связи) 
терминального управления, минимизирующего возможные наихудшие (максимальные) 
значения выбранного критерия качества, соответствующие наихудшим реализациям 
допустимых значений возмущения. 

Основываясь на результатах работ [4;5], для исходной дискретно-непрерывной 
динамической системы решается задача минимаксного адаптивного терминального 
управления расходом топлива ЖРН в выбранном классе допустимых стратегий адап-
тивного управления посредством сведения её к последовательному решению вспомога-
тельных задач минимаксного программного терминального управления сформирован-
ной линейной дискретной динамической системой. Решение каждой вспомогательной 
задачи предлагается осуществлять с помощью рекуррентного алгоритма, сводящего 
исходную многошаговую задачу к реализации конечной последовательности решения 
только одношаговых задач линейного и выпуклого математического программирова-
ния, конечных систем линейных алгебраических равенств и неравенств, а также к опе-
рациям над выпуклыми множествами. Для решения вспомогательных задач использу-
ется общий рекуррентный алгебраический метод построения и анализа областей до-
стижимости (ОД) линейных дискретных управляемых динамических систем, разрабо-
танный в [4;5]. Для компьютерной реализации этого метода разработан и создан про-
граммный комплекс, описание и возможности которого представлены в [4;5]. Модифи-
кации алгоритмов численной реализации этого метода представлены в [6]. 

 
Математическая модель расхода топлива ДУ ЖРН 

На промежутке времени 0 , f     рассматривается нелинейная дискретно-

непрерывная математическая модель [7], описывающая динамику работы ДУ ЖРН. 
Полагается, что 0  – время начала управляемого режима работы ДУ, f  – время вы-

ключения ДУ. Управляющее воздействие (управление) в данной модели из-за особен-
ностей конструкции тракта управления расходом топлива ДУ ЖРН реализуется в за-

данные дискретные моменты времени  10 1 0, , ,, T f         , где fT  , в соответ-

ствие которым может быть поставлен целочисленный набор (целочисленный промежу-

ток времени)    0, 1 0,1, , 1T T T     . Здесь T  – количество заданных моментов 

времени, в которые планируется осуществлять реализацию управления; N  – множе-
ство всех натуральных чисел [8]. За счёт управления  u t  на целочисленном проме-

жутке времени 0, 1T   регулируется угол поворота дросселя  th t  в соответствии с 

рекуррентным соотношением:  
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       01 , 0, 1, 0 0,th th tht t c u t t T                 (1) 

 
где 0c  – известный коэффициент привода дросселя. Важно отметить, что значение угла 

поворота дросселя  th   при  1 , 0 1, ,t t t T       имеет фиксированное значение 

(не изменяется). 
Поворот дросселя на угол  th   изменяет значение коэффициента соотношения 

расходов окислителя и горючего [2] следующим образом: 
 

   1 0, , ,m th fK KK c                       (2) 

 
где K  – номинальное значение коэффициента соотношения расходов компонентов 
топлива; K  – известный параметр выставки дросселя в номинальное положение; 

1c  – коэффициент эффективности дросселя. 

Выражение для вычисления пустотной тяги ДУ ЖРН имеет вид 
 

        2

2 3 0, , ,s m m fP c K K c K KP               (3) 

 
где P  – номинальное значение пустотной тяги ДУ; 32,c c  – коэффициенты рабочего 

режима ДУ ЖРН. 
Удельный импульс тяги ДУ РН в пустоте вычисляется согласно формуле 
 

        2

4 5 0, , ,s m m fI c K K c K KI               (4) 

 
где I  – номинальное значение удельного импульса в пустоте; 54,c c  – коэффициенты 

рабочего режима ДУ ЖРН. 
Значения массовых расходов окислителя и горючего вычисляются посредством 

следующих соотношений: 
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 (5) 

 
Текущие массы компонентов топлива в баках, рассчитанные на выполнение по-

лётной программы ЖРН, вычисляются по формулам: 
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где 0. 0.,o fM M  – соответственно номинальные рабочие массы окислителя и горючего, 

заправляемые в топливные баки для реализации программного режима тяги;  
, foM M   – погрешности заправки компонентов топлива в баки. 

Расчётная опорная траектория движения ЖРН реализуется при известном режиме 
изменения тяги ДУ, которому соответствует заданная программа изменения рабочих 
масс компонентов топлива в баках: 
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В связи с порогово-дискретным принципом измерения уровней компонентов топ-
лива в баках [1–3; 8] и, как следствие, управлением, формируемым в эти дискретные 
моменты времени  0 1 1, , , T     в бортовой цифровой вычислительной машине, лине-

аризованная вдоль опорной траектории (7) непрерывная составляющая исходной моде-
ли дискретизируется. Процедура линеаризации и дискретизации исходной модели ди-
намики расхода топлива ДУ ЖРН описана в работе [7]. 

Рассмотрим на целочисленном промежутке времени },,1,0{,0 TT  ( NT ) ли-
нейную дискретную динамическую систему, аппроксимирующую исходную математи-
ческую модель. Следующие рекуррентные соотношения позволяют рассчитывать зна-
чения массовых расходов компонентов топлива в ДУ ЖРН: 
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  (8) 

 

где 0, 1t T  ; ,   – коэффициенты, сформированные в результате разложения в ряд 

Тейлора уравнений исходной модели;  u t  – скалярное управление;    1 2,v t v t  – не-

контролируемые возмущения, вызванные погрешностью формирования модели (анало-
гичным образом могут рассматриваться любые другие возникающие в данной системе 
возмущающие воздействия, например, изменение температуры компонентов топлива в 
полёте, нештатные ситуации в работе ДУ); 1 2,   – известные коэффициенты, оценива-

емые на этапе моделирования. 
Рекуррентные уравнения для вычисления значений масс окислителя и горючего в 

топливных баках ДУ ЖРН имеют вид: 
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  (9) 

 

где   1 0, 1,t tT t t T     – шаг дискретизации исходной системы (время между 

двумя соседними управлениями). 
Тогда динамика объекта управления (8), (9) описывается дискретной многошаго-

вой управляемой системой в векторно-матричном виде 
 

           01 , 0x t Ax t Bu t Dv t x x     .  (10) 
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Здесь   4x t   – фазовый вектор системы (здесь и далее, для n , n  – n-мерное 

векторное пространство векторов-столбцов), на который наложено фазовое ограниче-
ние по безотказной работе ДУ вида: 

     4
1 , 0, ,x Tt t t  X    (11) 

 
где  1 tX  – многогранник в векторном пространстве 4 ;  

  1u t   – управление, стеснённое заданным ограничением: 

 

     1
1 , 0, 1,tu t Tt   U    (12) 

 
где  1 tU  – конечный набор векторов в 1 , определяющий все возможные значения 

управления в момент времени t ;  

  2v t   – вектор неконтролируемых возмущений (помех), удовлетворяющий извест-

ному ограничению 
 

    1
2 , 0, 1,tv t Tt   V    (13) 

 
где  1 tV  – многогранник в векторном пространстве 2 ;  

4 4A  , 4 1B  , 4 2D   – матрицы состояния системы, управления и возмущения 
соответственно;   00x x  – заданное начальное значение фазового вектора. 

Для фиксированного целочисленного промежутка времени  , 0,T T T    и 

ограничения (12) определим множество всех допустимых реализаций программных 
управлений     

, 1
·

t T
u tu

 
  в виде следующего конечного множества: 

 

                1
1, 1

, · | · , 1, .,T

t T
T uu u t t T u t t


  

 
      U U  (14) 

 

Аналогично для целочисленного промежутка времени ,T  и ограничения (13) 
определим множество всех допустимых программных реализаций вектора возмущений  

    
, 1

·
t T

v tv
 

  соотношением 

 

                2
1, 1

, · | 1,· , ,T

t T
vT v v t t T v t t


 

 
      V V . (15) 

 

Набор       1, 0,x Tw      X      0 00 0,w w x   назовём τ-позицией  дис-

кретной динамической системы (10) – (13), а множество  

     1   W X         0 0 00 0 | 0,w w w x  W  – множеством всех допустимых  

τ-позиций. 
Качество рассматриваемого процесса управления на промежутке времени 

, 0,T T   будем оценивать выпуклым терминальным функционалом 
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      1

,
, ,:

T
T T     W U V  , значения которого на реализациях наборов 

            , · , · , ,u v T Tw      W U V  определяются следующим образом: 
 

            , 4
, · , · dT
u v x Tw x x T     . (16) 

Здесь     
, 1t T

u u t
 

  ,     
, 1t T

v v t
 

  ;       0; , , , ,xx T x T T u v    – финальное фа-

зовое состояние движения (фазовой траектории) динамической системы (10); 4
dx   – 

заданный вектор, определяющий желаемое финальное фазовое состояние рассматрива-

емой системы; 
4

·  — евклидова норма в пространстве 4 ; 4 1:    — выпуклый 

функционал, определённый на финальных фазовых состояниях объекта управления. 
 

Постановка задачи минимаксного адаптивного управления 

Сформулируем вспомогательную задачу минимаксного программного терми-
нального управления [4] аппроксимирующей системой (10) – (13), (16). 

Задача 1. Для заданного целочисленного промежутка времени  , 0,T T T    и 

реализации τ-позиции       , xw     W  в управляемой динамической системе 

(10) – (13), (16) требуется найти множество     ( ) , , ,e T w T  U U  программных 

управлений         ( )

, 1
· ,ee

t T
tu u T




 
 U , удовлетворяющих условию минимакса [4]: 

 

 

                   
               

   
        

       
      

, 1

γ , ,τ,

,, ,

, ,

, , γ , , max γ , ,

| , ,

min max γ , , ,

e e e e

t T

e e e e

T Tv T

Tu T v T

T w

c T w w u v w u v

u u u t T

w u v



 

 





 

  



 

 

   



      

   

  

V

U V

U U

 (17) 

 
которое будем называть множеством минимаксных программных управлений, а число 
    , ,ec T w    будем называть минимаксным или оптимальным гарантированным ре-

зультатом для этой задачи. 
Сформулируем содержательно задачу минимаксного адаптивного терминального 

управления рассматриваемой динамической системой (10) – (13), (16).  

На промежутке времени 0,T  необходимо сформировать управление 

      1 0, 1
·

t T
u u tt

 
 U  системой (10) с ограничениями (11) – (13) как стратегию адап-

тивного (по принципу обратной связи) терминального управления, использующую 
полную информацию о её t-позиции     ) ,(w t t x t t W  в каждый момент времени 

0, 1t T   так, чтобы к концу процесса управления функционал 
0,T
 , определяемый со-

гласно (16), принимал наименьшее возможное значение при условии, что значения 

возмущения       0, 1
· 0,

t T
v v t T

 
 V  могут быть наихудшими, то есть максимизи-

рующими данный функционал. 
Для формализации приведённой цели адаптивного управления введём ряд опре-

делений. Допустимой стратегией адаптивного терминального управления расходом 
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топлива ДУ ЖРН aU  для дискретной динамической системы (10) – (13), (16) на проме-

жутке времени 0,T  будем называть отображение    1:a  U W U , которое каждому 

моменту времени 0, 1T    и реализации τ-позиции       ,w x    W  назначает 

множество     1a w  U U  управлений    1u  U . Множество всех допустимых 

стратегий адаптивного терминального управления расходом топлива ДУ ЖРН обозна-
чим как *

aU . 

Стратегией минимаксного адаптивного терминального управления системой  

(10) – (13), (16) на промежутке времени 0,T  будем называть такую реализацию специ-

фической стратегии       e e
a a aw   U U U ,       ,w x    W , 0, 1T   , из класса 

всех допустимых стратегий адаптивного терминального управления расходом топлива 
ДУ ЖРН *

aU , которая определяется следующими соотношениями: 

1) для всех 0, 1T    и τ-позиций           ,e ew x   W  

      0 00 0,ew x w   пусть 

 

              e e e e
a w w U U , (18) 

 

где множество       e ew U  определяется согласно (17) из решения Задачи 1, а именно: 

 

                                 1
, 1

τ | , · , , ;e e e e e e e

t T

e w u u u t T wu


    
 

   U U U    

 

для допустимых на промежутке 0,  реализаций управления 

      0, 1
0,

t
u u t  


 

  U  и возмущения       0, 1
0,

t
v v t  


 

  V : 

        0;0, , , ,ex x x u v      ; 

2) для всех 0, 1T    и τ-позиций    w  W  пусть 
 

       1
e

a w  U U , (19) 
 

и пусть           
0, 1

0,e e
a a

T
u u T




 
  U  и           

0, 1
0,e e

a a
T

v v T



 

  V  есть реализа-

ции соответственно управления и возмущения на промежутке времени T,0 , которые 

сформированы в результате использования стратегии  a

e

a UU )(  на этом промежутке 

времени, причём значения    1e
au T   и    1e

av T   удовлетворяют соотношению (17) 

при 1 T  и можно вычислить следующее число: 
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                       
       

             
           

1 1

00, 0, 1,

1,

,

1

0

11

,

1

0

, 1 , 1

min max 1 , 1 , 1

;0, , , , 0, , ,

, 1 ,e e e e e
a a a aT T T T

e e

T Tu T v T

e e
a

e a

T

a a

T

T T

T u T v T x T

x T T

w u v w T u v

w

x u v c T w

  


 



   

     

      

   

 



U V
 (20) 

 

где           1 1, 1 1e ew T T x T T     W ,            01 1;0, , , ,e e
a ax T x T T x u v     . 

Cформулируем следующую многошаговую задачу минимаксного адаптивного 
терминального управления расходом топлива ДУ ЖРН для аппроксимирующей дис-
кретной управляемой динамической системы (10) – (13), (16).  

Задача 2. Для заданного промежутка времени 0,T  и начальной позиции 

   0 00, 0w x W  в дискретной динамической системе (10) – (13), (16) требуется 

найти стратегию минимаксного адаптивного терминального управления 
       *e e
a a atw U U U ,       ,w t t x t t W , 0, 1t T  , которая удовлетворяет соот-

ношениям (18), (19), и число    , 00, ,e
ac T w  – минимаксный (оптимальный гарантиро-

ванный) результат, соответствующий реализации этой стратегии, путём реализации ко-
нечного числа только одношаговых операций. 

Нетрудно убедиться, что оптимальный гарантированный результат, полученный в 
результате решения Задачи 2, будет, по крайней мере, не хуже оптимального гаранти-
рованного результата, обеспечиваемого посредством решения Задачи 1. Отметим, что 
хотя Задача 2 является основной, но её решение и формализация базируются на реше-
нии Задачи 1.  

 
Алгоритмы решения Задачи 1 и Задачи 2 

При решении сформулированной Задачи 1 используются результаты работ [4–7], 
а также аппарат построения и анализа ОД линейных управляемых динамических си-
стем, широко применяемый в теоретических и прикладных задачах [4–6; 9–11]. 

Введём необходимое определение обобщённой ОД для системы (10) – (13)  [4]. 
Определение 1. Обобщённой ОД линейной дискретной управляемой динамиче-

ской системы (10) – (13) при фиксированном допустимом программном управлении 

      * *

, 1
· ,

t T
u u t T




 
 U  на момент времени T, соответствующей набору 

    *, ·X u , где    00X x , называется множество вида: 

 

 
                      

       

* 4 *

1

, , · ; | 1 ,

, 1, ,

,

.

X u T x T x T x t A t x t B t u t D t v t

t tT x X v t

 

  

     

   

G

V


(21) 

 
В силу принятых предположений о том, что множества в ограничении (13) отно-

сятся к классу многогранников, в [4; 5] было показано, что множество, описывающее 
обобщённую ОД такой динамической системы, также будет принадлежать к этому 
классу. 

Приведём описание общего рекуррентного алгебраического метода [4; 5] для по-
строения обобщённых ОД рассматриваемой аппроксимирующей системы. 

Алгоритм 1. (Общий рекуррентный алгебраический метод построения ОД). 



                     Авиационная и ракетно-космическая техника 

137 

1. Инициализация:     X x  ,       * *

, 1
· ,

t T
u tu T




 
 U . 

2. Для всех , 1t T   последовательно выполнить 

    1V t t Vert Vex ; 

              
    

* ;1

1 .1

X t A t X t B t u V tt D t

XX t t 

   

RemoveRedundancy
 

3. Закончить. 
Операции Vertex и RemoveRedundancy в алгоритме обозначают соответственно 

выделение вершин приведённого внутри скобок многогранника и решение задачи 
нахождения крайних точек для приведённого внутри скобок множества точек (форми-
рование неизбыточного вершинного описания многогранника), которая решается как 
задача линейного математического программирования способом, предложенным в [6]. 
Операция суммирования множеств в данном алгоритме понимается как геометрическая 
сумма этих множеств и обозначена знаком  .  

Учитывая сказанное выше и результаты работ [4–6], алгоритм решения Задачи 1 
минимаксного программного терминального управления расходом топлива ДУ ЖРН 
можно свести к следующей алгоритмической последовательности. 

Алгоритм 2. (Минимаксное программное терминальное управление). 
1. Упорядочение по возрастанию натурального индекса j конечного множества 

( , )TU , состоящего из N допустимых программных управлений 
          

,
,j j

t T
u u t T





  U  (формирование множества       

1,
, j

j N
T u t


U ). 

2. Построение обобщённых ОД       , , ;jX u T  G  при фиксированных допу-

стимых управлениях    ju   для всех 1,j N  (Алгоритм 1). 

3. Формирование подмножества    , ,T T U U  разрешённых программных 

управлений           
,

,i i

t T
u u t T





  U  , 1,i M  посредством удаления из множества 

 ,TU  допустимых программных управлений           
,

,j j

t T
u u t T





  U , обоб-

щённые ОД которых нарушают ограничения (11) для любого 1,t T  , и упорядоче-

ние по возрастанию натурального индекса i множества  ,TU . 

4. Формирование фасетного описания (в виде систем линейных алгебраических 

равенств и неравенств) многогранников        , , ;ix u T  G  , 1,i M , например, с 

помощью модификации метода двойного описания [12], предложенной в [4]. 

5. Оптимизация функционала (16) на множестве        , , ;ix u T  G   для всех 

1,i M  методами выпуклого математического программирования, то есть нахождение 
следующего значения функционала: 

 

 

            
   

        

        
     

, , ,,

44, , ;

, max ,

ma

, ,

,x
i

i i e i

T T Tv T

e

d d
x T x u T

u uw v w v

x T x x T x

  

 

    
 

 

     





 

V

G


 (22) 
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где           ; , , ,, ix T x T T x vu    ;               ; , , , ,e i ex T T T x vux      (решается, 

например, с помощью метода Зойтендейка [13]). 

6. Нахождение множества     , ,e T w U  минимаксных программных терми-

нальных управлений и гарантированного результата управления     , ,ec T w    по-

средством решения следующей конечной задачи дискретной оптимизации: 

 

              
       

           , , ,1,, ,

, , | , ,

min max , min .,

e e e

i e

T T Ti Mu T v T

T w

u

u u T

w v   

  

   
   

   

   
U V

U U


 

 (23) 

 
Используя Алгоритм 2, опишем решение основной Задачи 2 также в виде алго-

ритма. Пусть в дискретной динамической системе (10) – (13), (16) на промежутке вре-

мени 0,  реализовались управление       0, 1
0,

t
u u t  


 

  U  и возмущение 

      0, 1
0,

t
v v t  


 

  V . Тогда для 0, 1T    минимаксная адаптивная терминаль-

ная стратегия ( ) *e
a aU U  формируется путём реализации следующей конечной последо-

вательности операций. 
Алгоритм 3. (Минимаксное адаптивное терминальное управление). 

1. Для допустимых на промежутке 0,  реализаций управления 

      0, 1
0,

t
u u t  


 

  U  и возмущения       0, 1
0,

t
v v t  


 

  V  формирование      

τ-позиции           ,e ew x   W  (      0 00 0,ew x w  ), где 

        0;0, , , ,ex x x u v      . 

2. Решение Задачи 1, то есть вычисление множества минимаксных программных 

терминальных управлений       , ,e eT w U  вида (22) и гарантированного результата 

        
,

, ,e e e

T
c T w     на промежутке времени ,T  (Алгоритм 2). 

3. Вычисление множества                1
e e e e

a a ww    U U U  по формуле (18). 

4. Выбор любого управления           e e e
a au w U . 

5. Вычисление по уравнениям нелинейной системы (1), (2) (τ+1)-позиции системы 

                    01 1, 1 , 1 1; , 1, , ,e e e e
a aw x x x x u v                , 

где    1av  V  есть допустимая реализация возмущения в момент времени   (либо 

формирование её любым другим доступным способом). Например, если процедура реа-
лизуется на реальной ЖРН, то информация о ( +1)-позиции может быть получена пу-
тём обработки информации с датчиков уровней и расходомерных датчиков окислителя 
и горючего. 

6. Осуществление перехода к пункту 1, если 2T   , в противном случае – к 
пункту 7. 

7. Вычисление согласно (20) оптимального гарантированного (минимаксного) ре-

зультата решения Задачи 2    , 00, ,e
ac T w , соответствующего реализациям управления 

          
0, 1

0,e e
a a

t T
u u t T

 
  U  и возмущения       0, 1

0,a a t T
v v t T

 
  V , которые яв-
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ляются результатом использования стратегии минимаксного адаптивного терминально-

го управления       e e
a a aw   U U U  на промежутке времени 0,T , где 

          0;0, , , ,e e
a ax T x T T x u v   . 

Отметим, что предложенный алгоритм решения Задачи 2 – минимаксного адап-
тивного терминального управления расходом топлива ДУ ЖРН – сводится к реализа-
ции только конечного числа операций – решения задач: конечной дискретной оптими-
зации, конечного числа систем линейных алгебраических равенств и неравенств, опе-
раций над выпуклыми многогранниками. 

 
Модельный пример 

Предлагаемый метод решения Задачи 1 и Задачи 2 апробирован на модельном 
примере, иллюстрирующем решение задачи минимаксного адаптивного терминального 
управления расходом топлива ДУ третьей ступени ЖРН «Союз-2-1б». 

Работа ДУ ЖРН рассматривается на отрезке времени  10 ,  , где 0  – время нача-

ла установившегося режима функционирования ДУ, 1  – время выключения ДУ. В 

топливные баки окислителя и горючего заправлено нештатное количество топлива –

0.o oM M  и 0. ffM M  соответственно. Турбонасосный агрегат и дроссельная за-

слонка изначально выставлены на отклонённый от номинального коэффициент соот-
ношения массовых расходов компонентов топлива K K . Вал привода дросселя в 
каждый момент времени может занимать одно из девяти фиксированных положений, 
составляющих конечное множество в ограничении управляющего воздействия (12). 
Требуется к моменту времени 1  (терминальное управление) одновременно израсходо-

вать окислитель и горючее в топливных баках. При этом для обеспечения безопасной 
работы ДУ запрещается отклонять коэффициент соотношения массовых расходов ком-
понентов топлива больше чем на 7% от номинального значения K (ограничение (11)). 

Для решения этой задачи используется исходная нелинейная дискретно-
непрерывная математическая модель (1) – (6), достаточно точно описывающая динами-
ку установившегося режима работы ДУ. Значения параметров данной модели приведе-
ны в табл. 1. 

 
Таблица 1. Значения параметров нелинейной системы 

I, с P, тс K 0.oM , кг 0. fM , кг 
oM , кг fM , кг K  

360 30.24 2.5 18000 7200 100 –50 –0.075 

0c  1c  2c  3c  4c  5c  0 , с 1 , с 

10 0.01 –6700 900 –15 –12 0 300 
 
В соответствие исходной нелинейной дискретно-непрерывной модели ставится 

новая модель, которая формируется путём линеаризации относительно опорной траек-
тории (7) и дискретизации с шагом, равным заданному числу управляющих воздей-
ствий ( 4T  ). При этом предполагается, что моменты времени переключения управ-
ляющего воздействия в системе (1) – (6) совпадают с целочисленными значениями 

промежутка времени 0, 1 0,3T   . Тогда сформированная аппроксимирующая модель 
(10) имеет следующий вид: 

 

       1 , 0,3x t Ax t Bu t Dv t t     . 
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Здесь            4
1 2 3 4, , ,x t x t x t x t x t  ;  1x t  – массовый расход окислителя;  2x t  

– масса окислителя в баке;  3x t  – массовый расход горючего;  4x t  – масса горючего 

в баке; фазовый вектор системы с учётом условия безотказной работы ДУ (11) для всех 

0,4t   ограничен многогранником вида 

           1 1 2 3 462.5, 20000, 23 25, 8000 ;57.5 30 30 xt x t tx tt x        X  

 u t  – скалярное управляющее воздействие, обозначающее фиксированные положения 

вала привода дроссельной заслонки, принимающее свои значения из конечного множе-

ства  1 0.25; 0; 0.25; 0.5; 0.75; 1}, 0,3;{1;0.75;0.5;t t     U   v t  – погрешность 

формирования аппроксимирующей модели, принимающая свои значения из множества: 

         2
1 1 20.06 0 ;,| 0.06, 0.06 0,3.06vt v tt t v t        V   начальное фазовое 

состояние    T

00 181 ;5 29. .134 1; 00 4 385; 7 50x x   (расчётная изначальная несинхрон-

ность 12.9конt  с); матрицы A, B и D принимают значения: 
 

1 0 0 0 1.064 1 0

75 1 0 0 0 0 0
, , .

0 0 1 0 0.534 0 1

0 0 75 1 0 0 0

A B D

     
            
      
     

     

 

 
Качество процесса управления оценивается значениями выпуклого терминально-

го функционала в финальный момент времени 4T  : 
 

                   2 2 2 2 2

1 2 3 4 2 360 24 ,x xx T x T T T x T T Kx Tx       

 
в котором первые четыре слагаемые под квадратным корнем обозначают отклонение от 

номинального (желаемого) финального состояния  T
60; 0; 24; 0dx  , а пятое слагаемое 

отвечает за «одновременность» окончания компонентов топлива. 
Сначала рассмотрим решение задачи в постановке минимаксного программного 

терминального управления для упрощённой системы (Задача 1), которое реализовано с 
помощью Алгоритма 2. В качестве решения сформировано множество минимаксных 

программных терминальных управлений     0, , 0e T wU , состоящее из одного допу-

стимого программного управления           
0,3

51,· 1, 0.75, 0.2e e

t
tu u


   , с опти-

мальным гарантированным результатом решения Задачи 1 не хуже, чем 
   0 115.790, ,ec T w  . При использовании найденного управления    ·eu  в исходной 

модели финальное фазовое состояние принимает значение 

   T

1 60.26; 22.6; 23.86; 5x   , в котором значение показателя качества равно 

  1 25.295x   . Таким образом, если использовать минимаксное программное 

управление    ·eu , в баках окислителя и горючего останется по 22.6 кг и 5 кг соответ-

ственно, а несинхронность окончания компонентов топлива составит 0.17конt   с.  
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Далее рассмотрим решение задачи в постановке адаптивного минимаксного тер-
минального управления исходной системой (Задача 2), реализованное с помощью Ал-
горитма 3. Результатом применения минимаксной адаптивной стратегии ( )e

aU  стало 

множество управлений       e e
a w tU , состоящее из допустимого на промежутке време-

ни 4,0  управления            
0,3

· 0.5, 0.25, 11,e e
a a

t
u u w t


   , гарантирующего резуль-

тат решения Задачи 2 не хуже, чем    , 0 22.60, , 58e
ac T w  . При подстановке найденного 

управления    ·e
au  в исходную модель финальное фазовое состояние принимает значе-

ние    T

1 60; 20.3; 24; 4.5x   , в котором показатель качества равен   1 22.657x   . 

Таким образом, при использовании стратегии минимаксного адаптивного управления в 
баках окислителя и горючего остаётся по 20.3 и 4.5 кг соответственно, а несинхрон-
ность составит 0.15конt   с. 

На рис. 1 представлены проекции фазовых траекторий исходной модели, порож-

дённые найденным минимаксным программным терминальным управлением    ·eu  и 

стратегией минимаксного адаптивного терминального управления ( )e
aU . В табл. 2 све-

дены результаты применения найденных минимаксных программного и адаптивного 
управлений к исходной модели (1) – (6), а также их результаты для наихудшего случая 
в упрощённой модели. На рис. 2 показаны графики изменения параметра несинхронно-
сти конt  при решении Задачи 1 и Задачи 2. 

Из результатов моделирования можно сделать вывод, что стратегия минимаксно-
го адаптивного терминального управления при её использовании для управления про-
цессом расхода топлива ДУ третьей ступени ЖРН «Союз-2-1б» обеспечивает опти-
мальный гарантированный (минимаксный) результат не хуже, чем результат управле-
ния в соответствующей линейной дискретной системе при возможных наихудших реа-
лизациях возмущений (погрешностей аппроксимации модели). 

 

 
 

Рис. 1. Фазовые траектории (слева – бак окислителя, справа – горючего) при решении Задачи 1 
и Задачи 2: штриховая линия – опорная траектория; штрихпунктирная линия – траектория 
исходной системы при минимаксном программном терминальном управлении; сплошная линия 
– траектория исходной системы при минимаксном адаптивном терминальном управлении 
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Таблица 2. Результаты моделирования 

 Управление 
 1x T , 

кг/c 

 2x T ,  

кг 

 3x T ,  

кг/c 

 4x T ,  

кг 

  Ф x T  

 
конt  

 

Опорная  
траектория 

  0refu t   60 0 24 0 0 0 

Упрощённая 
модель 

   ·eu  60.08 47.7 24.09 –22.2 115.79 1.71 

   ·e
au  59.82 20.3 23.91 4.5 22.658 0.15 

Исходная  
модель 

   ·eu  60.26 22.6 23.86 5 25.295 0.17 

   ·e
au  60 20.3 24 4.5 22.657 0.15 

 

 
Рис. 2. Изменение параметра несинхронности конt :  

штриховая линия — минимаксное программное управление;  
сплошная линия — минимаксное адаптивное управление 

 
 

Заключение 

Исследована нелинейная дискретно-непрерывная управляемая система, описыва-
ющая динамику расхода топлива ДУ ЖРН, которая путём линеаризации относительно 
опорной траектории и дискретизации преобразована в соответствующую ей линейную 
дискретную управляемую динамическую систему. Задача оптимизации управления 
расходом топлива ДУ ЖРН сформулирована как задача минимаксного адаптивного 
терминального управления линейной дискретной динамической системой с выпуклым 
функционалом качества. 

Сформулированная многошаговая задача минимаксного адаптивного терминаль-
ного управления расходом топлива ДУ ЖРН решается путём реализации конечной по-
следовательности решений только одношаговых задач линейного и выпуклого матема-
тического программирования, дискретной оптимизации, конечных систем линейных 
алгебраических равенств и неравенств, а также выполнения операций над выпуклыми 
множествами. На основе описанного метода решения рассматриваемой задачи разрабо-
тан соответствующий численный алгоритм и получены результаты моделирования для 
задачи терминального управления расходом топлива ДУ третьей ступени ЖРН  
«Союз-2-1б». 
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Результаты моделирования демонстрируют как эффективность общего рекур-
рентного алгебраического метода построения ОД линейных дискретных управляемых 
динамических систем, используемого при решении вспомогательной задачи минимакс-
ного программного терминального управления, так и предлагаемый численный алго-
ритм для решения задачи минимаксного адаптивного терминального управления. Ре-
зультаты позволяют сделать вывод о возможности применения предлагаемой методики 
при разработке систем управления расходом топлива ДУ ЖРН. 
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The paper provides mathematical formalization and a method of solving the problem of minimax 
(guaranteed) closed-loop terminal control of fuel consumption of a liquid-propellant launch vehicle 
power plant. The initial discrete-continuous nonlinear model of the controlled object is linearized along 
the given reference phase path and is approximated by a linear discrete-time multistep dynamical 
system. The approximated system includes the state vector, the control vector and the disturbance 
vector that defines the error of formation of the approximated model. Taking into account the 
geometrical constrains of control and disturbance vectors in the approximated system, we formulate 
the main problem of minimax closed-loop terminal control of propellant consumption of the launch 
vehicle’s propulsion system. This problem consists in solving a number of auxiliary tasks of minimax 
open-loop terminal control. To solve each of these tasks we use an instrument of development and 
analysis of generalized attainability domains of the approximated linear discrete dynamical system. 
These techniques are implemented by modifying the general recurrent algebraic method. To solve the 
problems under consideration we propose an approach and an appropriate numerical algorithm that is 
reduced to the implementation of a finite sequence of only one-step algebraic and optimization 
operations. The efficiency of the proposed approach to solving the problem under consideration is 
demonstrated and verified by a computer simulation example. This simulation example consists in 
controlling the process of propellant consumption for “Soyuz-2.1b” launch vehicle’s third stage 
propulsion system. 

Launch vehicle; propulsion system; closed-loop control; propellant consumption control; minimax; 
guaranteed control; robust control. 
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