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Введение. Постоянное существование
задач сверхвысокой сложности: задачи про-
ектирования сложных систем; задачи опти-
мизационного плана развития экономики
страны или отдельного региона, сооружений,
технологических процессов; задачи эффек-
тивного использования спутников Земли для
развития народного хозяйства и др., харак-
теризуются большой размерностью, десятка-
ми сотен и миллионов независимых перемен-
ных и соответствующих ограничений. Ука-
занные задачи можно эффективно решать,
используя идеи распараллеливания сложных
вычислительных процессов и обработки
больших объёмов данных и знаний с помо-
щью параллельных многопроцессорных си-
стем (МС) и вычислительных комплексов
(ВК), “объединяя в единое целое сведения из
таких областей, как архитектура компьюте-
ров и вычислительных систем, системное
программирование и языки программирова-
ния, различные методы обработки информа-
ции” [1]. Принципы параллельной органи-
зации сложных процессов являются не толь-
ко одним из универсальных способов дос-
тижения высокой производительности и на-
дёжности вычислительных средств, они при-
сущи системам управления, операционным
системам, системам автоматизированного
проектирования, промышленным процес-
сам, конвейерным линиям и т. д. В этой свя-
зи возникает необходимость новых принци-
пов организации вычислений и распределе-
ния ресурсов, создания эффективного аппа-

ратного и программного обеспечения, опти-
мального планирования и распределения
вычислительных процессов [2]. При этом
особую актуальность приобретают задачи
эффективного управления множеством про-
цессов, имеющих доступ к общим ресурсам,
в том числе к программным. Математичес-
кая постановка такого рода задач была пред-
ложена и исследована ранее в работах [2–5].

В настоящей статье решена задача оп-
ределения временных характеристик процес-
сов вычислений, конкурирующих за про-
граммный ресурс при параллельной распре-
делённой обработке в случае ограниченного
параллелизма [2], и предложен метод нахож-
дения минимального числа процессоров,
обеспечивающих директивное время выпол-
нения заданных объемов вычислений. Вви-
ду дискретного и комбинаторного характера
математических задач параллельного про-
граммирования определённый прогресс на
пути их решения был достигнут за счёт при-
менения математического аппарата и мето-
дов дискретных систем и дискретной опти-
мизации, теории расписаний и сетевых гра-
фов, теории алгоритмов и множеств, алгеб-
ры матриц и др.

1. Основные понятия и определения.
Как и в [2–4], процесс будем рассматривать
как последовательность блоков s,...,Q,QQ 21 ,
для выполнения которых используется мно-
жество процессоров. При этом процесс бу-
дем считать распределённым, если все бло-
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ки или часть из них выполняются на разных
процессорах. Процессы, которые для уско-
рения выполнения обрабатываются парал-
лельно, взаимодействуя путём обмена инфор-
мацией, будем называть кооперативными или
взаимодействующими процессами. Последо-
вательность программных блоков, которую
процессорам необходимо выполнять много-
кратно, будем называть программным ресур-
сом PR, а множество соответствующих про-
цессов – конкурирующими.

Математическая модель системы рас-
пределённой обработки конкурирующих про-

цессов включает в себя [4]: 2, ≥ss  – число
блоков линейно-структурированного про-
граммного ресурса ),...,,( 21 sQQQPR = ;

2, ≥nn  – число распределённых относи-
тельно PR конкурирующих процессов;

2, ≥pp  – число процессоров многопроцес-

сорной системы; матрицу ][ ijtT =  времен вы-
полнения j–х блоков i–ми конкурирующими

процессами ni ,1= , sj ,1= ; ε  – время, ха-а-
рактеризующее дополнительные системные
расходы по организации структурирования и
параллельного использования блоков PR.

Определение 1. Распределённая систе-
ма n взаимодействующих конкурирующих
процессов называется неоднородной, если
времена выполнения блоков PR зависят от
объёмов обрабатываемых данных и/или их
структуры, т.е. разные для разных процессов.

Так же, как и в [3, 4], будем считать,
что взаимодействие процессов, процессоров
и блоков линейно-структурированного про-
граммного ресурса подчинено следующим
условиям: 1) ни один из блоков PR не может
обрабатываться одновременно более чем од-
ним процессором; 2) ни один из процессо-
ров не может обрабатывать одновременно
более одного блока; 3) обработка каждого
блока осуществляется без прерываний;
4) распределение блоков программного ре-
сурса по процессорам МС для каждого из
процессов осуществляется циклически по

правилу: блок с номером ikpj += , sj ,1= ,

pi ,1= , 0≥k  распределяется на процессор

с номером i; 5) отсутствуют простои процес-
соров при условии готовности блоков, а так-
же невыполнение блоков при наличии про-
цессоров; 6) для каждого из n процессов
момент завершения выполнения j–го блока
на i–м процессоре совпадает с моментом
начала выполнения следующего )1( +j –гоо

блока на )1( +i –м процессоре, 1,1 −= pi ,

1,1 −= sj ; 7) для каждого из блоков структу-
рированного программного ресурса момент
завершения его выполнения l–м процессом
совпадает с моментом начала его выполне-
ния )1( +l –м процессом на том же процес-

соре, 1,1 −= nl .
Асинхронный режим взаимодействия

процессоров, процессов и блоков предпола-
гает отсутствие простоев процессоров МС
при условии готовности блоков, а также не-
выполнение блоков при наличии процессо-
ров и определяется условиями 1–5.

Условия 1–4, 6 определяют первый син-
хронный режим, обеспечивающий непрерыв-
ное выполнение блоков PR внутри каждого
из процессов.

Второй синхронный режим, определя-
емый условиями 1–4, 7, обеспечивает непре-
рывное выполнение каждого блока всеми
процессами.

2. Неоднородные распределённые
конкурирующие процессы в асинхронном
режиме. В [5] для вычисления минимально-
го общего времени ),,,( εsnpT ас

н  выполнения

2≥n  неоднородных распределенных конку-
рирующих процессов, использующих струк-
турированный на 2≥s  блоков программный
ресурс в многопроцессорной системе с 2≥p
процессорами с учётом параметра 0>ε  в
случае неограниченного параллелизма
( ps ≤≤2 ), был использован функционалл
задачи Беллмана–Джонсона, который имеет
вид:
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где εε += ijij tt , ni ,1= , sj ,1= ,

а 121 ...,,, −suuu  – целые положительные чис-
ла.

Было также предложено графоаналити-
ческое решение задачи определения

),,,( εsnpT ас
н . По заданным n, s и матрице
времён выполнения блоков программного

ресурса с учётом параметра ε  ][ εε
ijtT = ,

ij ijt tε ε= + , 1i ,n= , 1j ,s=  построен сетевойой

вершинно-взвешенный граф 1
acG , который

содержит ns вершин, расположенных в уз-
лах прямоугольной n s× –решетки (рис. 1).
Каждой вершине графа 1

acG  соответствует

значение ijtε , 1i ,n= , 1j ,s= , причём 11tε  – на-

чальная вершина, nst ε  – конечная. Дуги в гра-

фе 1
acG  отражают линейный порядок выпол-

нения блоков jQ , 1j ,s=  программного ре-
сурса каждым из процессов, а также линей-
ный порядок использования одних и тех же
блоков разными процессами.

Теорема 1. Минимальное общее время
выполнения n ( 2n ≥ ) неоднородных распре-

делённых конкурирующих процессов, исполь-
зующих структурированный на s ( 2s ≥ ) бло-
ков программный ресурс с временами выпол-
нения блоков, задаваемыми матрицей

ijT [ t ]ε ε= , 1i ,n= , 1j ,s= , в многопроцессор-ор-

ной системе с p ( 2p ≥ ), процессорами в
асинхронном режиме в случае 2 s p≤ ≤  оп-
ределяется длиной критического пути в се-
тевом вершинно–взвешенном графе 1

acG  из

начальной вершины 11tε  в конечную nst ε .
Рассмотрим случай ограниченного па-

раллелизма, т.е. когда s p> , s kp r= + , 1k ≥ ,
1 r p≤ < . Для вычисления общего времени
выполнения множества распределённых нео-
днородных конкурирующих процессов в
асинхронном режиме всё множество блоков
разобьём на 1k +  группу по p блоков в каж-
дой, за исключением 1k + –й группы, кото-
рая будет содержать r блоков. На рис. 2 пред-
ставлен пример диаграммы Ганта, которая
отражает выполнение n = 4 неоднородных
распределённых конкурирующих процессов,
использующих структурированный на s = 8
блоков PR в МС с p = 3 процессорами. Вре-
мена выполнения блоков линейно–структу-

Рис. 1. Сетевой вершинно–взвешенный граф 1
acG
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рированного программного ресурса простав-
лены над соответствующими блоками. Оче-
видно, что если выполнение очередной груп-
пы из p блоков начинать только после пол-
ного завершения выполнения предыдущей
группы, то общее суммарное время выпол-
нения всех n процессов в этом случае будет
определяться как сумма длин критических
путей в каждой из подряд идущих несовме-
щенных диаграмм Ганта, задаваемых прямой

суммой матриц lT ε , 1 1l ,k= + . Однако этоо
время можно существенно сократить, если
воспользоваться приёмом совмещения пос-
ледовательных диаграмм Ганта по оси вре-
мени справа налево. Причём совмещение
осуществляется поблочно, начиная со второй
диаграммы, на максимально возможную ве-
личину таким образом, чтобы не нарушались
технологические условия, определяющие
асинхронный режим взаимодействия процес-

сов, процессоров и блоков. В результате со-
вмещения получим результирующую совме-
щённую диаграмму Ганта (рис. 3).

Полученная структура результирующей
совмещённой диаграммы Ганта будет полно-
стью определяться матрицей *T  (1) и состо-
ять из подматриц 1 2 1kT ,T ,...,Tε ε ε

+  размерностью

n p×  каждая. При этом подматрицы lT ε ,

1 1l ,k= +  в результирующей матрице *T  рас-
полагаются таким образом, чтобы не нару-
шался характер взаимодействия как блоков
PR, выполняемых одним и тем же процес-
сом, так и блоков, выполняемых на одном и
том же процессоре. Первая строка матрицы

*T  будет состоять из подматриц lT ε ,

1 1l ,k= + , что отражает характер  взаимодей-
ствия блоков программного ресурса внутри
каждого из n процессов:
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Рис. 3. Совмещенная диаграмма Ганта

Рис. 2. Несовмещенная диаграмма Ганта
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В матрице (1) очередная строка полу-
чается соответствующим смещением подмат-

риц lT ε , 2 1l ,k= +  справа налево на макси-
мальную величину, сохраняющую линейный
порядок выполнения блоков программного
ресурса на одном и том же процессоре.

С учётом того, что все подматрицы lT ε ,

2 1l ,k= +  имеют одну и ту же размерность
n p× , величина смещения на каждом шагее
будет равна p. Элементы смещённой на каж-
дом шаге матрицы заполняются нулями. Вы-
полнив таким образом k шагов смещений,
получим структуру результирующей матри-
цы *T . Отметим, что результирующая
матрица *T  будет иметь размерность

1 1( k )n ( k )p+ × + . Матрица *T  будет блоч-ч-
ной, симметричной, верхне-диагональной
относительно второй диагонали типа Ганке-
левой порядка k+1 [2]. По весам, задаваемым
матрицей *T , строится сетевой вершинно–

взвешенный граф 2
асG . Вершины этого гра-

фа расположены в узлах прямоугольной
1 1( k )n ( k )p+ × + –решётки. Как и в случае

s p≤ , общее время ас
нT ( p,n,s kp r , )ε= + вы-

полнения n неоднородных распределённых
конкурирующих процессов определяется
длиной критического пути из начальной вер-

шины 11tε  в конечную 1 1( k )n,( k ) ptε
+ + . Имеет мес-с-

то теорема.
Теорема 2. Минимальное общее время

ас
нT ( p,n,s, )ε  выполнения n ( 2n ≥ ) неодно-

родных распределённых конкурирующих про-
цессов, использующих линейно структуриро-
ванный на s ( 2s ≥ ) блоков программный
ресурс с временами выполнения блоков,

задаваемыми матрицей ijT [ t ]ε ε= , 1i ,n= ,

1j ,s= , в многопроцессорной системе с
p ( 2p ≥ ) процессорами и дополнительными
системными расходами 0ε >  в асинхронномм
режиме в случае s kp r= + , 1k ≥ , 1 r p≤ <
определяется длиной критического пути из
начальной вершины 11tε  в конечную вершину

1 1( k )n ,( k ) ptε
+ +  сетевого вершинно–взвешенного

графа 2
асG .

3. Задача оптимизации числа процес-
соров при распределённой обработке. Не-
сомненно, время выполнения всех распреде-
лённых конкурирующих процессов

ас
нT ( p,n,s, )ε  будет существенно зависеть отт
количества имеющихся процессоров. Зада-
ча состоит в том, чтобы при заданных n, s, ε,

ij[ t ] , 1i ,n= , 1j ,s=  и заданного директив-
ного времени выполнения всех распределён-
ных конкурирующих процессов d найти ми-

нимальное число процессоров *p , обеспе-
чивающих директивное время выполнения.
Решение данной задачи рассмотрим для об-
щего случая асинхронного режима, т.е. ког-
да процессы являются неоднородными.

Введём в рассмотрение двумерный мас-
сив qM  переменной длины, составленный
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специальным образом из элементов матри-

цы ij[ t ]ε , где ij ijt tε ε= + , 1i ,n= , 1j ,s= , а

q, q N∈  – порядковый номер результирую-
щей матрицы времен выполнения блоков
(двумерного массива переменной длины

qM ).
Определение 2. Число процессоров МС

будем называть достаточным и обозначать
sp  при заданных n, s, если sp s= .

Обозначим через ас s
нT ( p ,n,s, )ε  мини-

мальное общее время выполнения множе-
ства конкурирующих  процессов при
достаточном числе процессоров sp , а

ас
нT ( p,n,s, )ε  – минимальное общее время
при исходном числе процессоров p. Имеет
место теорема.

Теорема 3. При заданных n, s, ε, ij[ t ] ,

1i ,n= , 1j ,s=  в случае достаточного

( sp s= ) и ограниченного ( p s< ) числа про-
цессоров МС имеет место соотношение

ас s ас
н нT ( p ,n,s, ) T ( p,n,s, )ε ε≤ .

Доказательство следует из того, что при
достаточном числе процессоров ( sp s= ) ми-

нимальное общее время ас s
нT ( p ,n,s, )ε  вы-

числяется как длина критического пути в се-
тевом вершинно–взвешенном графе 1

acG . А

при s p> , s kp r= + , 1k ≥ , 1 r p≤ <  мини-
мальное общее время T( p s,n,s, )ε< , со-
гласно теореме 2, определяется длиной кри-
тического пути в сетевом вершинно–взве-
шенном графе 2

асG , задаваемом матрицей
*T  специального вида (1) размерности

1 1( k )n ( k )p+ × + .
Ввиду того, что исходная матрица

ijT [ t ]ε ε= , 1i ,n= , 1j ,s=  входит в качествее
подматрицы в первую строку матрицы (1),
сетевой вершинно–взвешенный граф 1

acG ,

определяемый  матрицей ij[ t ]ε , 1i ,n= ,

1j ,s= , будет подграфом сетевого вершин-

но–взвешенного графа 2
асG , определяемогоо

матрицей (1). Так как длина критического
пути в сетевом подграфе 1

acG  данного графа
не может превышать длину критического
пути в самом сетевом графе 2

асG , то спра-
ведливо неравенство

ас s ас
н нT ( p ,n,s, ) T ( p,n,s, )ε ε≤ ,

что и требовалось доказать.
Следует также заметить, что в случае

s p< , согласно принятой модели, достаточ-
но использовать только s процессоров, а ос-
тальные p s−  не будут задействованы.

Теорема 3 является отправной точкой
для построения метода нахождения опти-
мального числа процессоров *p , обеспечи-
вающих директивное время d выполнения
неоднородных конкурирующих процессов
при распределённой обработке в условиях
асинхронного режима их взаимодействия.

Входные данные:
- 2p, p ≥  – заданное (исходное) чис-

ло процессоров;
- 2n, n ≥  – число конкурирующих нео-

днородных распределённых процессов;
- 2s, s ≥  – число блоков линейно-

структурированного программного ресурса;
- M – двумерный массив, содержащий

элементы исходной матрицы с учётом до-

полнительных системных расходов ε ij[ t ]ε ,

1i ,n= , 1j ,s= ;
- d – заданное (директивное) время

выполнения конкурирующих процессов.
Выходные данные:
- *p  – минимальное (оптимальное)

число процессоров, обеспечивающих выпол-
нение конкурирующих процессов за дирек-
тивное время d;

- qM  – двумерный массив, содержащий
результирующую матрицу времён выполне-
ния блоков программного ресурса вида (1);
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- q – порядковый номер результирую-
щей матрицы времён выполнения блоков
программного ресурса PR.

Метод.
Если ас s

нd T ( p ,n,s, )ε< , то полагаем

0*p = , т.е. директивное время выполнения
конкурирующих процессов d не может быть
реализовано в заданных условиях ни для ка-
кого числа процессоров.

Пусть ас s
нd T ( p ,n,s, )ε≥  и число про-

цессоров МС является ограниченным,
т.е. s p> . Тогда между d, ас s

нT ( p ,n,s, )ε ,
ас
нT ( p s,n,s, )ε<  возможны следующие слу-
чаи:

- если ас s ас
н нT ( p ,n,s, ) d T ( p,n,s, )ε ε≤ =

или ас
нd T ( p,n,s, )ε> , то нахождение *p  осу-у-

ществляется методом деления пополам от-
резка 2[ , p ] ;

- если ас * ас
н нT ( p ,n,s , ) d T ( p ,n,s , )ε ε≤ < ,

то нахождение *p  осуществляется методомм

деления пополам отрезка s[ p, p ] .

Пусть s p≤ . Тогда нахождение *p  осу-у-
ществляется методом деления отрезка

2 s[ , p ]  пополам.
Нетрудно подсчитать, что сложность

алгоритма нахождения оптимального числа
процессоров *p , базирующегося на пред-
ложенном методе, составляет величину

21O(( k )np log p )+  операций в худшем слу-
чае.

На рис. 4 приводится графическая
интерпретация зависимости величины

ас
нT ( p,n,s, )ε  от числа процессоров p, а так-

же указаны величины d, ас s
нT ( p ,n,s, )ε , *p  и

sp . Из рисунка видно, что величина *p  оп-
ределяется либо как точка пересечения пря-
мой d с дискретной линией, определяющей
зависимость ас

нT ( p,n,s, )ε  от p, либо как бли-
жайшая точка, которая находится ниже пря-
мой d.

Пример. Пусть p = 3, n = 3, s = 9, d =
= 48, а исходная матрица времён выполне-
ния блоков с учётом дополнительных систем-
ных расходов по организации структуриро-

Рис. 4. Зависимости ас
нT ( p,n,s, )ε  от числа процессоров
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вания и параллельного использования бло-
ков PR ε имеет вид

4 1 3 5 2 4 7 3 1
2 6 4 1 5 3 4 2 8
5 3 1 7 4 2 6 4 5

T Mε

 
 = =  
  

.

В данном случае достаточное число
процессоров 9sp = .

1. По исходной матрице M строим вер-
шинно-взвешенный граф 1

асG  (рис. 5) и на-

ходим величину 9 45ас s
нT ( p ,n,s, )ε= = .

По исходным данным p, n, s и M стро-
им результирующую матрицу *T  вида (1):

4 1 3 5 2 4 7 3 1
2 6 4 1 5 3 4 2 8
5 3 1 6 4 57 4 2

7 3 15 2 4 0 0 0
1 5 3 4 2 8 0 0 0
7 4 2 0 0 06 4 5

7 3 1 0 0 0 0 0 0
4 2 8 0 0 0 0 0 0
6 4 5 0 0 0 0 0 0

*

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ

ˆ

ˆT
ˆ ˆ ˆ

                        


        =              
     
     
     
          














 
 
 
 
 
 

.

С помощью этой матрицы находим ве-
личину 3 50ас

нT ( p ,n,s, )ε= = , которая и бу-
дет определять минимальное общее время
выполнения неоднородных распределённых
конкурирующих процессов в асинхронном
режиме на p = 3 процессорах. Оно совпадает
со значением времени выполнения процес-
сов в совмещенной диаграмме Ганта (рис. 6).

Учитывая, что

( 9, , , ) 45

48 ( 3, , , ) 50,

ас s
н

ас
н

T p n s d
T p n s

ε

ε

= = ≤ =

= < = =

рассмотрим отрезок [3,9].
2. Делением отрезка [3,9] пополам на-

ходим 1 6p =  и строим по заданным n, s и

полученному 1 6p =  результирующую матри-

цу 1M  вида (1):

1

4 1 3 5 2 4 7 7 1 0 0 0
2 6 4 1 5 3 4 2 8 0 0 0

5 3 1 7 4 2 6 4 5 0 0 0

7 7 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 2 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 4 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ
M

    
    
    
    

    =  
    
    
    
        

.

С помощью матрицы 1M  вычисляем

величину 1 6 45ас
нT ( p ,n,s, )ε= = . Так как

Рис. 5. Вершинно-взвешенный граф 1
асG
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1 6 45 48ас
нT ( p ,n,s, ) dε= = ≤ = , то рассмат-
риваем отрезок [3,6].

3. Находим величину 2 4p = , которая
является наименьшим целым полусуммы
чисел 3 и 6. Далее по заданным n, s и полу-
ченному значению 2 4p =  строим результи-

рующую матрицу 2M  вида (1):

2

4 1 3 5 2 4 7 7 1 0 0 0
2 6 4 1 5 3 4 2 8 0 0 0

5 3 1 7 5 0 0 04 2 6 4

2 4 7 7 1 0 0 0 0 0 0 0
5 3 4 2 8 0 0 0 0 0 0 0
4 2 6 4 5 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0 0

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

M

     
     
     
         
     
     =      
          
   
   
   
       0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  
  
   

 

.

С помощью матрицы 2M  вычисляем

величину 2 4 45ас
нT ( p ,n,s, )ε= =  (рис. 7). Та-

ким образом, директивное время d = 48 вы-
полнения n = 3 процессов реализуется при

2 4p = , т.к. 248 4 45ас
нd T ( p ,n,s, )ε= > = = ,

и не реализуется при p = 3, т. к. d = 48 <
< 3 50ас

нT ( p ,n,s, )ε= = . Следовательно, 4*p = .
Заключение. Предложенный метод

нахождения минимального числа процессо-
ров, обеспечивающих директивное время
выполнения заданных объёмов вычислений
в асинхронном режиме взаимодействия про-
цессоров, процессов и блоков программно-
го ресурса, является отправной точкой для
решения подобных задач для первого и вто-
рого синхронного режимов. Результаты, по-
лученные для одного структурированного
РR, могут быть использованы при решении
оптимизационных задач и в случае ограни-
ченного числа программных ресурсов, что
позволит установить взаимосвязи мульти-
конвейерной обработки с аналогичной обра-
боткой при одном программном конвейере,
провести математическое исследование эф-
фективности и оптимальности мультикон-
вейерной организации конкурирующих про-
цессов, вскрыть потенциальные возможно-
сти роста ускорения вычислений, выполнить
сравнительный анализ различных режимов
такой обработки.

Рис. 6. Совмещенная диаграмма Ганта
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The problem of specifying time characteristics of distributed processes competing for a program resource is
solved and a method of finding the optimum number of processors providing directive time of performing set volumes
of calculations is suggested.
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