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Введение
Существующие подходы к решению

задачи маршрутизации, такие, как метод вет-
вей и границ [1], алгоритм «ближайшего со-
седа», алгоритм Дейкстры [2], имеют облас-
ти притяжения (границы которых имеют оди-
наковый штраф) в виде круга или неподвиж-
ного эллипса [3] независимо от направления
движения летательного аппарата (ЛА). До-
полнительную сложность приобретает эта
задача при движении самих объектов, т.к.
необходимо планировать полёт в прогнози-
руемую упреждающую точку встречи.

В данной работе ставится задача мар-
шрутизации полёта с учётом динамики дви-
жения наземных объектов и полёта самого
ЛА, чтобы параметры области притяжения
менялись в зависимости от этого в текущий
момент времени.

Постановка задачи
Рассмотрим решение задачи планиро-

вания маршрута полёта при следующих до-
пущениях:

1. Задано множество контролируемых
точечных подвижных наземных объектов и
их координаты xj, zj в текущий момент вре-
мени. Заданы скорости Vцj и направления αцj
движения этих объектов, что затрудняет или
исключает попадание их части в план. Это
отличает данную постановку от классичес-
кой задачи коммивояжёра при попадании в
каждый объект.

2. Рассматривается движение ЛА толь-
ко в горизонтальной плоскости, когда теку-
щее состояние полёта характеризуется ли-
нейными координатами пути x, z, модулем
скорости V и углом α направления скорости.
Скорость V считается заданной и неизмен-

ной, при этом 1<=
V

V
K Цj

j .

3. Динамика бокового движения ЛА
при перелёте к объекту j может быть при-
ближённо описана дифференциальными
уравнениями, если пренебречь разницей в
длине пути по прямой и по дуге окружности
при перелёте в упрежденную точку:
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4. При боковом манёвре боковая пере-
грузка ЛА ограничена, что определяет задан-
ный минимальный радиус R окружности, по
которой доступен разворот ЛА.

5. Для достижения очередного объек-
та, не лежащего на линии прямолинейного
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полёта, осуществляется наведение методом
пропорциональной навигации. Процесс пе-
ресчёта нового угла подробно не рассматри-
вается.

6. В качестве критерия оптимальности
маршрута принято условие максимума чис-
ла контролируемых объектов за заданное
время Т, чему соответствует условие мини-
мума среднего времени перелёта от одного
объекта к другому и критерий
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Предложенное подынтегральное выра-

жение 
tV

r
f j

∆
=0  функционала (2) указывает,,

что в первом приближении при постоянной
скорости V без учёта динамики ЛА лучше
выбрать ближайший очередной объект на
минимальном расстоянии rj.

При перечисленных допущениях требу-
ется сформировать такой алгоритм маршру-
тизации, который с учётом ограничений при
боковом манёвре ЛА обеспечил бы наиболь-
шее число контролируемых объектов, пре-
имущественно расположенных по меняюще-
муся направлению полета.

Предложенный подход к решению
задачи с помощью динамического

программирования
Так как выбираемый маршрут есть ре-

зультат многошагового выбора очередного

объекта, а принятие решения на каждом шаге
кроме текущего штрафа в виде потерянного
времени ещё имеет последствия для будущих
шагов, наиболее подходящим методом опти-
мизации является динамическое программи-
рование [4]. Тогда, учитывая дискретный ха-
рактер альтернативных решений при выбо-
ре «куда лететь», уравнение Беллмана в час-
тных производных можно записать в виде
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где ε – функция Беллмана, Fj – функция теку-
щего риска с учётом последствий в будущем,
j – номер выбираемого объекта в текущий
момент времени. Например, это может быть
либо группа подвижных объектов впереди по
направлению полёта (j = 1.1, 1.2, 1.3, 1.4),
сзади (j = 2.1, 2.2, 2.3, 2.4), слева (j = 3.1, 3.2,
3.3, 3.4) или справа (j = 4.1, 4.2, 4.3, 4.4), как
показано на рис. 1.

Принципиальным отличием решаемой
задачи от принятого в методе аналитическо-

Рис. 1. Расположение 16 подвижных объектов в окрестности ЛА,
имеющих примерно одинаковую длину достигаемого пути
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го конструирования оптимальных регулято-
ров допущения о непрерывности управления
является то, что управление является альтер-
нативным (в частности, согласно рис. 1,
j = 1.1,1.2,…,4.4). Поэтому для приближён-
ного синтеза закона управления воспользу-
емся подходом [5], основанным на вычисле-
нии функции минимального риска Fj для раз-
личных альтернатив в ситуациях, близких к
границам переключения при отклонениях
«влево и вправо» от рабочей точки, в кото-
рой нельзя отдать предпочтения ни одной
альтернативе. Согласно этому подходу вы-
числение этих функций риска, называемых
ординатами риска Ci, осуществляется внача-
ле путём представления функции Беллмана
степенным рядом

1
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Затем, независимо от значений исход-
ных данных решаемой задачи, функции рис-
ка ),( τnj xF  представляются степенными по-
линомами того же порядка, что и функция
Беллмана ),( τε nx , а ординаты рискаа
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и коэффициенты βi, γi, ψik вычисляются в
предположении очевидного предпочтения
одной альтернативы перед другими в отдель-
ных точках пространства состояния, напри-
мер, в середине интервала в рабочей точке
xpi, а также на левой и правой границах ин-
тервала возможных значений переменных xi.
Это позволяет определить установившееся
значение этих коэффициентов при асимпто-
тическом поведении оптимальной системы
и довести решение задачи до конца, если при-
равнять ординаты риска друг другу:

.0
−+−+ === ikii ÑÑÑÑ (5)

Вычисление ординат минимального
риска в различных полётных ситуациях

Предварительные исследования показа-
ли, что применительно к данной задаче пред-
ставление функции Беллмана ε в квадратич-
ной форме недостаточно для получения адек-
ватного описания. Поэтому была взята сле-
дующая аппроксимация:
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где βi, γi, ψik, λ – искомые коэффициенты, а
последнее слагаемое λxzα содержит произ-
ведение трёх переменных. Тогда, найдя зна-

чения 
α
εεε
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zx  из (6) и подставив их в (3),

получим в общем виде формулу для вычис-
ления функций риска Fj(x,z,α):

,)(

)(

)(

)(

)(

)(

231333

231222

131211

231333

231222

131211

V
r

xzzx

V
r
z

xxz

V
r
x

zzx
tV

r

V
r

xzzx

V
r

zz
xxz

V
r

xx
zzx

tV
r

F

j

j

j

j

j

jj

j

j

j

j

j

jj
j

α
λψψαγβ

αλαψψγβ

αλαψψγβ

αα
λψψαγβ

αλαψψγβ

αλαψψγβ

∆
+++++

+
∆

+++++

+
∆

+++++
∆

=

=
−

+++++

+
−

+++++

+
−

+++++
∆

=

(7)

где ∆xj = xj – x, ∆zj = zj – z, ∆αj = αj – α –
приращения координат вектора текущего со-
стояния динамической системы.

Теперь можно приступить к вычисле-
нию ординат риска, задав в качестве рабо-
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чей точки положение ЛА, представленное на
рис. 1, когда расстояние до движущихся
объектов выбрано таким образом, что время
их достижения примерно одинаково, и
нельзя отдать предпочтение ни одной из аль-
тернатив. При этих допущениях координаты
рабочей точки равны x = x0; z = z0; α = 0, а
расстояния rj между ЛА и объектами взяты
кратными минимальному радиусу R и рав-
ными r1 = 8R, r2 = R, r3 = r4 = 4R. Это позволя-
ет вычислить первую ординату С0 как сред-
нее значение из 16 функций риска, возника-
ющих при перелёте ЛА в различных направ-
лениях:
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Нужно подчеркнуть, что при определе-
нии ординаты C0, как и последующих орди-
нат, вычисление пути в упреждённую точку
встречи с выбранным подвижным объектом
проводилось при гипотезе управления полё-

том с помощью метода пропорциональной
навигации.

Теперь рассмотрим полётные ситуации
при отклонениях от рабочей точки.

При x = x0 + ∆x1 = x0 + R минимальный
штраф будет при полёте ЛА к объекту 1.1, а
при x = x0 - ∆x2 = x0 - 9R лучше лететь к объек-
ту 2.4. Поэтому
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Различные по модулю отклонения ∆x1
и ∆x2 были взяты для того, чтобы направле-
ние полёта ЛА было одинаково – вперёд. Ил-
люстрация полётных ситуаций представле-
на на рис. 2.

Зададимся теперь отклонениями ∆z по
второй координате z. При z = z0 + ∆z мини-
мальный путь ЛА будет при полёте к объек-
ту 3.2, а при z = z0 – ∆z – при полёте к объекту
4.2. Поэтому при ∆z = R получим

Рис. 2. Иллюстрация полётных ситуаций при поочерёдных отклонениях по x и z от рабочей точки
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Иллюстрация для оценок ординат +
2С

и −
2С  представлена на рис. 3.
Рассуждая аналогичным образом, мож-

но вычислить остальные ординаты C3, C12,
C13, C23, C123, которые после приравнивания

друг другу позволяют вычислить коэффици-
енты функции Беллмана:
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Нужно подчеркнуть, что во все эти фор-
мулы входят параметры V и R, характеризу-
ющие свойства ЛА, и характеризующие вне-
шнюю среду параметры: x0 – среднее значе-
ние координат xj (j = 1,…,M) подвижных

Рис. 3. Геометрическая интерпретация области притяжения в виде
«скрученного» эллиптического цилиндра
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объектов, z0 – среднее значение координат zj
(j = 1,…,M) этих объектов, ∆t – среднее вре-
мя перелёта из одного объекта в другой как
фактор насыщенности контролируемого ре-

гиона, 
V

V
K Цj

j = – параметры относительной

скорости движения объектов.
Наконец, если подставить найденные

коэффициенты в выражение (7) функции
риска Fj и приравнять эту функцию некото-
рой константе, то можно получить границу
области притяжения, на которой значение
риска одинаково. Полученная геометричес-
кая интерпретация, представленная на
рис. 3, указывает на то, что найденная фигу-
ра весьма похожа на «скрученный» эллипти-
ческий цилиндр, сечение которого есть эл-
липс, повёрнутый на угол, равный α+∆αjK,
где α характеризует полёт ЛА, ∆αj – движе-
ние объекта. Поэтому при выборе очередно-
го объекта явное предпочтение отдаётся тем
объектам, которые находятся по пути направ-
ления полёта и, во вторую очередь, объек-
там, движение которых соответствует сбли-
жению с ЛА. Объекты слева и справа менее
предпочтительны, а последней по приорите-
ту является часть региона в задней полусфе-

ре, что полностью соответствует физическо-
му смыслу решаемой задачи. Поэтому в об-
щем случае область притяжения – это «скру-
ченный» эллиптический цилиндр, показан-
ный на рис. 3.

Аппроксимация функции Беллмана
и пример работы полученного
алгоритма маршрутизации

Полученный аналитический результат
предполагается использовать на каждом шаге
выбора очередного наземного объекта, на-
значая включённым в маршрут тот, у кото-
рого значение Fj минимально. Пример рабо-
ты полученного алгоритма приведён на
рис. 4.

Таким образом, вычисление функций
риска происходит многократно. Поэтому эту
процедуру целесообразно упростить. С этой
целью воспользуемся тригонометрической
формулой для описания границы одинаково-
го значения риска в виде эллипса:

[ ]
[ ] ,1sin)(cos)(

sin)(cos)(
2

2
*

−−∆+−∆+

+−∆+−∆
=

ϕϕ

ϕϕ

axbzM

bzax
F

jj

jj
j

где a и b – координаты центра, M – коэффи-
циент «сжатия» его главных осей, ϕ – угол

Рис. 4. Пример последовательного выбора наблюдаемых объектов
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приращения, ∆xj, ∆zj – приращения коорди-
нат местоположения ЛА при перелёте в

объект j. Если функцию *
jF  упростить, то при

её разложении в ряд Тейлора можно полу-
чить следующую аппроксимацию
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Формула (12) удобна для сопоставле-
ния с выражением (7), в результате чего па-
раметры «повёрнутого» эллипса оказывают-
ся равными

.6,44,1;
;);1(1,0)1(65,1 00

KMK
zbKxKRa

j −≈∆+=
=−++=

ααϕ
(13)

Зависимость параметров эллипса a, b,
ϕ, M от x0, z0 также соответствует характеру
предпочтения в принятии решений. В фор-
мулах (13) угол поворота эллипса скоррек-
тирован на значение K∆αj, нацеливающее в
упреждённую точку встречи с подвижным
объектом.

Выводы
1. Показано, что область притяжения в

выборе альтернативы маршрутного полёта
есть «скрученный» эллиптический цилиндр,
главная ось которого повёрнута в основном
в направлении полёта ЛА с коррекцией на

упреждённую точку встречи, а центр сдви-
нут вперёд. При выборе очередного объекта
предпочтение отдаётся тем, которые лежат
по пути движения ЛА.

2. Среди объектов, находящихся в сто-
роне от линии пути ЛА и имеющих значи-
тельный пеленг, более предпочтительны те,
которые движутся на сближение, тем самым
имея минимальную поперечную скорость по
отношению к линии визирования между кон-
тролируемым объектом и ЛА.

Работа выполнена при финансовой
поддержке Минобрнауки по проекту
НК-528П/58ФЦП, контракт П-787.
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APPLICATION OF DYNAMIC PROGRAMMING FOR PATH PLANNING FOR
OBSERVATION OF MOBILE GROUND TARGETS IN THE CONTROLLED AREA

© 2011 G. N. Lebedev, A. V. Efimov

Moscow Aviation Institute (State Technical University)

In this article we consider a path planning problem for a UAV performing reconnaissance of mobile ground
targets. We suggest an algorithm which uses dynamic programming for solving a path planning problem and allows
us to determine the domain of attraction in the form of a "twisted" elliptic cylinder.
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