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Рассмотрены факторы, влияющие на числовую величину, положение в пространстве и характер распре-
деления замыкающего вектора пространственной размерной цепи, который выражает сумму производственных 
погрешностей, действующих при многокоординатной обработке на станках с ЧПУ.  

 
Пространственная размерная цепь, многокоординатная обработка, станок с ЧПУ. 

 
При изготовлении сложных фасонных 

поверхностей деталей машин и механизмов, 
в том числе деталей газотурбинных двигате-
лей – валов, корпусов, лопаток, в части ме-
ханической обработки применяются станки 
с числовым программным управлением. 
Процесс формообразования поверхностей 
деталей при этом связан с управлением по 

двум, трем и более координатам, следова-
тельно, на точность обработки деталей будут 
оказывать влияние действующие в техноло-
гической системе систематические постоян-
ные, систематические закономерно изме-
няющиеся и случайные факторы по каждой 
управляемой координате (рис. 1). 

 
Рис. 1. Оси координат станка согласно рекомендациям ИСО 

 
При управлении обработкой по двум 

координатам Х и Y формообразование про-
исходит в координатной плоскости Х1О1Y1. 
В этом случае суммарное действие произ-
водственных погрешностей графически 
можно представить вектором 1R  (рис. 2).  

При наличии на станке с ЧПУ пово-
ротного стола появляется возможность ав-
томатического управления поворотом во-
круг оси Z. Согласно рекомендациям ИСО 

поворотные координаты вокруг осей X, Y, Z 
обозначаются символами А, В, С соответст-
венно (см. рис. 1).  

Третья управляемая координата «С» 
внесет угловую ошибку. При этом повороте 
координатная плоскость Y1О1Z1 повернется 
на угол φy. На рис. 2 показано новое воз-
можное положение системы координат – 
X2Y2Z2, начало которой совмещено с концом 
вектора R1. 
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Рис. 2. Схема связей координатных плоскостей и векторных погрешностей  

при управлении станком с ЧПУ по пяти координатам 
 

Перемещение в плоскости Y2О2Z2 до-
бавляет к автоматическому управлению чет-
вертую координату – Z. Погрешности, кото-
рые действуют в координатной плоскости 
Y2О2Z2, графически могут быть выражены 
суммарным вектором 2R . Подобным обра-
зом вектором 3R  выражены суммарные по-
грешности, действующие в координатной 
плоскости Z3О3Х3, и вектором 4R  – суммар-
ные погрешности в плоскости X4О4Y4, кото-
рая не совпадает с первоначальной коорди-
натной плоскостью Х1О1Y1 (рис. 3). 

Поворот «А» вокруг оси Х реализует 
пятую управляемую координату. При этом 
система координат с началом, перенесенным 
в конец вектора R2, повернутая на угол φz, 
займет возможное положение  X3Y3Z3 (см. 
рис. 2). 

Шестая управляемая координата – по-
ворот «В» вокруг оси Y - приведет систему 
координат, совмещенную с концом вектора 

3R ,  через угол φx в следующее возможное 
положение - X4Y4Z4 (см. рис. 3). 

Автоматическое управление поворо-
тами вокруг осей X и Y реализуется при на-

личии на станках с ЧПУ качающегося стола 
или поворотной инструментальной головки, 
с помощью которой происходит изменение 
ориентации оси режущего инструмента. 

Таким образом, погрешности при об-
работке заготовки на станке с ЧПУ с управ-
лением по шести координатам можно опре-
делить четырьмя векторами и тремя поворо-
тами. Последовательность размерных связей 
при этом представлена схемой на рис. 4. 

Цепь связей можно продолжать, исхо-
дя из требований к расположению обраба-
тываемых поверхностей заготовки. 

Полученные схемы отражают всю со-
вокупность линейных и угловых связей об-
рабатываемых размеров и погрешностей, 
действующих при обработке. 

Для описания поворотов твердого тела 
в трехмерном пространстве используют уг-
лы Эйлера (ψ; θ; φ) – три угла вращения  во-
круг взаимно перпендикулярных осей, кото-
рые называются углами прецессии, нутации 
и собственного вращения. Более образно эти 
углы называют в аэродинамике: рысканье, 
тангаж и крен. 
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Рис. 3. Возможное положение координатной плоскости X4O4Y4 и пространственного вектора 4R   

после поворота «В» системы координат (на угол φx) 
 
                                                                        

 
     X + Y + C(ψ)               + Z           +А(θ)                                 +В(φ) 
 

Рис. 4. Схема размерных связей 
 

Несмотря на некоторое отличие, мож-
но провести аналогию поворотов системы 
координат станка с ЧПУ с углами Эйлера: 

• координата «С» (поворот вокруг оси 
Z) – угол прецессии ψ – рысканье; 

• координата «А» (поворот вокруг оси 
Х) – угол  нутации θ – тангаж; 

• координата «В» (поворот вокруг оси 
Y) – угол вращения φ – крен. 
Тогда при переходе от одной системы 

координат к другой можно использовать 
матрицу перехода Эйлера (табл.1): 

 
Таблица 1. Матрица перехода Эйлера 

Cosφ∙Cosψ-Sinφ∙Cosθ∙Sinψ -Cosφ∙Sinψ-Sinφ∙Cosθ∙Cosψ Sinφ∙Cosθ 0 
Sinφ∙Cosψ+Cosφ∙Cosθ∙Sinψ - Sinφ∙Sinψ+Cosφ∙Cosθ∙Cosψ -Cosφ∙Sinθ 0 
Sinθ∙Sinψ  Sinθ∙Cosψ Cosθ 0 
0 0 0 1 
 

Поворотные координаты А,В,С имеют 
общее свойство с углами Эйлера – они не-
коммутативны, то есть конечное положение 
системы зависит от порядка, в котором со-
вершаются повороты. Если повернуть по ко-
ординате «С», а затем по координате «А», то 
ориентация заготовки не обязательно совпа-

дет с ориентацией при повороте сначала 
«А», а потом «С». 

Графически пространственные по-
грешности образуют замкнутый пространст-
венный многоугольник, сторонами которого 
являются векторы. Этот многоугольник вы-
ражает пространственную векторную цепь, 

ХУ YZ φy
y  

φz ZX φх ХУ 
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замыкающим звеном которой является сум-
марный вектор R , а составляющими звень-
ями – векторы 1R , 2R , 3R . Каждый вектор 
должен отражать всю совокупность погреш-
ностей, влияющих на точность получения 
параметров в соответствующей координат-
ной плоскости. Такими погрешностями мо-
гут быть: 

- погрешность установки приспособле-
ния (смещение базовой точки  приспособле-
ния относительно «нуля» станка); 

- погрешность установки заготовки 
(смещение системы координат заготовки от-
носительно базовой точки приспособления); 

- погрешности настройки режущего ин-
струмента; 

- погрешности позиционирования по ка-
ждой координате, в том числе поворотной; 

- погрешности, связанные с методом об-
работки; 

- погрешности, связанные с дискретно-
стью станка и другие. 

Для обеспечения точности обработки 
на станке с ЧПУ необходимо, чтобы поле 
рассеивания ω суммы всех действующих при 
выполнении операции погрешностей было 
не больше допуска на выдерживаемые пара-
метры детали, т.е.  

ω < Т.                                                     (1) 

Таким образом, задачей является: ус-
тановить закон распределения и величину 
поля рассеивания суммарного вектора R , 
который определяется в пространственной 
векторной цепи как замыкающее звено. Он 
будет функцией векторов – составляющих 
звеньев, и углов поворота φ, которые опре-
деляют положение одной координатной сис-
темы относительно другой: 

R =f( 1R , 2R , 3R , 4R , φy, φz, φx).                (2) 
Очевидно, что определение вектора R  

зависит от способа определения составляю-
щих векторов. Для любого из векторов, ле-
жащих в какой-либо координатной плоско-
сти, существует не единственный способ оп-
ределения. 

Число возможных способов задания 
вычисляется по формуле: 

( ) ( )
! 4! 6

! ! 2! 4 2 !
n
m

nС
m n m

= = =
− −

,             (3) 

где  n – число возможных параметров для 
определения вектора в плоскости, 

m – число необходимых и достаточных 
параметров. 

Таким образом, вектор 1r  в плоскости 
ХОУ может быть задан одним из следующих 
вариантов: 

Таблица 2. Способы задания вектора в плоскости XОY 

Варианты X Y | r | β 
1 * *   
2 *  *  
3 *   * 
4  * *  
5  *  * 
6   * * 

 
Аналогично определяются векторы в 

координатной плоскости YОZ и XОZ. 
Если составляющий вектор 1r  рас-

сматривать как точку плоскости с координа-
тами (x1, y1), то допуски на заданные значе-
ния координат вызовут возможное смещение 
точек конца вектора в пределах от x1min до 
x1max и от y1min до y1max. Из рис. 5,а видно, что 
координаты точек конца вектора будут рас-

сеиваться в пределах некоторой прямо-
угольной области. 

На рис. 5,б показана область рассеива-
ния точек конца вектора, если он определен 
полярными координатами: модулем | r | и 
углом β и допусками на эти параметры. 
Формой области рассеивания в этом случае 
является часть кольца. 
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Рис. 5. Формы области рассеивания точек конца вектора при различных способах задания вектора:   
координатами x,y и их допусками (а); модулем | r |, углом β и их допусками (б);  

координатой x, углом β и их допусками (в) 
 

Если вектор определен комбинирован-
ным способом – одной из координат, напри-
мер координатой x, углом β, то область рас-
сеивания точек конца вектора за счет допус-
ков на параметры (x,β) примет форму трапе-
ции, что представлено на рис. 5,в. 

Если теперь произвести суммирование 
двух векторов в плоскости, можно построить 
область рассеивания точек конца суммарно-
го вектора | R |. Допустим, что рассеивание 
первого вектора 1r  определено прямоуголь-
ной областью (рис. 6,а). Точки конца второ-
го вектора 2r   имеют круговую область рас-
сеивания. Такое сочетание может иметь ме-

сто при позиционировании в точку с задан-
ными координатами. 

Область точек конца вектора 2r  может 
поворачиваться за счет погрешности угла 
поворота Тβ. 

Область рассеивания точек конца сум-
марного вектора сформируется путем плос-
копараллельного переноса пучка векторов 2r  

по границе области рассеивания вектора 1r . 
Из рис. 6,в,г видно, что на форму суммарной 
области рассеивания двух векторов влияет 
последовательность слагаемых: сложение 
прямоугольной области с круговой  и сло-
жение кругового рассеивания с прямоуголь-
ным приводит к разному результату. 
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Рис. 6. Суммарная область рассеивания двух векторов 

 
Отсюда следует, что суммирование 

многозвенной плоской векторной цепи при-
ведет к сложной форме области рассеивания 
конца суммарного вектора, причем в каждой 
координатной плоскости (векторы 1R , 2R , 

3R  на рис. 1). 
Последующее суммирование векторов 

в пространственной цепи еще более услож-
нит форму области рассеивания конца сум-
марного вектора R (см. рис. 1, 2). 

Эта сложная область будет основани-
ем конической фигуры, которой определит-
ся фактическое значение замыкающего век-
тора R  и его положение в пространстве. 
Вершина конической фигуры находится в 
начале системы координат станка. 

На положение замыкающего (суммар-
ного) вектора в пространстве и на его об-
ласть рассеивания, помимо рассмотренных 
параметров, будут влиять длины состав-
ляющих цепь векторов. Это видно из фор-
мулы (4) и доказано математически в иссле-
довательских работах профессора  Ф.И. Де-
мина, т.е. 
ωR=f(ωR1, ωR2,…ωRn, | 1R |, | 2R |, …| nR |). (4)  

 

Вероятность попадания конца сум-
марного вектора в допустимые пределы за-
висит от законов распределения и числовых 
характеристик составляющих векторов. 

Вывод 
При многокоординатной обработке 

поверхностей деталей на станках с ЧПУ 
суммарная производственная погрешность 
может быть представлена замыкающим век-
тором пространственной размерной цепи.  

На числовое значение замыкающего 
вектора, его положение в пространстве и ха-
рактер распределения влияют следующие 
параметры: 

- число управляемых координат; 
- характер действующих производст-

венных погрешностей; 
- способы задания и форма области 

рассеивания точек конца составляющих век-
торов; 

- последовательность суммирования 
составляющих векторов; 

- длины составляющих векторов; 
- углы поворота одной системы коор-

динат относительно другой; 
- законы распределения составляющих 

погрешностей и их числовые характеристи-
ки. 
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