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Рассмотрена динамика свободного движения механической колебательной системы, у которой масса 
вывешена над основанием с помощью подвески в виде реологической модели Пойнтинга-Томсона. 
 

Свободные колебания, релаксационное демпфирование, вязкое демпфирование. 
 
Рассмотрим динамику свободного 

движения механической колебательной сис-
темы, у которой масса вывешена над основа-
нием с помощью подвески в виде реологиче-
ской модели Пойнтинга-Томсона (так назы-
ваемой «Зенера») (рис.1).  

В дальнейших рассуждениях будем по-
лагать, что масса основания значительно 
превышает массу объекта и обе они неде-
формируемые; объект является точечной 
массой, а колебательная система имеет со-
средоточенные параметры; элементы связи 
объекта с основанием обладают пренебре-
жимо малой массой; диссипативный элемент 
является демпфером вязкого трения, упругие 
элементы – линейные.  

 
Рис.1. Схема колебательной системы  

с упруговязкой подвеской  
в виде модели Пойнтинга–Томсона («Зенера») 

 
Свободные колебания рассматриваемо-

го объекта описываются системой уравнений 
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преобразуемой к дифференциальному урав-
нению третей степени: 
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Здесь m – масса объекта; d – коэффициент 
вязкого демпфирования; с, с1 – соответст-
венно коэффициенты жесткости релаксаци-
онного и несущего упругих элементов; x(t), 
x1(t) – смещение объекта и элемента связи 
релаксационной пружины с демпфером из 
равновесного положения, соответственно; 

)(),(),( txtxtx &&&&&& – первая, вторая и третья произ-
водные по времени от функции x(t); )(1 tx& – 
производная по времени от функции x1(t).  

Введя параметры соотношения жестко-
стей N=c/c1, собственной частоты ω0

2=с1/m и 
безразмерного коэффициента вязкого демп-
фирования ξ=0.5d/(mc1)0.5,  представим урав-
нение (2) в следующем виде 
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Уравнение (3) с начальными условиями 
x(0)=x0, ,)0( 0xx && =  0)0( xx &&&& =  составляет задачу 
Коши – математическую модель свободных 
колебаний представленной выше системы. 
Применив к уравнению (3) преобразование 
Лапласа [1], получим во множестве преобра-
зований уравнение:  
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где )(~ sx – изображение функции x(t). Харак-
тер свободных колебаний рассматриваемой 
механической системы зависит от вида кор-
ней характеристического уравнения: 
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Дискриминант D кубического уравне-
ния (5) равен [2]: 
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Из выражения (6) видно, что знак дис-
криминанта определяется знаком многочле-
на:  

422243 )820()1(16 NNNNN +−+−+ ξξ ,    (7) 
из равенства нулю которого определим зна-
чения параметра ξ, обращающие многочлен 
(7) в ноль: 

3

222
2

2,1
)1(32

)8()8()820(

N

NNNNNNN

+

−−±−+
=ξ .(8) 

Анализ выражений (6) и (8) позволяет 
выявить виды корней уравнения (5). Послед-
ние, в свою очередь, определяют варианты 
поведения рассматриваемой колебательной 
системы при свободном движении в зависи-
мости от уровня демпфирования  в ней: 

I. N < 8, то есть жесткость релакса-
ционной пружины меньше восьмикратной 
жесткости несущей пружины (с < 8с1).  

В этом случае дискриминант D > 0 при 
любой величине параметра ξ, а уравнение (5) 
имеет один действительный и два комплекс-
но сопряженных корня [2]: 
sk = yk – r / 3, 
где  k = 1,2,3;    
y1=  u + v ; 
y2= − 0,5 (u + v)+ 0,5⋅ 30,5 (u – v) i; 
y3= − 0,5(u + v) – 0,5⋅30,5(u – v) i ; 

3 5,0 Dqu +−= ;   3 5,0 Dqv −−= ;      
q = Nω0

3[18(2–N)ξ 2+ N 2] / 108ξ 3 ;     
r = Nω0  / 2ξ . 

Следовательно, при любом уровне вяз-
кого демпфирования рассматриваемая сис-
тема совершает монотонно затухающие ко-
лебания в соответствии с зависимостью 
x(t)=A1 eα1 t+eα2 t[B1 sin(β t)+C1 cos(β t)],  (9) 
где  
α1 = s1 = u + v – r / 3,   
α2 = Re [s2] = Re [s3] = – 0,5(u + v) – r / 3,  

β = Jm [s2] = Jm [s3] = 0,5⋅30,5⋅ ( u – v); 
A1, B1, C1 – постоянные, зависящие от на-
чальных условий и параметров системы: 
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Первый член выражения (9) описывает 
апериодическое затухающее движение. Бы-
строта затухания зависит от величины |α1|, а 
параметр |1/α1| представляет собой время, в 
течение которого первое слагаемое решения 
(9) уменьшается в е раз. Вторая составляю-
щая выражения (9) описывает затухающие 
колебания того же типа, что и в колебатель-
ной системе с упруговязкой подвеской в ви-
де модели Кельвина [3]. 

II. N  ≥ 8, то есть жесткость релакса-
ционной пружины не меньше восьмикратной 
жесткости несущей пружины (с≥8с1).  

При этом возможны следующие слу-
чаи. 

II.1.  Дискриминант D > 0  при ξ > ξ 1 
или  ξ < ξ 2.  

Уравнение (5) имеет те же решения, 
что и в варианте I, а колебательная система 
ведет себя соответствующим образом. 

II.2.а. Дискриминант D = 0 при ξ = ξ 1 
или ξ = ξ 2, но ξ ≠4/(27)0,5.  

Уравнение (5) имеет один действитель-
ный корень и один двукратный действитель-
ный корень [2]: 
s1 = y1 – r / 3,   s2 = s3 = y2  – r / 3, 
где  y1 =2u2 ; y2 = y3 = – u2; 3

22 5,0 qvu −== . 
В динамическом отношении система 

находится в промежуточном состоянии на 
границе между колебательностью и аперио-
дичностью и совершает движение по закону: 
x(t) = A2 es1t + e s2t (B2 + C2t),                        (10) 
где зависящие от параметров системы и на-
чальных условий константы A2, B2, C2 имеют 
вид: 

2
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2
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)/(])([ 1202102102 ssxssxssxC −++−= &&& . 
 

Второе слагаемое выражения (10) опи-
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сывает движение того же типа, что и в коле-
бательной системе с упруговязкой подвеской 
в виде модели Кельвина [4]. На это движение 
накладывается апериодическое движение, 
описываемое первым слагаемым. 

II.2.б. Дискриминант D = 0 при  N = 8 и  
ξ = 4/(27)0,5.  

Уравнение (5) имеет один трехкратный 
действительный корень [2]: 
s1 = s2 = s3 = s =  – r / 3. 

Колебательная система находится в 
точке границы перехода от колебательного к 
апериодическому движению, а поведение 
системы описывается выражением: 
x(t) = e st (A3  + B3 t + C3 t 2),                        (11) 
где константы A3, B3, C3 зависят от парамет-
ров системы и начальных условий: 
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2
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II.3. Дискриминант D > 0 при  
ξ 2 < ξ  < ξ 1.  

Уравнение (5) имеет три различных 
действительных корня [2]: 
sk = yk – r / 3, 
где  k = 1,2,3;    
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В этом случае система совершает апе-

риодическое движение по следующей зави-
симости: 
x(t) = A4 es1t + B4  e s2t + C4 e s3t,            (12) 
где константы A4, B4, C4 определяются пара-
метрами системы и начальными условиями: 

))(/(])([ 312103203204 ssssxssxssxA −−++−= &&& , 
))(/(])([ 232103103104 ssssxssxssxB −−++−= &&& , 
))(/(])([ 323102103104 ssssxssxssxC −−++−= &&& . 

Подводя итоги исследования динами-
ческого состояния рассматриваемой колеба-
тельной системы,  можно отметить, что она 
обладает следующими существенными осо-
бенностями при своем свободном движении: 

1) при величинах соотношения жестко-
стей упругих элементов из диапазона с<8c1 
независимо от уровня вязкого демпфирова-
ния в системе ее свободное движение имеет 
характер монотонно затухающих колебаний; 

2) при соотношении жесткостей упру-
гих элементов с ≥ 8c1 система может совер-
шать монотонно затухающие колебательные 
движения либо апериодические движения  
или находиться на границе между колеба-
тельным и апериодическим движением в за-
висимости от величины параметра ξ .  

Существенным при этом является то, 
что граница перехода имеет двузначность 
(верхнюю и нижнюю составляющие) в отли-
чие от случая колебательной системы с под-
веской в виде упруговязкой модели Кельви-
на, когда граница перехода от колебательно-
го движения к апериодическому однозначна.  

Рассматриваемая система при значени-
ях параметра ξ , попадающих внутрь интер-
вала, границы которого определяются с по-
мощью выражения (8), совершает апериоди-
ческие движения. При значениях параметра 
ξ  вне указанного интервала движения сис-
темы – колебательные с затуханием. А зна-
чения параметра ξ  на концах упомянутого 
интервала обозначают границу перехода от 
одного вида движения к другому.  

При с = 8c1 интервал вырождается, а 
его границы сходятся в одну точку со значе-
нием ξ 1= ξ 2 = 4/270,5. 

Выявленные особенности динамиче-
ского состояния рассматриваемой колеба-
тельной системы позволяют более адекватно 
(нежели при использовании модели на базе 
упруговязкой схемы Кельвина) прогнозиро-
вать поведение проектируемых механиче-
ских объектов, а также рассчитывать траек-
тории свободного движения в существую-
щих конструкциях, в которых вывешенные 
массы вместе с их связями могут быть ап-
проксимированы представленной выше уп-
руговязкой моделью. 
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