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Представлена математическая формулировка комплексной упругогидродинамической задачи смазки 

сложнонагруженных опор скольжения, построенная для четырех связанных подзадач: гидродинамической, уп-
ругой, тепловой, динамической. Результаты тестовых расчётов показывают удовлетворительное совпадение с 
экспериментальными данными. 

 
Упругогидродинамическая теория смазки, шатунный подшипник, уравнение Элрода 
 
Одна из основных трудностей при соз-

дании и доводке двигателей внутреннего 
сгорания, в конструкцию которых входят 
сложнонагруженные опоры (СОЖТ), т.е. 
подшипники, нагруженные силами перемен-
ными по величине и направлению, связана с 
необходимостью обеспечения их работы в 
режиме жидкостного трения.  

Как правило, расчёт гидродинамиче-
ских подшипников выполнялся при условии, 
что поверхности трения являются абсолютно 
жесткими. Возрастающие нагрузки увеличи-
вают деформации поверхностей подшипни-
ков и должны быть учтены при расчётах 
гидромеханических характеристик (ГМХ) 
подшипников. Максимальные прогибы кор-
пуса подшипника могут быть соизмеримыми 
с рабочим зазором сопряжения, а размеры 
области деформирования – с характерными 
размерами поверхностей трения. Такие под-
шипники принято называть упругоподатли-
выми (УП), а режим их смазки – упругогид-
родинамическим (УГД). 

Одними из типичных представителей 
СОЖТ с упругоподатливым вкладышем яв-
ляются подшипники коленчатого вала дви-
гателей внутреннего сгорания. Оптимизация 
их конструктивных параметров является од-
ной из наиболее сложных задач, решаемых 
на ранней стадии проектирования двигате-
лей. Обоснование новых, более совершен-
ные методов решения оптимизационных за-
дач, учёт при их разработке большего числа 
факторов, влияющих на надежность под-
шипников, продолжает оставаться актуаль-
ной задачей. 

Теория и методы решения задач гидро-
динамической теории смазки подшипников с 
упругоподатливыми поверхностями базиру-
ются на контактно-гидродинамической тео-
рии смазки, которая уже давно находит ши-
рокое применение при расчётах упруго-
контактных трибосопряжений, таких как 
зубчатые передачи, подшипники качения, 
подшипники скольжения с упругим вкла-
дышем и жестким корпусом. У этих трибо-
сопряжений контактные деформации по-
верхностей трения превалируют над изгиб-
ными деформациями корпуса подшипников.  

До недавнего времени в значительно 
меньшей степени было исследовано влияние 
на гидромеханические характеристики УП 
СОЖТ сравнительно больших изгибных де-
формаций их поверхностей, для которых на-
личие непрерывного градиента поля дефор-
маций не зависит от места приложения на-
грузки. Поверхности трения УП подшипни-
ков, в отличие от упругоконтактных, разде-
лены смазочным слоем значительной тол-
щины, в то же время их изгибные деформа-
ции соизмеримы с зазором. Большие проги-
бы поверхностей трения, а также условия 
нестационарности нагружения препятствуют 
прямому использованию методов контактно-
гидродинамической теории смазки для рас-
чёта УП СОЖТ. 

Решение УГД задачи смазки СОЖТ 
должно опираться на описание реальной 
геометрии смазочного слоя с учётом схемы 
подачи смазочного материала, макро- и мик-
рогеометрии поверхностей трения, их упру-
гих деформаций и произвольных движений 
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под действием нагрузок, а также на систему 
взаимосвязанных уравнений движения сма-
зочной жидкости с учётом её реологических 
свойств и теплонапряженности трибосопря-
жения.  

Математическая формулировка ком-
плексной УГД задачи смазки СОЖТ строит-
ся для четырех связанных подзадач: гидро-
динамической, упругой, тепловой, динами-
ческой.  

Гидродинамическая подзадача со-
стоит в определении поля гидродинамиче-
ских давлений и области его формирования 
при известном зазоре (положении центра 
шипа и упругих перемещениях поверхности 
трения). 
В данной работе для её решения пред-

ложено использовать модифицированное 
уравнение Элрода [1], описывающее состоя-
ние смазки в зазоре подшипника как в несу-
щей области, так и в области кавитации: 
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где h , 21ω , t , ϕ , z – соответственно без-
размерные толщина смазочного слоя, отно-
сительная угловая скорость движения шипа, 
время, угловая координата подшипника, 
безразмерная координата по ширине под-
шипника; *

Эµ  – вязкость смазки, соответст-
вующая среднеинтегральной температуре 
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Функция ( )zФ ,ϕ  связана со степенью 
заполнения ( )z,ϕθ , определяющей массовое 
содержание жидкой фазы (масла) в единице 
объёма зазора между цапфой и вкладышем,  
соотношением 

( ) Фg ⋅−+= 11θ .  
Степени заполнения ( )z,ϕθ  приписы-

вается двоякий смысл. В активной (несущей) 
области смазочного слоя, где действуют 
гидродинамические давления, cρρθ =  (ρc - 

плотность смазки при давлении, равном дав-
лению кавитации pc),  в  области  кавитации 
p = pc, ρ = ρc.  

В области давлений: 0≥Ф , 1=g , 
1=θ , а pФ = , где p  – безразмерное гид-

родинамическое давление. В области кави-
тации:  0<Ф , 0=g , Ф+= 1θ . 
Уравнение (1) реализует граничные ус-

ловия Якобсона–Флоберга–Ольсона (ЯФО), 
основанные на обеспечении выполнения ус-
ловия неразрывности при течении жидкости 
в пространстве зазора: 
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где a – безразмерная ширина подшипника; 
восраз ϕϕ ,  – угловые координаты границ об-

ласти разрыва и восстановления смазочного 
слоя. 

Целесообразность определения гидро-
динамических давлений на основе модифи-
цированного уравнения Элрода при гранич-
ных условиях ЯФО в рамках решения упру-
гогидродинамической задачи смазки опре-
деляется следующим. Учёт упругих свойств 
корпуса реального шатунного подшипника 
приводит к нерегулярному изменению гео-
метрии смазочного слоя: его локальным уве-
личениям или уменьшениям, и, как следст-
вие, разрывам слоя смазки, условия реализа-
ции которых не могут быть точно описаны 
граничными условиями типа Свифта-
Штибера для уравнения Рейнольдса.  

Система уравнений (1)–(2) для опреде-
ления распределения гидродинамических 
давлений должна быть дополнена гранич-
ными условиями, моделирующими различ-
ные источники для подачи масла в смазоч-
ной слой: 

( ),p z pϕ Γ= , на ( ) *, , 1, 2... ,zϕ Γ∈Ω Γ = Γ     (3) 
где ΓΩ  – область источников смазки, где 
давление постоянно и равно давлению пода-
чи Γp ; *Γ – количество источников. 

Безразмерная толщина смазочного слоя 
упругоподатливого подшипника определя-
ется выражением 
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( ) ( ) ( )tTpWthTpth rig ,,,,,,, ϕϕϕ += ,  (4)  

где ( ) ( )−∆+= tthrig ,1, 0 ϕϕ ( ) ( )( )cost tχ ϕ δ− – 
 – безразмерная толщина смазочного слоя в 
жестком подшипнике; ( )t,0 ϕ∆  – безразмер-
ные макроотклонения формы шипа и под-
шипника от круглоцилиндрической; 

( ) ( )tt δχ ,  – безразмерный эксцентриситет 
центра шипа и угол положения линии цен-
тров; ( )tTpW ,,,ϕ  – безразмерные упругие 
перемещения поверхности вкладыша от дей-
ствующих нагрузок. 

Значения координат центра шипа 
( ) ( )tt δχ ,  определяются решением динамиче-
ской подзадачи при известных реакциях 
смазочного слоя, а величины ( )tTpW ,,,ϕ  – 
решением упругой подзадачи при известном 
распределении гидродинамических давле-
ний и других, существенных для упругой 
конструкции, внешних воздействий. 

Упругая подзадача заключается в оп-
ределении перемещений поверхности трения 
вкладыша подшипника от действующих на-
грузок.  

Для шатунных подшипников весь ком-
плекс нагрузок можно разделить на два 
класса: силовые и температурные. До недав-
него времени считалось вполне приемлемым 
решение УГД задачи, в котором учитыва-
лись только распределённые по поверхности 
вкладыша гидродинамические давления и 
соответствующие им перемещения 

( )pWp ,ϕ . В настоящее время доказано, что 
при расчёте упругих деформаций корпуса 
шатунного подшипника влияние его сил 
инерции на упругое искажение формы по-
верхности трения ( )tWin ,ϕ  соизмеримо с 
влиянием гидродинамических давлений [2, 
3]. Тепловые деформации корпуса шатунно-
го подшипника ( )TWT  также вносят сущест-
венный вклад в изменение величины устано-
вочного зазора [4, 5]. 

Известные решения УГД задачи смазки 
шатунных подшипников основываются на 
конечно-элементных моделях упругой под-
системы. Трудности её построения заклю-
чаются в адекватном описании граничных 

условий для корпуса шатунного подшипни-
ка. Обычно используются кинематические 
граничные условия. В работах [6, 7] пред-
ставлены результаты анализа адекватности 
упругой модели шатуна при различных ва-
риантах кинематических граничных усло-
вий. 

Отдельной проблемой является сты-
ковка упругой и гидродинамической  подза-
дач с точки зрения единства системы коор-
динат. Уравнения (1)–(3) записаны в системе 
координат, связанной с подшипником. Из-за 
деформирования стержня шатуна, а также 
самой кривошипной головки, эта система 
координат смещается. Деформированное со-
стояние кривошипной головки может быть 
представлено суперпозицией двух решений: 
изгиба стержня шатуна при условно «абсо-
лютно жесткой» кривошипной головке и де-
формированное состояние нижней головки 
шатуна, определённой относительно её «аб-
солютно жесткого» состояния. Первое со-
стояние позволяет определить смещение 
системы координат ( )tTpW ,,,0 ϕ , в которой 
рассматриваются процессы в смазочном 
слое. Тогда величины ( )tTpW ,,,ϕ , исполь-
зуемые при решении уравнений (1)–(3), 
представляют собой относительные смеще-
ния и определяются из соотношения 
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Здесь ( )TWT  – безразмерные смещения уз-
лов на поверхности трения, вызванные по-
лем температур; ( )tTpW ,,,0 ϕ  – безразмер-
ное относительное смещение системы коор-
динат, связанной с подшипником, опреде-
ляемое как 

( ) ( ) ( )TtpWTtpWTtpW ,,,,,,,,, 0
0

00 ϕϕϕ γ+= , 

где ( )TtpW ,,,0
0 ϕ  – смещения узлов на по-

верхности трения, вызванные смещением 
начала координат; ( )TtpW ,,,0 ϕγ –смещения 
узлов на поверхности трения, вызванные по-
воротом системы координат на угол γ . 

При расчётах величин ( )TtpW ,,,0
0 ϕ , 

( )TtpW ,,,0 ϕγ  учитываются как гидродина-
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мические давления, так и инерционные и те-
пловые нагрузки. Для вычисления линейно-
го смещения и поворота системы координат 
используется метод наименьших квадратов и 
дополнительная матрица базовых углов по-
ворота, определяемая  при помощи МКЭ. 
Более подробно различные варианты расчёта 
смещений системы координат, связанной с 
подшипником, рассмотрены в работе [8]. 

Динамическая подзадача заключает-
ся в численном интегрировании системы 
уравнений движения шипа СОЖТ: 

pfFUm ∑ +=&& ,    (6) 
где F  – внешние силы, действующие на 
шип подшипника кривошипной головки ша-

туна; ( ) ( )
( ) zddzp
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1  – век-

тор сил гидродинамических давлений, 

Γ
− Ω−Ω=Ω  – область смазочного слоя, не 
занятая источниками смазки. 

Применительно к задаче расчёта ГМХ 
шатунного подшипника система уравнений 
движения цапфы относится к «жесткой» и 
для её решения используются специальные 
методы решения (Фаулера-Уортена, ФДН 1-
го и 2-го порядков и др.) [10]. 

Тепловая подзадача. В подавляющем 
большинстве исследований утверждается, 
что УГД задачу допустимо решать в изотер-
мической постановке, а теплонапряженность 
подшипника оценивать решением уравнения 
теплового баланса, отражающего равенство 
количеств теплоты за цикл работы двигате-
ля, выделенной в смазочном слое *

NA  и от-

веденной смазкой *
QA , вытекающей в торцы 

подшипника: 
**
QN AA = .     (6) 

Приращение температуры, определяемой на 
основании уравнения (6), вычисляется по 
формуле  

mcQNT ρ**=∆ ,    (7) 

где ( )∫=
цt

ц
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* 1  – среднее за цикл зна-

чение мощности, затрачиваемой на трение в 
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* 1  –  среднее 

за цикл значение расхода смазочной жидко-
сти через торцы подшипника; ( ) ( )tQtN , – 
мгновенные значения мощности и расхода 
соответственно; ρ  и mc  – плотность и мас-
совая теплоёмкость смазки соответственно.  

При известной функции гидродинами-
ческих давлений ( )Ttzp ,,,ϕ  мгновенные 
значения ( ) ( )tNtQ ,  определялись формула-
ми [9] 

( ) ϕ
µ

ψω π
d

z
ph

a
BD

tQ az
Э

=∂
∂

−= ∫
2

0

3
*

0
2

24
 ,  

( ) ,
8

*0
2

zddД
a

BD
tN

A

ϕ
ψµ

∫∫
−Ω

=    

где DB,  – ширина и диаметр подшипника; 
Dc2=ψ ; c – радиальный установочный 

зазор; 0ω – характерная угловая скорость; 




















∂

∂
+








∂

∂
=

22
*

y
V

y
V

Д zx
Эµ – диссипативная 
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скоростей элементарного объема жидкости 
на оси системы координат xyz , градиенты  
которых вычисляются как  
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Среднеинтегральная температура сма-
зочного слоя определяется как 

TTT ∆+= 0
* , где 0T  – температура подачи 
смазочного материала через источники 
смазки. Температурная зависимость вязко-
сти *

Эµ  аппроксимирована трёхконстантной 
формулой. 

В первом приближении термоупругие 
перемещения поверхности трения криво-
шипной головки шатуна оцениваются на ос-
нове среднеинтегральной температуры сма-
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зочного слоя *T . Тепловое расширение ши-
па не учитывается. 

Схема решения УГД задачи смазки. 
Описанные выше подзадачи объединены 
прямой итерационной схемой расчёта с ис-
пользованием релаксационной процедуры по 
перемещениям.  

В ходе предварительного расчёта  на 
основе решения уравнения Элрода в при-
ближении «жесткого» подшипника опреде-
ляется тепловое состояние подшипника к 
моменту окончания цикла и соответствую-
щие термоупругие перемещения его поверх-
ности трения.  

В основном расчёте в каждый момент 
времени nt  выполняется решение уравнения 
Элрода для податливого подшипника с ис-
пользованием релаксационной процедуры по 
перемещениям, подробно представленной в 
[11]. Определяются поля гидродинамиче-
ских давлений ( )zp ,ϕ  и степени заполнения 
зазора ( )z,ϕθ , мгновенные значения расхода 
смазочного материала и потерь мощности на 
трение. По окончании цикла работы двига-
теля решением уравнения теплового баланса 
определяется приращение за цикл работы 
двигателя температуры смазочного слоя и 
вычисляется среднеинтегральная температу-
ра в слое смазки. При отличии её от резуль-
татов предыдущего цикла более чем на 1°С 
выполняется корректировка температуры и 
вязкости смазочного слоя и проводится по-
вторный расчёт.  

Результаты тестовых расчётов. Вы-
полнены расчёты для шатунного подшипни-
ка двигателя Ruston&Hornsby 6 VEB-X 
MKIII, признанного эталонным в области 
УГД анализа. Имеются достоверные экспе-
риментальные (полученные на двигателе и 
моделирующей установке) и многочислен-
ные теоретические результаты расчёта пара-
метров движения шатунной шейки за цикл 
нагружения, а также гидромеханических ха-
рактеристик этого подшипника с кольцевой 
канавкой шириной 0.0127м. Параметры три-
босопряжения: номинальный диаметраль-
ный зазор 165 мкм, диаметр 0,203 м, длина 

подшипника 0,127 м, частота вращения ко-
ленчатого вала 62,83 сек-1. 

Конечно-элементная модель шатуна 
состоит из 642 плоских конечных элементов. 
Запрет на перемещения во всех направлени-
ях наложен на узлы в районе поршневой го-
ловки. При расчётах упругих перемещений 
учитывались как гидродинамические пере-
мещения, так и силы инерции. При опреде-
лении термоупругих перемещений в первом 
приближении конвективный теплообмен 
между смазочным материалом и шатуном, а 
также шатуном и внешней средой не учиты-
вался.  

Рассчитывались гидромеханические 
характеристики абсолютно жесткого и упру-
гоподатливого подшипников при граничных 
условиях ЯФО. В таблице представлены ре-
зультаты расчётов как при постоянной тем-
пературе смазочного слоя равной 1000С, так 
и с учётом изменения  среднеинтегральной 
температуры и вызванных ею термоупругих 
перемещений. Так как в ходе эксперимен-
тальных исследований обычно фиксируются 
величины наименьшей за цикл минимальной 
толщины смазочного слоя mininf h  и наи-
большего максимального давления maxsup p , 
то представленные результаты ограничены 
только этими данными. Расчёты выполнены 
при помощи программного комплекса «Уп-
ругость II» [12]. В табл.1 представлены ре-
зультаты для следующих вариантов:  

− модель 1 – «жесткий подшипник» при 
граничных условиях Свифта –Штибера;  

− модель 2 – «жесткий подшипник» при 
граничных условиях ЯФО;  

− модель 3 – УП подшипник при гранич-
ных условиях Свифта –Штибера;  

− модель 4 – УП подшипник при гранич-
ных условиях ЯФО (термоупругие переме-
щений не учитываются);  

− модель 5 – УП подшипник с учётом тер-
моупругих перемещений при граничных ус-
ловиях ЯФО. 

Экспериментальные результаты заим-
ствованы из статьи [4], а результаты других 
исследователей – из работы [13]. 
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Таблица 1 – Экстремальные гидромеханические ха-
рактеристики подшипника двигателя 

Ruston&Hornsby 6 VEB-X MKIII 

 
Показано удовлетворительное совпадение 
результатов по представленной методике с 
экспериментальными результатами. Значе-
ние минимальной толщины смазочного слоя, 
полученной с учётом термоупругих переме-
щений несколько ниже, чем аналогичная ве-
личина, полученная без их учёта. Величина 
самих термоупругих перемещений соизме-
рима с зазором, что также совпадает с дру-
гими известными результатами. 

Представленная работа выполнена при 
финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 07-
08-00554). 
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An elaslohydrodynamic lubricating model is presented for the problem of a hydrodynamic lubricating fluid in 
elastic structure that includes distributed structural inertia. The Mass-conserving fluid method has been used. In the 
present work, an EHD simulation has been conducted for a big end connecting rod bearing. 

 
Elastohydrodynamic lubricants theory, connecting rod bearing, Elrod’s equation 

 
Информация об авторах 

 
Рождественский Юрий Владимирович - доктор технических наук, профессор, заве-

дующий кафедрой «Автомобильный транспорт», декан Автотракторного факультета Южно-
Уральского государственного университета. Тел 267-92-13, E-mail: dekanat-at@susu.ac.ru. 
Область научных интересов: трение и износ, динамика трибосопряжений двигателей внут-
реннего сгорания, гидродинамическая теория смазки. 

Хозенюк Надежда Александровна - ассистент кафедры «Автомобильный транспорт» 
Южно-Уральского государственного университета. Тел. 267-92-13, E-mail: zea@susu.ac.ru. 
Область научных интересов: динамика сложнонагруженных подшипников жидкостного тре-
ния, упругогидродинамическая теория смазки. 

 
Rozhdestvensky Yuri Vladimirovich - Doctor of engineering sciences, professor, member 

of the Russian Academy of Transport, Dean of the «Motor and Tractor» faculty and Head of the 
«Motor Transport» Department of the South Ural State University. Phone: 267-92-13, E-mail: 
zea@susu.ac.ru. Area of research: friction and wear, dynamics of complex-loaded bearings of inter-
nal combustion engines, hydrodynamic lubrication theory. 

Hozenyuk Nadezhda Alexandrovna - assistant of «Motor Transport» Department of the 
South Ural State University. Phone: 267-92-13. E-mail: zea@susu.ac.ru. Area of research: dynam-
ics of complex-loaded bearings of internal combustion engines, elastohydrodynamic lubrication 
theory. 

 
 

mailto:dekanat-at@susu.ac.ru
mailto:zea@susu.ac.ru
mailto:zea@susu.ac.ru
mailto:zea@susu.ac.ru

