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1. При решении задачи об учете влия-
ния вязкости при обтекании аэродинамичес-
кого профиля вблизи экрана возникает необ-
ходимость расчета пограничного слоя на эк-
ране. Так как такую задачу удобнее решать
при обращении движения, то пограничный
слой необходимо рассчитывать при условии,
что экран движется со скоростью набегаю-
щего потока, а на внешней границе погранич-
ного слоя скорость невязкого течения, выз-
ванная присутствием профиля, изменяется
вдоль экрана. Так как разность скоростей эк-
рана и внешнего невязкого течения мала, то
можно ожидать, что во многих случаях ре-
жим течения в пограничном слое будет ла-
минарным. По этой же причине такое тече-
ние в пограничном слое можно рассматри-
вать несжимаемым.

Обычно задача об аэродинамическом
профиле вблизи экрана решается итерацион-
ными методами, что требует использования
«быстрых» методов, в том числе и для расче-
та характеристик пограничного слоя. Таки-
ми методами в теории пограничного слоя
являются интегральные методы и методы,
предложенные Швецом [1], Таргом [2] и др.,
которые не используют интегральные соот-
ношения. В данной статье проводится обоб-
щение методов, не использующих интеграль-
ные соотношения, на случай ламинарного
пограничного слоя несжимаемой жидкости
на подвижной проницаемой поверхности.
Первоначальный профиль продольной скоро-

сти задается в более общей форме по сравне-
нию с методами Швеца и Тарга, в которой
коэффициенты полиномов по поперечной
координате в пограничном слое зависят от
продольной координаты.

Основное дифференциальное уравне-
ние оказывается обыкновенным нелинейным
дифференциальным уравнением первого по-
рядка с переменными коэффициентами, ко-
торое имеет один и тот же вид как при обоб-
щении метода Швеца, так и при обобщении
метода Тарга, тогда как профили продольной
скорости для этих двух методов отличаются
друг от друга. Если подвижная поверхность
непроницаемая, а коэффициенты первона-
чальной полиномиальной аппроксимации
профиля продольной скорости в погранич-
ном слое являются постоянными, как в рабо-
тах Швеца и Тарга, то основное дифферен-
циальное уравнение интегрируется в квадра-
турах. Для случая подвижной плоской плас-
тины изучено влияние порядка полинома пер-
воначальной аппроксимации профиля про-
дольной скорости внутри пограничного слоя
и приведено сравнение коэффициентов со-
противления трения с полученными методом
интегральных соотношений [3] и точным
методом [4].

2. Дифференциальные уравнения нераз-
рывности и движения в ламинарном погра-
ничном слое несжимаемой жидкости имеют
вид [5], [6]
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где yx,  – продольная (вдоль направления
течения и движения поверхности) и попереч-
ная (по нормали к обтекаемой поверхности)
координаты внутри пограничного слоя; wu,
– составляющие скорости жидкости внутри
пограничного слоя вдоль координатных ли-
ний yx, ; )(xU  – скорость невязкого течения
на внешней границе пограничного слоя (из-
вестная функция продольной координаты x );
ν  – коэффициент кинематической вязкости
жидкости; здесь и далее верхний индекс штрих
обозначает дифференцирование по продольной

координате x , т. е. 
dx
dUU =′  и т. д.

Система уравнений (1), (2) решается в
предположении конечной толщины погра-
ничного слоя )(xδ  при следующих гранич-
ных условиях:
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Здесь скорость движения поверхности wu  и
скорость вдува или отсоса на ее поверхнос-
ти ww  в общем случае являются известными
функциями продольной координаты x , т. е.

)(xuu ww =  и )(xww ww = .
Вводя новые переменные

δηδδη /)(),(/ uwWxy ′−==

и исключая при помощи уравнения неразрыв-
ности (1) и граничного условия (3) преобра-
зованную поперечную скорость W  в уравне-
нии движения (2), последнее представим в
форме
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в которой введено обозначение для преобра-
зованной поперечной скорости вдува или от-
соса на стенке: )(/)()( xxwxWW www δ== .
Уравнение (4) необходимо проинтегрировать
при граничных условиях:
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3.  Для приближенного интегрирования
уравнения (4) его правая часть, следуя рабо-
там Швеца и Тарга, заменяется приближен-
ным значением, получаемым в результате
подстановки вместо скорости  и ее полино-
миального представления u~ , которое для за-
дачи с подвижной поверхностью можно взять
в виде
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где коэффициенты )(xai  – известные функ-
ции.

Следуя Швецу, интегрирование уравне-
ния (4) с учетом (6) и двух граничных усло-
вий (5) для u приводит к следующему выра-
жению для профиля продольной скорости
внутри пограничного слоя:
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Тарг для нахождения профиля продоль-
ной скорости в пограничном слое предложил
использовать граничные условия: 0=u  при

0=η  и 0/ =∂∂ ηu  при 1=η  в (5). Тогда вме-
сто соотношения (7) имеет место выражение
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Дифференциальное уравнение для тол-
щины пограничного слоя δ , которая пока
остается неизвестной, следует из удовлетво-
рения профиля скорости (7) граничному ус-
ловию 0)/( =∂∂ ηu  при 1=η , или профиля
скорости (8) граничному условию Uu =  при

1=η . Выполняя эти операции, приходим для
(7) и (8) к одному и тому же обыкновенному
нелинейному дифференциальному уравне-
нию первого порядка
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4. Численное решение уравнения (9)
при условии, что 0δδ =  при 0=x может быть
выполнено любым методом, даже в случае,
когда 00 =δ . Если на подвижной поверхнос-

ти отсутствует вдув или отсос, то 2Q  стано-
вится зависящей только от продольной коор-
динаты x . В этом случае дифференциальное
уравнение (9) будет линейным относительно

2δ , решение которого имеет вид
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Наиболее часто при задании прибли-
женного полиномиального представления
скорости в пограничном слое (6) коэффици-
енты ia  принимаются постоянными. В этом

случае величины 22s  и 24s  обращаются в

нуль, а 23211211 ,,, ssss  и 25s  будут константа-
ми, что существенно упрощает интегралы,
входящие в решение (10).

5. Наиболее просто записывается реше-
ние для случая ламинарного пограничного
слоя на подвижной плоской пластине, когда

constuconstU w ==  , . Если 0=ww  и 00 =δ ,
то толщина пограничного слоя, как для слу-
чая неподвижной пластины, изменяется по
следующему закону от продольной коорди-
наты x :
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Коэффициент сопротивления трения

fc  определяется формулой
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в которой ρ  – плотность жидкости; 0τ  – ка-
сательное напряжение на подвижной пласти-
не, которое находится из профиля продоль-
ной скорости в пограничном слое при извес-
тной динамической вязкости νρµ =  как
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Подстановка закона изменения толщи-
ны пограничного слоя (11) в выражения для
профиля продольной скорости в погранич-
ном слое (7) или (8) приводит к одной и той
же формуле для коэффициента сопротивле-
ния трения подвижной пластины:
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в которой введены обозначения
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а 0fc  – коэффициент сопротивления трения

неподвижной плоской пластины при 0=wu .
В табл. 1 приводятся значения коэффи-

циентов 11  , , , ββαα  для различных поли-
номиальных представлений профиля про-
дольной скорости (6). Цифра I соответствует
линейному профилю, использованному Шве-
цом [1]:

,)( ηww uUuu −+=
цифра II – параболическому профилю, ис-
пользованному Слезкиным [7] для варианта
метода Тарга,

),2)(( 2ηη −−+= ww uUuu
цифра III – полиному третьей степени, как в
работе Тарга [2] для случая неподвижной
поверхности:
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цифра IV – полиному четвертой степени, как
в работе [3] при использовании интеграль-
ного метода в задаче о пограничном слое на
подвижной поверхности:

).22)(( 43 ηηη +−−+= ww uUuu

Влияние формы профиля продольной
скорости (6) на сопротивление трения под-
вижной плоской  пластины  показано в  табл.
2, в которой  цифры  I,  II,  III  и  IV соответ-
ствуют тем же начальным профилям продоль-
ной скорости, что и в табл. 1, результаты рас-
четов интегральным методом по формуле [3]
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соответствуют цифре V, а точные значения
из работы [4] – цифре VI.

Из результатов, представленных в пос-
ледней строке табл. 2, следует, что наимень-
шую точность имеет предлагаемый метод в
случае, когда используется линейное пред-
ставление профиля продольной скорости (6).
Во всех остальных рассмотренных случаях
точность предлагаемого метода лучше интег-
рального метода [3] (см. столбец, помечен-
ный цифрой VI в табл. 2). Наибольшую точ-
ность показал метод при использовании квад-
ратичного представления профиля продоль-
ной скорости.

Работа выполнена при поддержке гран-
та РФФИ-ННИО-а (DFG) № 01-01-04004.

Таблица 1
Значения коэффициентов, входящих в формулу (12)

Таблица 2
Значения 0/ ff cc

Профиль 
скорости 

α  β  1α  1β  

I 
II 
III 
IV 

1/8 
7/90 

11/128 
773/12600 

5/24 
4/45 

73/640 
907/12600 

1/6 
2/15 

39/280 
37/315 

1/3 
1/5 

33/140 
23/126 

 

0/ ff cc   
Uuw /  I II III IV V VI 

0,0 
 

0,2 
0,4 
0,6 
0,8 
1,0 

 
1,2 
1,4 
1,6 
1,8 
2,0 

 1 
 

 0,970 
 0,837 
 0,622 
 0,340 

 0 
 

-0,393 
-0,833 
-1,316 
-1,840 
-2,402 

 1 
 

 0,938 
 0,795 
 0,585 
 0,318 

 0 
 

-0,364 
-0,769 
-1,213 
-1,693 
-2,207 

 1 
 

 0,952 
 0,813 
 0,601 
 0,328 

 0 
 

-0,376 
-0,797 
-1,259 
-1,758 
-2,294 

 1 
 

 0,944 
 0,803 
 0,592 
 0,322 

 0 
 

-0,369 
-0,781 
-1,233 
-1,722 
-2,246 

 1 
 

 0,916 
 0,765 
 0,556 
 0,300 

 0 
 

-0,339 
-0,713 
-1,120 
-1,559 
-2,027 

 1 
 

 0,944 
 0,799 
 0,586 
 0,317 

 0 
 

-0,361 
-0,761 
-1,198 
-1,668 
-2,170 

Наибольшая 
ошибка, % 

10,69 1,71 5,71 3,50 6,59 – 
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APPROXIMATE SOLUTION OF A LAMINAR BOUNDARY LAYER ON MOVING
SURFACES WITHOUT USE OF INTEGRAL RELATIONS

© 2002 V. G. Shakhov

Samara State Aerospace University

A method for quick estimations of laminar boundary layer characteristics in incompressible fluid on a moving
wall is presented. The method is a generalization of methods proposed by Shvets [1], Targ [2] and other and it does not
use integral relations. All results of the method are obtained for permeable surfaces with possible blow or suction of the
same fluid. Primary polynomial approximations of longitudinal velocity profile within boundary layer contain coefficients,
which depend on longitudinal coordinate. Cases when basic differential equation is solvable in quadratures are established.
Influence of primary polynomial approximations on friction drag coefficient for moving flat plate is studied.
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