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Для исследования динамических характеристик рабочих колес ГТД разработан дисковый волновой ко-
нечный элемент, представляющий собой кольцевую пластину переменной толщины. С использованием разра-
ботанного конечного элемента на алгоритмическом языке программирования Фортран создана программа по 
расчету собственных частот и форм колебаний вращающихся неравномерно нагретых дисков. Проведены рас-
четные и экспериментальные исследования собственных частот колебаний дисков. 
 

Волновой конечный элемент, диск, матрица, собственная частота, комплексная форма, усилие, переме-
щение 

 
Для расчета колебаний рабочих колес 

ГТД разработан дисковый волновой конеч-
ный элемент, представляющий собой коль-
цевую пластину переменной толщины. 

В целях достижения высокой точности 
динамика кольцевой пластины рассмотрена 
в рамках гипотез модели Тимошенко. По-
датливость пластины в своей плоскости не 
учитывалась. 

Для кольцевой пластины получены со-
отношения, связывающие усилия и переме-
щения в цилиндрической системе координат 
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Рассмотрены условия равновесия эле-
мента пластины (7-9). На рис. 1. показаны 
действующие на него динамические усилия 
и статические силы ст

xN  и ст
yN . Наличие 

последних связано с неравномерным по 
длине нагревом пластины и ее вращением. В 
процессе колебаний статические силы оста-

ются постоянными как по величине, так и по 
направлению. 
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Рис. 1. Кольцевой элемент пластины 
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В соответствии с [1] усилия и переме-
щения представлены в комплексной форме в 
виде волн: iptim

zzx eeQN ϕ= ; 
iptim

xx eeMH ϕ
ϕ = , iptim

yy eeMH ϕ= ; 
iptim

z eeqW ϕ= , iptim
xx ee ϕβα = , iptim

yy ee ϕβα = , 
где yxzyxz qMMQ ββ ,,,,,  – амплитуды 
волн. 

Совместное решение приведенных 
выше уравнений, позволило получить опре-
деляющую систему дифференциальных 
уравнений, описывающую колебания коль-
цевой пластины в рамках гипотез Тимошен-
ко. Она описывает динамику диска в гло-
бальной системе координат и выглядит сле-
дующим образом: 
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Используя полученную систему урав-
нений, построен дисковый волновой конеч-
ный элемент. При построении системы 

уравнений элемента применялся метод Га-
леркина: 
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21, xx  – границы конечного элемента; jF  – 
функции формы ( 2,1=j ). 

Построение матрицы формы (10) осно-
вано на допущении о линейном изменении 
упругих смещений по длине элемента. 
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После интегрирования системы полу-
чено матричное уравнение волновых дина-
мических жесткостей (11) дискового конеч-
ного элемента в аналитическом виде. 
{ } [ ]{ }qHQ = .  (11) 

[ ]H  – матрица комплексных волновых 
динамических жесткостей, устанавливающая 
связь между комплексными амплитудами 
волн реакций { }Q , возникающих на грани-
цах элемента и комплексными амплитудами 
волн перемещений { }q  этих границ. Коэф-
фициенты матрицы [ ]H  являются функция-
ми от частоты колебаний рабочего колеса 
p : [ ] [ ] [ ]MpDH 2−= .  
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матрица статических жесткостей элемента, 
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Матрица [ ]H  является эрмитовой. Её 
самосопряженность отражает одно из ос-
новных свойств спектра собственных дви-
жений поворотно-cимметричных систем, 
проявляющихся в существовании сдвига в 
окружном направлении между волнами раз-
личных компонентов усилий и перемеще-
ний. 

Совершив поэлементное объединение, 
составляется глобальное уравнение волно-
вых динамических жесткостей диска. 

С использованием разработанного ко-
нечного элемента на алгоритмическом языке 
программирования Фортран создана про-
грамма по расчету собственных частот и 
форм колебаний вращающихся неравномер-
но нагретых дисков. 

Для подтверждения корректности по-
лученных уравнений проведены расчетные и 
экспериментальные исследования собствен-
ных частот колебаний двух дисков постоян-
ной толщины. Первый имел внутренний и 
внешний радиусы соответственно 25 мм и 
90 мм, второй − 15 мм и 62,5 мм. Толщины у 
обоих дисков составляли 25 мм. Результаты 
исследований представлены в табл. 1, 2. 

 

Таблица 1 – Собственные частоты колебаний диска 
с внешним радиусом 90 мм 

Частота, Гц Число волн деформаций 
2 3 4 5 

Расчет 3816 8278 13379 18920 

Эксперимент 3811 8220 13327 18790 

Погреш-
ность, % 0,13 0,71 0,39 0,69 

 
 

Таблица 2 – Собственные частоты колебаний диска 
с внешним радиусом 62,5 мм 

Частота, Гц Число волн деформаций 
0 2 3 4 

Расчет 11279 6915 15297 24085 
Эксперимент 11168 6850 15131 23730 
Погреш-
ность, % 0,99 0,95 1,1 1,5 

 
Из приведенных в таблицах данных хо-

рошо видно, что рассчитанные и экспери-
ментально определенные собственные час-
тоты хорошо согласуются. 

Разработанный дисковый волновой ко-
нечный элемент позволяет рассчитывать ди-
намические характеристики дисков рабочих 
колес. Элемент учитывает неравномерный 
по длине нагрев, действие поля центробеж-
ных сил, а также окружные сдвиги между 
волнами компонентов усилий и перемеще-
ний. Главным преимуществом разработан-
ного конечного элемента является отсутст-
вие численного интегрирования при вычис-
лении комплексных матриц волновых жест-
костей и обобщенных масс, что существенно 
снижает машинное время расчета. Кроме то-
го, на снижение времени влияет одномер-
ность элемента. 

Дисковый волновой конечный элемент 
реализован в виде вычислительной про-
граммы на языке Фортран. 
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The disk harmonic finite element was developed. FORTRAN code program was developed for modal analysis of 
rotating nonuniform heated disks from the gas turbine engines. Natural frequencies of disks were explored. 
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