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1. Постановка задачи.
Рассмотрим задачу обнаружения факта

нарушения и идентификации характера изме-
нений в функционировании линейной дина-
мической системы, возмущаемой дискретным
белым шумом, свойства которой в произволь-
ные моменты времени могут изменяться.
Подобные изменения будем называть нару-
шениями. В результате каждого нарушения
система переходит на новый локально ста-
ционарный режим функционирования, опре-
деляемый номером p (p=0, …, M) и описыва-
емый следующими уравнениями:
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где ),( 1 iip tt +Φ , )( ip tB , )( ip tΓ , )( ip tH  - мат-ат-

рицы-параметры системы; )( itx  - n-мерный

вектор состояния системы, )( itu  - r-мерный

вектор входного воздействия, )( itz  - доступ-
ный для наблюдения m-мерный вектор из-
мерений, )( itw  и )( itv  - независимые нор-
мально распределённые векторы шумов с
нулевым средним и ковариационными мат-
рицами )( ip tQ  и )( ip tR  соответственно. На-
чальный вектор состояния системы x0 рас-

пределён по нормальному закону с матема-

тическим ожиданием 0
px  и ковариацией 0

pP .
Предположим, что момент возможно-

го перехода системы из одного заданного ре-
жима в другой априорно неизвестен. Необ-
ходимо по результатам наблюдений на интер-
вале [0,N] подтвердить или опровергнуть
факт этого нарушения, а также идентифици-
ровать p – номер режима функционирования
системы.

Как известно, наибольшим быстродей-
ствием в решении задач обнаружения нару-
шений отличаются методы, развитые в тео-
рии обнаружения изменений свойств случай-
ных процессов, позволяющие оптимизиро-
вать структуру алгоритма по критерию ско-
рейшего обнаружения нарушения. Впер-
вые подобная проблема была рассмотрена
Е. С. Пейджем [1]. Оптимальные правила ос-
тановки наблюдений, включая широко изве-
стную задачу о разладке, получены в работах
А. Н. Ширяева [2]. В настоящее время данной
проблеме посвящается большое число публи-
каций [3 - 5], например, разработке алгорит-
мов контроля в классе линейных стохастичес-
ких систем посвящены, в частности, работы
[6, 7]. Построенные здесь эвристические пра-
вила обнаружения, идентификации и оцени-
вания моментов возникновения нарушений
требуют вычисления постоянно увеличива-
ющегося числа функций отношения правдо-
подобия, формируемых на основе выборок
различной длины, для каждого возможного
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момента возникновения нарушения. После-
днее обстоятельство и вызывает трудности в
выводе математически обоснованного пра-
вила различения проверяемых гипотез о со-
стоянии системы.

Построим правило обнаружения и
идентификации параметрических изменений
в модели объекта, позволяющее принять ре-
шение на фиксированном (включающем M
элементов) множестве значений функций
отношения правдоподобия.

Основные выкладки проведём для сис-
темы с двумя возможными режимами функ-
ционирования (p=0,1). Затем полученные
результаты обобщим на случай M возможных
нарушений.

2. Обнаружение факта нарушения в фун-
кционировании системы.

Предположим, что начальное состояние
системы соответствует номинальному режи-
му функционирования с номером 0. Необхо-
димо по результатам измерений

T
ii tztztt )](),...,([),( 11 =Ζ  подтвердить или

опровергнуть факт перехода системы на ре-
жим функционирования с номером 1.

Решение этой задачи можно получить с
помощью последовательного критерия отно-
шения вероятностей Вальда [6 - 8]. Выбор из
двух гипотез определяется решающим прави-
лом:















−+
<<

Η
≥

Η
≤

.)1(
,)(.3

;
,)(.2

;
,)(.1

1

0

шагагоiдля
продолжаюттестAtBЕсли

гипотезывыборомс
прекращаюттестAtЕсли

гипотезывыборомс
прекращаюттестBtЕсли

i

i

i

λ

λ

λ

(3)

Здесь 
))(),...,((
))(),...,((

)(
1|),(

1|),(

01

11

itt

itt
i txtxf

txtxf
t

i

i

ΗΝ

ΗΝ=λ

– отношение правдоподобия, A и B – верх-
ний и нижний пороги принятия решения,

pΗ  – гипотезы, предполагающие функцио-

нирование системы в p-ом режиме (p=0,1);

T
ii tttt )](),...,([),( 11 νν=Ν  – последователь-

ность отсчётов процесса обновления, форми-
руемого фильтрами Калмана, построенными
в соответствии с различаемыми гипотезами.

Однако ввиду того, что момент возмож-
ного возникновения нарушения априорно
неизвестен, приходится вместо одной альтер-
нативной гипотезы H0 вводить множество
гипотез {H11, H12,…, H1i}, предполагающих
нарушение в каждый конкретный момент вре-
мени с начала наблюдения. С ростом числа
измерений i число альтернативных гипотез
также увеличивается, что в свою очередь при-
водит к росту числа функций отношения
правдоподобия и необходимости разработки
более сложного и, по существу, эвристичес-
кого правила распознавания гипотез [6, 7].

Отличие предлагаемого в данной рабо-
те подхода состоит в представлении момен-
та нарушения θ как случайного параметра с
равномерным законом распределения.

Теорема 1. Пусть момент появления
возможного нарушения в системе (1), (2)
представляет собой дискретную случайную
величину θ, равномерно распределённую на
отрезке [0, i]. Тогда отношение функций прав-
доподобия в решающем правиле (3) вычис-
ляется по выражениям:
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Доказательство. Согласно теореме ум-
ножения вероятностей и условию согласо-
ванности функций плотности распределения
справедливо соотношение
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где



165

Управление, вычислительная техника и информатика





 <<==Η

иначе

iy
iyfyf

,0

,0,1
)()(

1| θθ
,

)),(),...,(( 1|),,( 11
ytxtxf itt i ΗΝ θ  — условная

плотность распределения обобщённого век-
тора отсчётов процесса обновления

T
ii tttt )](),...,([),( 11 νν=Ν , снимаемых с филь-

тров Калмана, отвечающих гипотезе θΗ  —

нарушение произошло в момент времени θt .
В отношении каждого из альтернативных
фильтров Калмана это означает, что он дол-
жен активизироваться в соответствующий
параметру θ  момент времени.

Поскольку в нашем случае θ — дискрет-
ная случайная величина, интеграл в выраже-
нии (5) следует заменить суммой, а вместо
непрерывной функции плотности распреде-
ления θ  ввести соответствующие вероятно-
сти:
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Следовательно, отношение функций
правдоподобия преобразуется к виду:
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Учитывая независимость отсчётов про-
цесса обновления ),( 1 ittΝ , перепишем (6) в
виде:
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Каждый обновляющий процесс

)}|)(()({ 1
1 Η= jkjk tt νν  формируется отдель-

ным фильтром Калмана 1
kF , настроенным в

соответствии с гипотезой 1Η  и подключён-
ным в tk-й момент времени.

Далее, обозначив в выражении (7)
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буемое соотношение (4). Теорема доказана.
Таким образом, решающее правило (3)

и выражения (4) позволяют обнаружить кон-
кретное нарушение. Верхний A и нижний B
критические пороги определяются выраже-
ниями αβ /)1( −=A  и )1/( αβ −=B , где α и
β – вероятности ошибок первого и второго
рода.

Теперь рассмотрим способы получения

величины )(1
ik tΨ  и построим эффективные

алгоритмы её вычисления на основе фильт-
ров двух типов: последовательного ковариа-
ционного фильтра Калмана и информацион-
ного квадратно-корневого фильтра.

3. Эффективный алгоритм вычисления
отношения правдоподобия на основе после-
довательного ковариационного фильтра Кал-
мана.

Пусть данные, необходимые для вычис-
ления соотношений (4), снимаются с источ-

ника CF= },...,1|,{ 10
1 NkCFCF k = , представля-
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ющего собой множество ковариационных
фильтров Калмана, где каждый из фильтров
определяется известными уравнениями [9].

Учитывая тот факт, что каждый случай-
ный вектор )( jk tν  нормально распределён с
нулевым математическим ожиданием и кова-
риационной матрицей )( jk tΣ , вычисляемой
фильтром Калмана, и выполнив несложные
алгебраические преобразования, перепишем

выражение для  )(1
ik tΨ  в виде
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Таким образом, получена удобная рекур-
рентная формула для вычисления отношения
правдоподобия )( itλ  в решающем правиле
(3).

Теперь рассмотрим более подробно
выражение (8). Здесь в каждый момент вре-
мени ti требуется вычислять детерминант ко-
вариационной матрицы )( itΣ  и величину

квадратичной формы )()()( 1
iii

T ttt νν −Σ , что
приводит к дополнительным вычислитель-
ным затратам (наряду с вычислениями в
фильтрах), а обращение матрицы )( itΣ  может
привести к ошибкам машинного округления.

Чтобы избавиться от этих недостатков,
построим эффективный алгоритм, который

позволяет вычислять величины )( itΣ  и

)()()( 1
iii

T ttt νν −Σ  непосредственно в терми-
нах величин, генерируемых фильтром Калма-
на.

В работе [10] показано, что искомые
величины можно получать непосредственно
в последовательном ковариационном алго-

ритме Калмана без применения сложных
операций обращения матрицы и вычисления
определителя. Алгоритм выглядит следую-
щим образом.

Пусть матрица )( itH  представлена со-

вокупностью своих строк, а вектор )( itz  –
множеством своих элементов. Тогда величи-

ны )(ln itΣ  и )()()( 1
iii

T ttt νν −Σ  могут быть
вычислены с помощью скалярной обработки
измерений в фильтре Калмана по следующе-
му алгоритму.

I. Положить
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III. Выдать результат
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IV. Конец.
Замечание 1. Для применения этого

алгоритма требуется, чтобы ковариация шума
в измерителе },...,,{)( 21 mip rrrdiagtR =  была
диагональной матрицей. Для выполнения
этого условия достаточно с помощью невы-
рожденного преобразования декоррелиро-
вать измерения в системе (1), (2).

С учётом алгоритма (9) перепишем (8)
в следующем виде:
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Утверждение 1.

Пусть CSF= },...,1|,{ 10
1 NkCSFCSF k =  –

источник данных, необходимый для вычис-
ления отношения правдоподобия (4), содер-
жит конечное множество ковариационных
последовательных фильтров Калмана. Тогда

функции )(1
ik tΨ  можно вычислять с помо-

щью рекуррентных соотношений (10).
Таким образом, выражения (4), (9) и (10)

вместе с решающим правилом (3) составля-
ют эффективный в вычислительном плане
метод обнаружения конкретного нарушения
в системе (1), (2).

4. Эффективный алгоритм вычисления
отношения правдоподобия на основе квад-
ратно-корневого информационного фильтра.

Рассмотрим теперь другой подход к
вычислению отношения правдоподобия (4).
Пусть данные, необходимые для вычисления
соотношения (4), снимаются с источника

SRIF= },...,1|,{ 10
1 NkSRIFSRIF k = , представ-

ляющего собой конечное множество квадрат-
но-корневых информационных фильтров, где
каждый из фильтров определяется известны-
ми уравнениями [9]. Обратимся снова к ве-

личинам )( itΣ  и )()()( 1
iii

T ttt νν −Σ . Вос-
пользуемся результатом работы [11], в кото-
рой искомые величины также получаются
непосредственно в терминах квадратно-кор-
невого информационного фильтра.

Запишем этап обработки измерений
для SRIF (Square Root Information Filter). (Здесь
также действует замечание 1):
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где Ti – ортогональная матрицы, ˆ( )iR t+  – вер-

хняя треугольная матрица, ˆ ˆˆ( ) ( ) ( )i i iz t R t x t± ± ±= ,
1ˆ ˆ( ) ( ) ( )T

i i iP t R t R t± − ± − ±= .

Тогда )()()()( 12
iii

T
i tttte νν −Σ=  и

1
2

ˆ ˆln ( ) ln ( ) ln ( )i i iR t R t t+ −− = Σ . Посколькуу

матрицы ˆ( )iR t±  – верхние треугольные, то

ˆ( )iR t±  равен произведению диагональных

элементов.
Далее после несложных алгебраических

преобразований перепишем (8) в виде
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1 1
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Утверждение 2.

Пусть SRIF= },...,1|,{ 10
1 NkSRIFSRIF k =

– источник данных, необходимый для вычис-
ления отношения правдоподобия (4), содер-
жит конечное множество квадратно-корне-
вых информационных фильтров. Тогда функ-

ции )(1
ik tΨ  можно вычислять с помощью

рекуррентных соотношений (12).
Таким образом, выражения (4), (11) и

(12) вместе с решающим правилом (3) состав-
ляют эффективный в вычислительном плане
метод обнаружения конкретного нарушения
в системе (1), (2).

5. Обнаружение и идентификация ха-
рактера происходящих в системе изменений.

Рассмотрим общий случай, когда воз-
можно M различных переходов, каждый из
которых заканчивается установлением ново-
го локально стационарного режима, одно-
значно задаваемого новым набором матриц-
параметров )(),(),(),,( 1 ilililiil tHttBtt ΓΦ + ,
l=1,…,M.
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Распространим полученное правило
обнаружения факта нарушения на задачу об-
наружения и идентификации характера про-
исходящих в системе (1), (2) изменений. Вводя
дополнительные альтернативные гипотезы

lΗ , предполагающие функционирование
системы в l-ом (l=1,…,M) режиме, и учиты-
вая приведённые выше рассуждения, полу-
чим M функций отношения правдоподобия,
определяемых следующим образом.

Теорема 2. Пусть момент появления
возможного нарушения в системе (1), (2)
представляет собой дискретную случайную
величину θ, равномерно распределённую на
отрезке [0,i], и в результате нарушения систе-
ма переходит с номинального режима, харак-
теризующегося гипотезой 0Η , на новый ло-
кально стационарный режим, характеризую-
щийся гипотезой lΗ , l=1,…,M. Тогда реше-
ние задачи обнаружения и идентификации
характера происходящих в системе (1), (2)
изменений состоит в применении в каждый
момент времени ti, (i=1,…,N) решающего пра-
вила следующего вида:
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,,...,1),(1)(
1

Mlt
i

t i
i

k

l
kil =Ψ= ∑

=
λ (14)

а функции ),...,1()( Mlti
l
k =Ψ  в зависимости

от типа источника данных DS определяются
выражениями:

1) если
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2) если
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Доказательство. Рассмотрим вместо
одного альтернативного режима функциони-
рования системы (1), (2) M альтернативных
режимов, каждому из которых соответствует
гипотеза

lΗ ={ ),(),( 11 iilii tttt ++ Φ=Φ ,

)()( ili tBtB = , )()( ili tt Γ=Γ , )()( ili tHtH = },

Ml ,...,1= .
Тогда по теореме 1 получим выражение

(15), причём для Ml ,...,1=

.
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Далее, пользуясь результатами предло-
жений 1 и 2, получим выражения (15) и (16).
Отметим, что выбор гипотезы в пункте 4 ре-
шающего правила (13) соответствует крите-
рию максимального правдоподобия и не тре-
бует дополнительного обоснования.

Теорема доказана.
6. Пример.
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В качестве примера рассмотрим систе-
му второго порядка, заданную уравнениями:
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где τ – интервал между поступлениями двух
очередных измерений, вектор состояния
объекта содержит два компонента –
координату )( itx  и скорость )( ix tv ,

[ ]Tivixi twtwtw
x

)()()( =  и )( itv  – независи-
мые нормально распределенные векторы
шумов с нулевыми математическими ожида-

ниями и ковариациями 







=

ττ
ττσ
63
32

6 2

232

Q  и

ρ=R . Под нарушением в данном случае по-
нимаем очередной манёвр объекта. Множе-
ство моделей, характеризующих вид наруше-
ния, различаются значением параметра σ.
Основному режиму функционирования соот-
ветствует значение  σ=1.

Рассмотрим решение задачи обнаруже-
ния факта нарушения в модели (17), (18) в
случае, когда момент возникновения наруше-
ния t01 априорно неизвестен. Для этого ис-
пользуем решающее правило (3), вычисляя в
каждый момент времени ti значение функции
отношения правдоподобия по формулам (4),
(10). Проведём вычислительные эксперимен-
ты, соответствующие двум случаям: S1 – на-

рушение не происходит, S2 – нарушение про-
изошло. Условия проведения эксперимента
приведены в табл. 1.

Основным результатом здесь можно
считать практическое подтверждение рабо-
тоспособности предложенного метода на
примере обнаружения манёвра движущегося
объекта.

7. Заключение.
В работе получен метод гарантирован-

ного по вероятностям ошибок первого и вто-
рого рода обнаружения и идентификации
нарушений в классе линейных стохастичес-
ких систем управления в процессе фильтра-
ции. В случае M возможных режимов функ-
ционирования системы решение принимает-
ся на ограниченном множестве, содержащем
M значений функции отношения правдопо-
добия.

Данный метод отличается ещё и тем,
что все величины, необходимые для вычис-
ления отношения правдоподобия, получают-
ся непосредственно в процессе фильтрации
без применения сложных в вычислительном
плане (особенно для систем большой размер-
ности) операций обращения и вычисления
детерминанта квадратной матрицы. Более
того, последовательный ковариационный
фильтр Калмана может быть легко заменен на
устойчивые к ошибкам округления последо-
вательные ковариационные алгоритмы (Пот-
тера, Бирмана, Карлсона) [10].

Предполагается, что дальнейшее иссле-
дование будет направлено на изучение прак-
тической реализации данного метода, в час-
тности, на разработку алгоритмов диагнос-
тики нарушений с применением технологий
параллельного программирования.

Таблица 1. Условия проведения экспериментов
N эксперимента S1 S2 

Параметры системы x(t0)~N(0.5,1), vx(t0)~N(0.2,1), 
τ=0.5, ρ=0.1, σ0=1, σ1=4, 

α=β=0.05 
Действительное значение параметра 
σ до 25-й итерации 

σ=σ0 σ=σ0 

Действительное значение параметра 
σ после 25-й итерации 

σ=σ0 σ=σ1 

Момент принятия решения 27 28 
Выбранная гипотеза H0 H1 
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