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Рассмотрим многомерную стационар-
ную устойчивую линейную динамичес-
кую систему с дискретным временем
(i = ..., -1, 0, 1, ...), описываемую следующим
уравнением:
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где iZ , iY  – ненаблюдаемый и наблюдаемый
векторы состояний системы соответственно
( iZ , iY ∈ 2pR ), а iX , iW  – соответственно не-
наблюдаемый и наблюдаемый векторные
входные сигналы ( iX , iW ∈ 1pR ). Идентифи-
кация объекта сводится к процедуре опреде-

ления матриц неизвестных параметров 
∧

)(
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rG ,
∧

)(
2

1rG  по { }iY , { }iW  при известных порядках

r  и 1r  и является задачей параметрическогоо
оценивания. В [1] рассмотрена задача иден-
тификации параметров одномерной по вхо-
ду и выходу линейной динамической систе-
мы.

В общем случае последовательности
( )}{ 1 iΞ  и ( )}{ 2 iΞ  не являются последователь-

ностями независимых случайных векторов,
поэтому представляет интерес случай адди-
тивных локальных автокоррелированных
шумов в канале наблюдений.

Пусть выполняются следующие усло-
вия:

10. Множество, которому априорно при-
надлежат истинные значения матриц пара-
метров устойчивой линейной многомерной
системы, является компактным.

20. iX  не зависит в совокупности от kΞ ,
где к = 1, 2.

30. Вектор входных сигналов iX  и ис-
тинные параметры удовлетворяют условию
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где H  положительно определена.
40. Случайные последовательности

( ){ }i1Ξ  и ( ){ }i2Ξ  независимы в совокупности
и удовлетворяют условиям:
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1W , 2W  – случайные матрицы, E  – оператор

математического ожидания, *
k

hΞ – матрица
локальных автокорреляционных функций.

{ }iF  и { }'iF  – неубывающие последова-
тельности σ -алгебры:
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*
2,1ΞH  - положительно определённая матри-

ца, элементами которой являются значения
локальных автокорреляционных и взаимокор-
реляционных функций в различные момен-
ты времени.
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Представим данное уравнение в виде
скалярных уравнений ( )2,1 pj = :
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Уравнение (2) можно записать следую-
щим образом, если ввести обозначения:
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Введём следующую обобщённую ошиб-
ку для j – уравнения:
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Из условий 40 и 50 следует, что обоб-
щённая ошибка имеет нулевое среднее, а её
локальная дисперсия с вероятностью 1 рав-
на:
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Определим оценки •• jj ab
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тных истинных значений параметров
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Тогда справедливы следующие утверж-

дения.
Утверждение 1.
Пусть стационарная динамическая си-

стема с нулевыми начальными условиями
описывается уравнением (1) и помехи удов-
летворяют предположениям 20, 40, 50. Кроме
того, истинные значения параметров

•• jj ab  и входной сигнал удовлетворяютт

условиям 10, 30. Тогда при ∞→N  с вероят-

ностью 1 существует оценка •• jj ab
^^

, оп-

ределяемая выражением (3) и являющаяся
сильно состоятельной оценкой:
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Доказательство утверждения 1.

Рассмотрим функцию:
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Тогда из условий 40 и 50 получим, что:
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а из условия 20 следует:
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Первые два слагаемых в 3v  в силу усло-
вий 20, 30, 40 удовлетворяют условиям лем-
мы [1] и следовательно:
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Таким образом, (4) можно представить
в виде 2r  слагаемых, каждое из которых в
силу предположений 20, 30, 40 по лемме [1]
сходится к нулю.

Аналогично доказывается сходимость к
нулю остальных слагаемых 3v :
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Покажем, что решение задачи
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существует и достигается в единственной
точке. Для этого вместе с задачей (5) рассмот-
рим функции:
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Легко проверить, что уравнение
0)( )( =Θ jV  на интервале ( )1, min +λ∞−  име-

ет корень ˆ 1Θ = , если minλ  - наименьшее соб-
ственное число регулярного пучка квадратич-
ных форм, определяемых положительно оп-
ределёнными матрицами  H  и *

2,1ΞH , и

0min >λ . Этот корень является единствен-

ным на интервале ( )1, min +λ∞− , что вытека-
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ет из непрерывности функции )( )( jV Θ  на

этом интервале и 0)( )( <Θ jV&  на

( )1, min +λ∞− , и из (6) непосредственно сле-
дует существование и единственность (5). В
дальнейшем ход доказательства практически
полностью аналогичен доказательству при
условии, что 121 == pp  [1].

Для получения численного метода вы-
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Дифференцируя  ),,( )( j
jjN abV Θ••  по

•• jj ab  и приравнивая производную к
нулю, получим
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(9)

Имеет место следующая лемма.
Для функции )( )( j

NV Θ , связанной с за-
дачей (3), имеет место:

1) все корни уравнения 0)( )( =Θ j
NV

(если они существуют) неотрицательны;
2) уравнение (9) имеет на полусегменте

[ ))(,0 min Nλ  не более одного корня ( )ˆ ( )j NΘ ,

где minλ  - минимальное обобщённое число
матрицы, т.е. корень уравнения

0
0

0
det

2

1)( =
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H
H

AAAA
AAAA

T
j

W
T
WY

T
W

W
T
YY

T
Y ;

(10)

3) существование ( )ˆ ( )j NΘ  на полусег-

менте [ ))(,0 min Nλ  - необходимое и достаточ-
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ное условие существования единственного
решения (7).

Доказательство.
Функция )( )( j

NV Θ  непрерывна на

[ ))(,0 min Nλ , к тому же 0min ≥λ  как обобщён-
ное собственное число неотрицательно оп-
ределённой матрицы. Далее, 0)( )( ≤Θ j

NV& ,

тогда на полусегменте [ ))(,0 min Nλ  имеется не
более одного корня, если он существует. Так-
же 0)0( ≥NV  и, следовательно, 0)( )( >Θ j

NV
(матрица

)(

)(1

)(

)(

jT
W

jT
Y

W
T
WY

T
W

W
T
YY

T
Y

T

jT
W

jT
Y

N YA
YA

AAAA
AAAA

YA
YA

I
−

−

идемпотентная).
Отсюда вытекает доказательство утвер-

ждения 1, 2 и достаточность 3. Необходимость
3 вытекает из экстремальных свойств харак-
теристических чисел регулярного пучка форм
[2].

Утверждение 2.
Пусть выполняются все условия 10-50,

тогда с вероятностью 1 при ∞→N  существу-

ет корень [ )( )
min

ˆ ( ) 0,j N λΘ ∈  и единственноее
решение (8), которое является также решени-
ем задачи (7).

Доказательство утверждения 2 непос-
редственно следует из утверждения 1 и лем-
мы.

На основании утверждения 2 может
быть получен численный метод, который
позволяет:

- ответить на вопрос, существует ли

единственная оценка •• jj ab
^^

;

- определить начальное приближение,
гарантирующее сходимость итерационного

процесса к единственной оценке •• jj ab
^^

;

- вычислить с любой наперёд заданной
точностью эту оценку.

Утверждение 3.
Пусть последовательность { })(

1
jΘ  опре-

деляется следующим алгоритмом.

Шаг 0. 0)0()(
1 =Θ j .

Шаг 1. 
2

)1()(
)(

)(
1min)(

1
−Θ+λ

=Θ
iNi

j
j ,

minλ  определяется из (10).

Шаг 2. Вычислить ( )
^

( )
• 1

ˆ, ( )j
jb N iΘ  и

( )
^

( )
• 1

ˆ, ( )j
ja N iΘ  из системы уравнений (8).

Шаг 3. Вычислить

1

( ) ( )
1 •( ) ( ) ( ) ( ) (1)

1 1 ( )

ˆ ( )( )ˆ ˆ( ( )) ( ) ( )
TT j j T

Y jj j T j j
N jj T j

W

A Y i h
V i Y Y i d

A Y

∗
Ξ− Θ

Θ = − Θ − ⋅

( ) ( )
^ ^

( ) ( )
• •1 1

ˆ ˆ, ( ) , ( )
T

j j
j jb N i a N i⋅ Θ Θ .

Шаг 4. Проверить условие
( )
1
ˆ( ( )) 0j

NV iΘ ≤ .

Тогда, если уравнение 0)( )(
1 =Θ j

NV

имеет корень [ )( )
1 min
ˆ ( ) 0, ( )j N NλΘ ∈ , то пос-

ледовательность )0(),0( )()(
1

jj ΘΘ …  конечна и

)( ) ( )
1 min
ˆ(0) ( ), ( )j j N NλΘ ∈ Θ , в противном слу-

чае { })()(
1 ijΘ  - бесконечна.
Доказательство утверждения 3 немед-

ленно следует из леммы.
Этот алгоритм позволяет определить

начальное приближение )0()( jΘ , необходи-
мое для дальнейшего применения метода
Ньютона, или определить, что корень

( )
1
ˆ ( )j NΘ  не существует..

Утверждение 4.
Пусть существует

)( ) ( )
1 min
ˆ(0) ( ), ( )j j N NλΘ ∈ Θ , тогда

)()(lim )()( Ni jj
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где )()( ijΘ , ))(,( )(
^

iib j
j Θ•  и ))(,( )(

^
iia j

j Θ•  оп-
ределяются совместно следующим алгорит-
мом.

Шаг 1. Вычислить ))(,( )(
^

iNb j
j Θ•  и

))(,( )(
^

iNa j
j Θ•  из системы уравнений (8).

Шаг 2. Вычислить
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Шаг 3. Переход к шагу 1.
Вычисления заканчиваются, если вы-

полняется условие:

( ) ( )
( ) δ≤

+Θ

Θ−+Θ

)1(

)()1(
)(

)()(

iV

iViV
j

N

j
N

j
N ,

где δ  - априорно заданная точность нахож-
дения оценки.

Это утверждение непосредственно сле-
дует из метода Ньютона:

( )
( ))(

)(
)()1( )(

)(
)()(

iV
iVii j

N

j
Njj

Θ
Θ

−Θ=+Θ & .

Обоснованность использования мето-
да Ньютона вытекает из того, что функция

( ))( j
NV Θ  непрерывна на [ ))(,0 min

)( Nj λ∈Θ∀

и ( ) 0)( ≤Θ j
NV&  и ( ) 0)( ≤Θ j

NV&&  на

[ ))(,0 min
)( Nj λ∈Θ∀ .
На основе вышеописанного алгоритма

в среде Matlab создано программное обеспе-
чение, позволяющее получать оценки матриц
параметров. В качестве результата работы
приложения Identification на рис. 1 приведе-
ны графики значений последовательности
{ }iZ , а также значений последовательностей

моделей 






 МНК

iZ
^

 и 






 НМНК

iZ
^

.

Рис. 1. Графики значений последовательностей { }iZ ,  






 МНК

iZ
^

 и 






 НМНК

iZ
^
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DEFINING PARAMETERS OF A LINEAR DYNAMIC
SYSTEM MULTIDIMENSIONAL AT THE INPUT AND OUTPUT GIVEN

AUTORORRELATED SIGNAL INTERFERENCE

 2009 A. A. Karpov, O. A. Katsyuba

Samara State Communications University

The paper deals with the theory and method of solving the problem of consistent evaluation of multidimensional
linear difference equation parameters with autocorrelated interference in input and output signals on the basis of least
square method generalization (as the most common in conditions of a priori uncertainty). The consistency of the
obtained estimates of unknown true parameter values is proved.

Linear difference equations, parametric identification, multidimensal input and output, autocorrelated signal
interference.


