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Расширение рынка пусковых услуг для
вывода на околоземные орбиты малых полез-
ных нагрузок привело к обсуждению и раз-
работке проектов авиационно-космических
систем (АКС) на базе сверхзвуковых самолё-
тов, среди которых можно выделить «Ишим»
(Россия – Казахстан) [1, 2] и RASCAL (Res-
ponsive Access, Small Cargo, Affordable Launch,
США) [3, 4]. В проекте «Ишим» в качестве
первой ступени АКС предлагалось исполь-
зовать тяжёлый сверхзвуковой истребитель
МиГ-31И. В рамках проекта RASCAL разра-
батывается сверхзвуковой самолёт-разгонщик
MPV (Mass Injection Pre-Compressor Coolinq –
Powered Vehiecle) - «Аппарат с охлаждаемы-
ми двигателями». Возможно использовать в
качестве первой ступени АКС сверхзвуковой
дальний барражирующий самолёт-перехват-
чик, проект которого приведён в [5].

Математическая модель
движения самолета

Движение самолёта как материальной
точки постоянной массы в вертикальной
плоскости в однородном поле тяжести и не-
подвижной атмосфере определяется систе-
мой дифференциальных уравнений:
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Здесь V – скорость; θ  - угол наклона
траектории; Н - высота; 0Р  - статическая тяга
(при Н=0 и V=0); m – масса; g – ускорение
свободного падения, f - постоянный коэф-
фициент, учитывающий форсирование тяги;

( )НM ,ξ - высотно-скоростная характеристи-

ка двигателя; М – число Маха; хаС  - коэффи-

циент силы лобового сопротивления; уаС  -
коэффициент аэродинамической подъёмной

силы: αα ⋅= уауа СС , α
уаС  - производная ко-о-

эффициента подъёмной силы по углу атаки;

2

2Vq ρ
=  - скоростной напор; ρ - плотность

воздуха; S – площадь крыла; t –время.
В качестве управления используется ко-

эффициент подъёмной силы уаС , который не
может превышать заданного предельного зна-

чения пред
уаС .

Манёвр «динамическая горка»
Стандартная схема манёвра «горка» с

целью набора высоты состоит из трёх участ-
ков.

Первый участок. «Вход в горку» - пере-
ход из режима установившегося горизонталь-
ного полёта в режим набора высоты. Он ха-
рактеризуется двумя параметрами: постоян-
ной перегрузкой yan , с которой выполняется
манёвр и которая превышает единицу,
и углом наклона траектории в конце первого
участка горкиθ .
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Коэффициент подъёмной силы опреде-
ляется следующим образом:

1
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n mg
С

q S
=

⋅ . (2)

Условием перехода ко второму участку
является достижение углом наклона траекто-
рии значения горкиθ . Если в процессе интег-
рирования дифференциальных уравнений (1)
коэффициент уаС , определяемый согласно (2),

оказывается больше значения пред
уаС , то при-

нимается, что пред
уа уаС С= . В этом случае вто-

рой участок отсутствует, и полёт самолёта
будет происходить в соответствии с третьим
участком.

Второй участок. Самолёт набирает
высоту с постоянным углом наклона траек-

тории горкиθ . Из условия 0d
dt
θ

=  коэффици-

ент подъёмной силы определяется следую-
щим образом:

2

cos горки
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С

q S
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=
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Третий участок. «Выход из горки» на-
чинается при достижении коэффициентом

подъёмной силы значения пред
уаС  и продол-

жается с этим значением до достижения ну-
левого угла наклона траектории ( кθ = 0).

Манёвр «динамическая горка» для дос-
тижения больших высот полёта реализуется
с уменьшением скорости, т.е. за счёт перево-
да части начальной кинетической энергии
самолёта в потенциальную. Желательно, что-
бы на полученной в результате манёвра ко-
нечной высоте кH  скорость самолёта кV  была
не меньше так называемой эволютивной ско-
рости, при которой ещё возможно управле-
ние самолётом с помощью аэродинамичес-
ких поверхностей.

Определение параметров управления.
При фиксированном значении перегрузки yan

для поиска оптимального угла горкиθ , при ко-
тором обеспечивается максимальная конеч-

ная высота полёта кH  при нулевом угле на-

клона траектории кθ , используется метод гра-
диентов.

В качестве целевой функции принята
зависимость конечной высоты от угла горкиθ ,
т.е. функция одной переменной:

( )к горкиН f θ= .

Первоначально определяется градиент
целевой  функции, то есть её производная по
независимой переменной

( ) к
к горки

горки

НgradН θ
θ
∂

=
∂ .

Так как данная функция получена в ре-
зультате численного интегрирования и поэто-
му не может быть задана аналитически, про-
изводная определяется через конечные раз-
ности:

( ) ( )к горки горки к горкик к

горки горки горки

Н НН Н θ δθ θ
θ δθ δθ

+ −∂ ∆
= =

∂ ,

где горкиδθ  - приращение по независимой пе-

ременной горкиθ .
После того, как градиент найден, совер-

шается шаг в направлении антиградиента:
( )к горкиgradН θ− .

Переход из одной точки в другую в на-
правлении антиградиента осуществляется по
соотношению

1k k k к
горки горки

горки

Hhθ θ
θ

+ ∂
= −

∂ ,

где 1k
горкиθ +  - значение горкиθ  на k+1-ом шаге,е,

k
горкиθ  - значение горкиθ  на k-ом шаге, kh  - ве-е-
личина, характеризующая длину k-го шага,
k = 0, 1, 2, …

Результаты моделирования
набора высоты

В качестве базового варианта первой
ступени АКС был принят аналог самолёта
МиГ-31И. Начальные условия манёвра (вы-
сота и скорость) соответствуют горизон-
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тальному полёту для форсажного режима ра-
боты двигателей и должны обеспечивать
полную энергию самолёта, близкую к макси-
мальной. Методом потребных и располагае-
мых тяг определены следующие начальные
условия манёвра: нH =17,5 км и нМ  = 2,8. При
наборе высоты двигатели работают до высо-

ты Н = 21 км, значение пред
уаС  принято рав-

ным единице.
Нулевой угол наклона траектории.

Рассмотрим возможный случай запуска ра-
кеты в верхней точке траектории манёвра при

кθ  = 0.
Для определения начального приближе-

ния 0
горкиθ  проведён параметрический анализ

конечной высоты кH  от величины перегруз-

ки yan  (от 2 до 5) и значения угла наклона тра-

ектории горкиθ  (от 20ο  до 40ο ).
Моделирование показало, что наилуч-

шим начальным приближением является
0 30горкиθ = °  и yan  = 2. Соответствующие за-

висимости высоты Н, числа М, угла наклона
траектории θ  и коэффициента подъёмной си-
лы уаС  от времени t представлены на рис 1.

С использованием метода градиентов
получено, что наибольшая конечная высота

кH = 28,9 км достигается при перегрузке

yan =  2,02 и угле набора 30,6горкиθ = ° . Соот-т-
ветствующие зависимости высоты Н, числа
М, угла наклона траектории θ  и коэффици-
ента подъёмной силы уаС  от времени t пред-
ставлены на рис. 2.

Сравнительный анализ траекторий, па-
раметры которых приведены на рис. 1 и 2,
показывает, что, несмотря на небольшое раз-
личие в параметрах манёвра, они принципи-
ально отличаются друг от друга. Для наилуч-
шего начального приближения имеется вто-
рой участок набора высоты с постоянным
углом наклона траектории (АB на рис. 1). При
максимальной конечной высоте коэффициент

уаС  достигает предельного значения пред
уаС

на первом участке – «входе в горку». Второй
участок отсутствует, и происходит переход
к третьему участку – «выходу из горки»
(рис. 2).

Таким образом, анализ результатов мо-
делирования показывает, что максимальная
конечная высота достигается  при «плавном»
входе самолёта в траекторию манёвра с не-
большими перегрузками ( 2yan ≈ ) и угломм

наклона траектории ( 30горкиθ ≈ ° ). Это объяс-
няется тем, что при «крутом» входе с боль-
шими перегрузками резко увеличивается тре-

Рис. 1. Зависимости Н, М, θ  и уаС  от времени для 2уаn =  и 30уа
οθ =
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буемое значение угла атаки. Это вызывает
значительное увеличение коэффициента силы
лобового сопротивления и, как следствие,
большие потери кинетической энергии, кото-
рая должна перейти в потенциальную.

Ненулевой угол наклона траектории.
Рассмотрим основной вариант запуска раке-
ты под некоторым положительным углом

наклона траектории. В этом случае манёвр
имеет только два первых участка: «вход в гор-
ку» и прямолинейный набор высоты, а тре-
тий участок - «выход из горки» - отсутствует.

Результаты расчётов для базового вари-
анта первой ступени приведены в табл. 1 и
на рис. 3.

Рис. 2. Зависимости Н, М, θ  и уаС  от времени для 2, 02уаn =  и 30,6уа
οθ =

Таблица 1. Максимально возможные углы запуска и конечные условия движения

yan  градк ,θ  с
м

кV ,  кмH к ,  
2 30,6 455 24,9 
3 38,5 415 24,4 
4 41,5 378 23,5 
5 42,2 370 22,9 

 

Рис. 3. Зависимости кθ , кH , кV  от перегрузки для базового варианта
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Из этих результатов следует, что с рос-
том перегрузки максимальный угол наклона
траектории существенно увеличивается (на
12ο ), а конечные значения высоты и скорос-
ти рассматриваемого участка манёвра умень-
шаются (соответственно на 2 км и на 85
м/cек) в силу причин, указанных при анализе
набора высоты с нулевым конечным углом на-
клона траектории.

Поэтому если для оптимальной траек-
тории второй (ракетной) ступени АКС при
её запуске требуется сравнительно небольшой
начальный угол наклона траектории, равный
примерно 30ο , то целесообразно использо-
вать небольшую перегрузку ( yan = 2), так как
при этом обеспечиваются большие конечные
значения высоты и скорости. Для больших
значений угла наклона траектории при запус-
ке второй ступени необходимы и большие пе-
регрузки ( yan = 5) при соответствующем
уменьшении конечных значений высоты и
скорости.

Таким образом, для критерия максиму-
ма полезной нагрузки, выводимой на орбиту
конкретной АКС, требуется совместная оп-
тимизация программ управления первой (са-
молётной) и второй (ракетной) ступеней.

В заключение обсудим влияние улучше-
ния аэродинамических характеристик (в со-

ответствии с проектом дальнего барражиру-
ющего перехватчика) и характеристик двига-
телей (в соответствии с проектом RASCAL)
на траектории первой ступени АКС.

Как и следовало ожидать, улучшение
аэродинамических характеристик приводит к
увеличению максимального конечного угла
наклона траектории (от 1ο  до 11ο  в зависи-
мости от перегрузки) с одновременным уве-
личением конечной высоты и конечной ско-
рости (рис. 4).

Для проектируемого сверхзвукового са-
молёта-разгонщика MPV за счёт увеличения
тяговооружённости до двух единиц и улуч-
шения высотно-скоростных характеристик
существующего двигателя Pratt & Whitney
F100-PW-229 предполагается возможность
набора высоты 40 км при достижении ско-
рости, соответствующей 4М. Для этих прин-
ципиально новых по сравнению с существу-
ющими сверхзвуковыми самолётами условий
полёта целесообразно определение опти-
мальных траекторий (вне схемы манёвра «ди-
намическая горка») с использованием мето-
дов оптимального управления, например
принципа максимума Понтрягина, как это
сделано в [6, 7] при рассмотрении набора
высоты с разгоном гиперзвукового летатель-
ного аппарата с ракетно-турбинным парово-
дородным двигателем.

Рис. 4. Увеличение значений  кθ , кH , кV  для самолёта с улучшенной аэродинамикойой
по сравнению с базовым вариантом
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FLIGHT PATH OF A SUPERSONIC AEROPLANE AS
THE FIRST STAGE OF AN AEROSPACE SYSTEM
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The paper analyses the motion of a supersonic aeroplane as the first stage of an aerospace system when
performing the “dynamic zoom” manoeuvre with the aim of maximum climb at a given slope of the flight path.

Aerospace system, first stage, supersonic aeroplane, “dynamic zoom” manoeure.
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