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Трёхслойная панель с ферменным заполнителем – перспективный силовой элемент лёгких 
жёстких конструкций, при использовании которого в несущих конструкциях необходимо знать 
его механические и прочностные характеристики, зависящие от структуры и свойств типовой 
ячейки заполнителя. В настоящее время имеющихся результатов недостаточно для оценки 
прочности в связи со сложностью учёта всех особенностей нагружения заполнителя стержневой 
структуры в виде повторяющихся пирамидальных и тетраэдальных элементарных ячеек, 
наиболее распространённых при создании лёгких ферменных заполнителей. При исследовании 
прочностных свойств элементарной ячейки полагают, что разрушение ферменной структуры 
может наступить при превышении напряжения текучести в материале стержней или потери их 
устойчивости. Схема разрушения ферменной структуры в ячейке будет зависеть от комбинации 
значений эквивалентных напряжений, отнесённых к элементарной ячейке.  Критическое 
напряжение потери устойчивости стержней обычно меньше напряжения текучести. Поэтому 
при построении пространственных диаграмм ограничений эквивалентных напряжений можно 
наблюдать достаточно сложную картину изменения предельных значений в зависимости от 
азимутального угла в плоскости основания ячейки. Для исследования таких диаграмм проще 
всего ввести параметр, определяемый отношением критического напряжения потери 
устойчивости к величине напряжения текучести материала стержня. Тогда построенные 
диаграммы ограничений не будут зависеть от конкретных критических абсолютных значений 
напряжений, а только от их отношения, и характер диаграмм не будет зависеть от плотности 
заполнителя. Проектные параметры заполнителя определяются на основе построения других 
диаграмм  для  заданных (потребных) значений обобщённой жёсткости на сжатие, поперечный 
сдвиг, обобщённых критических напряжений на сжатие и поперечный сдвиг элементарной 
ячейки трёхслойной конструкции, которые зависят от относительной плотности ферменного 
заполнителя. Совокупность этих двух диаграмм ограничений даёт более полное представление 
о степени оптимальности проектных параметров ферменного заполнителя. 

Трёхслойные конструкции; ферменный заполнитель; диаграммы ограничений; относительная 
плотность заполнителя; зависимость прочности заполнителя типовой ячейки от 
азимутального угла. 
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Введение 

Трёхслойные конструкции с заполнителем в виде повторяющихся ферменных 
структур находят всё более широкое применение при создании несущих элементов 
планера летательного аппарата. Ферменный заполнитель обладает уникальными свой-
ствами, обеспечивающими прочность конструкции при малой относительной плотно-
сти [1–6]. Относительная плотность конструкционного материала является важной ха-
рактеристикой эффективности лёгких и прочных конструкций [7]. 

В исследованиях ферменных структур рассматривают чаще всего свойства тетра-
идальной и пирамидальной ферм [8], показанных на рис. 1.  
 
 

    
а      б 

 
Рис. 1. Повторяющаяся ферменная структура, заключённая в элементарной ячейке: 

а – пирамидальная структура; б – тетраидальная структура 
 
 
 

Площадь основания и объём элементарной ячейки, в которой находится фермен-
ная структура, определяются длиной l  и углом наклона   стержня. Объём стержне-

вой структуры ячейки определяется длиной l  и площадью поперечного сечения sA  

стержня. Высота элементарной ячейки (толщина заполнителя) sinh l  , площадь ос-
нования элементарной ячейки для пирамидальной фермы 
 

 2
2 22 cos 2 coscellA l l  , 

 
для тетраидальной 

 3 3
cos

2cellA l  . 

 
Величина относительной плотности   стержневого заполнителя определяется 

отношением объёма материала стержней структуры к объёму элементарной ячейки: 
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 – для тетраидальной фермы.  

 
Эти соотношения, преобразованные к виду  

 

2 2
2 2

1 3
cos sin ; cos sin

2 2
s sA A

l l
            

   
,          (1) 

 
определяют зону ограничений для значений относительной плотности заполнителя   и 
заданных проектных значений жёсткости и прочности заполнителя. 

 
Определение проектных параметров  

ферменного заполнителя 

Заполнитель трёхслойной конструкции определяет её жёсткость и прочность на 
сжатие и поперечный сдвиг. Соотношения для эквивалентной жёсткости на сжатие 

4
33 sinsЕ Е    и поперечный сдвиг  2

13 sin 2
8

sE
G    могут быть получены по зна-

чениям эквивалентных напряжений: 
 

cellAF /1313  ,  cellAF /2323  ,  cellAF /3333     (2) 

 
и эквивалентных деформаций 13 , 23 , 33  для элементарной ячейки, которые опреде-

ляются расчётом перемещений узла фермы O при действии сил 332313 ,, FFF , как пока-

зано на рис. 1. 
Приведём пример проектировочного расчёта жесткостных проектных параметров 

заполнителя с использованием соотношений (1). Проектные значения обобщённых ха-
рактеристик жёсткости стержневого заполнителя из алюминиевого сплава c модулем 

упругости 70sE  ГПа можно задать исходя из известных или предполагаемых (по-

требных) проектных значений, например, 145Е  МПа, 110G =  МПа и 0,0138 = . 
Необходимые формулы для расчёта ограничений сведены в таблицу.  
 
 
Таблица. Расчётные формулы 
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На рис. 2, а приведены табличные зависимости   2
i sf A l   для тетраидальной 

фермы и на рис. 2, б – аналогичные зависимости для пирамидальной фермы. Пунктир-
ные линии относятся к величине относительной плотности  . 
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а      б 

 

Рис. 2. Ограничения проектных значений жёсткости, прочности и плотности заполнителя: 
а – для тетраидальной фермы;  б – для пирамидальной фермы 

 
 

Нижние пунктирные кривые ограничивают область возможных проектных пара-
метров заполнителя: 0,0138; ³  36 54£ £   (одинаковы для обеих структур). Отно-
шение площади поперечного сечения к квадрату длины стержня имеет ограничения 
0,045 2

sA l³ ³0,035 – для тетраэдальной и 0,034 2
sA l³ ³0,024 – для пирамидальной 

фермы.  
 
 

Построение азимутальных  
диаграмм ограничений 

Прочность ферменной структуры определяют напряжение текучести 
yield  или  

критическое напряжение потери устойчивости её стержней cr . Для построения диа-

грамм ограничений используются зависимости эквивалентных напряжений 13 23 33, ,    

с напряжениями в стержнях ферм элементарной ячейки 
DOCOBOAO  ,,,   для пира-

мидальной структуры: 
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и соотношениями 
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для тетраидальной структуры. 

Для оценки всех допустимых сочетаний значений 
13 , 

23 , 
33  они представля-

ются в сферических координатах следующими соотношениями: 
 

33 13 23sin , cos cos , cos sin ,               

 2 2, 0 2         ,          (5) 

 
с помощью которых зависимости (3) и (4) представляются в безразмерной форме.  

Возможный характер разрушения ферменной структуры (пластическое деформи-
рование или потеря устойчивости) задаётся отношением cr yieldk    (для 1   

напряжение текучести и потери устойчивости равны cr yield  ). Диаграммы ограниче-

ний представляются в виде зависимостей 
 

     13 13 23 23 33 33, ,yield yield yields s s        . 

 
На рис. 3, а показаны такие диаграммы ограничений пирамидальной и на рисунке 

3, б тетраидальной фермы по азимутальному углу   и для нескольких значений 

 33 33 yields   , определяемых в соответствии с соотношениями (5) углом   в диа-

пазоне от 0 до 3 8  с шагом 8  и для 1  . В трёхмерном изображении эти «эталон-
ные» ограничения при 1   представляют собой поверхность октаэдра – для пирами-
дальной и гексаэдра – для тетраэдальной фермы [9]. 
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Рис. 3. Ограничения обобщённых напряжений поперечного сдвига при к  1: 
а – для пирамидальной фермы; б – для тетраидальной фермы 
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Критическое напряжение потери устойчивости стержней cr  обычно меньше 

напряжения текучести yield . Поэтому диаграммы ограничений могут быть сложнее 

представленных на рис. 4, 5, а схема разрушения ферменной структуры в ячейке будет 
зависеть от комбинации значений эквивалентных напряжений 13 23 33, ,   , определяе-

мых соотношениями (2), (5).  
На рис. 4 показана диаграмма ограничения для пирамидальной, а на рис. 5 – для  

тетраэдальной фермы при 0,7  . 
Сплошной линией представлены 

ограничения для 33 0s  , пунктирной – 

для 33 0s  . При 0,7   характер диа-

грамм пирамидальной фермы для отрица-
тельных и положительных значений 33s  

отличается только количественно. Для 
тетраэдальной фермы на рис. 5, а диа-
грамма относится к положительным зна-
чениям    ( 33 0s  ), на рис. 5, б – к отрица-

тельным    ( 33 0s  ). Для тетраэдальной 

фермы при 0,7   наблюдается каче-
ственное отличие от «эталонной» диа-
граммы, а также отличие между диаграм-
мами с положительными и отрицатель-
ными значениями 33s . 
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Рис. 4. Ограничения обобщённых напряжений 
пирамидальной фермы при   0,7 
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Рис. 5. Ограничения обобщённых напряжений поперечного сдвига  
тетраидальной фермы при   0,7: 

а – ограничения для 33 0s  ;  б – ограничения для 33 0s   
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На рис. 6, а показана аналогичная диаграмма ограничения для тетраэдальной, а на 
рис. 6, б – для пирамидальной фермы при 1 3  . Наблюдаются значительные откло-
нения от «эталонной» диаграммы по азимутальному углу (при положительных значе-
ниях – 33 0s  ). Зоны «провалов» определяют значения эквивалентных напряжений 

13 23,  , при которых сжимающие напряжения в стержнях достигают критических зна-

чений потери устойчивости. 
Такая неоднородность диаграммы ограничений по азимуту для пирамидальной 

фермы отмечается при 1 3  . Для складчатых конструкций неоднородность жест-
костных характеристик в зависимости от направления не такая значительная [10 – 12].  
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Рис. 6. Ограничения обобщённых напряжений поперечного сдвига тетраидальной фермы при 1 3  :  

а – для тетраидальной фермы; б – для пирамидальной фермы 
 
 
 
 

Заключение 

Диаграммы ограничений, построенные на основании соотношений (3) – (5), не за-
висят от конкретных значений yield  или cr  и 13 23 33, ,   , но зависят от их отношения, 

а характер диаграмм не зависит от плотности заполнителя  . Фактически они опреде-
ляются геометрией ферменной структуры, поэтому их удобно использовать при выборе 
геометрических проектных параметров. Кроме того, они связывают эквивалентные 
напряжения 13 23 33, ,    с предельными значениями напряжений yield  и cr  в стержнях 

фермы. Это позволяет использовать их в численных алгоритмах оптимизационных рас-
чётов трёхслойных конструкций с ферменным заполнителем. 
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A truss-core sandwich panel is a promising load-bearing element of lightweight high-stiffness 
structures. The use of this element in load-bearing structures makes it necessary to know its 
mechanical and strength characteristics depending on the structure and properties of a typical core cell. 
Currently, the available results are not sufficient to assess the strength due to the complexity of taking 
into account all the features of the loading of the core structure in the form of repeated pyramidal and 
tetrahedral unit cells most common in the production of lightweight truss cores. In the research of the 
strength properties of a unit cell, it is assumed that the destruction of the truss structure may occur 
when the yield stress in the material of the core is exceeded or if buckling takes place. The scheme of 
destruction of the truss structure in the cell will depend on the combination of unit cell equivalent 
stress values. The critical core buckling stress is usually less than the yield stress. Therefore, when co 
block diagrams of equivalent stress constraints are constructed, one can observe a rather complex 
picture of the change in the limit values depending on the azimuthal angle in the plane of the cell base. 
To analyze limitation diagrams, the easiest way is to introduce a parameter determined by the ratio of 
the critical buckling stress to the magnitude of the yield stress of the core material. In this case the 
limitation diagrams will not depend on the specific critical absolute values of stresses, but on their 
relationship; the nature of the diagrams will not depend on the density of the core. The design 
parameters of the core are determined on the basis of the construction of other diagrams for the given 
(required) values of generalized compressive stiffness, transverse shear, generalized critical 
compressive stresses and transverse shear of a unit cell of the sandwich structure which depend on the 
relative density of the truss core. The combination of these two constraint diagrams gives a more 
complete picture of the degree of optimality of the truss core design parameters. 

Sandwich structure; truss core; limitation diagram; relative core density; core strength versus 
azimuthal angle. 
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