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В данной статье рассматривается решение задачи наименьших квадратов. Предлагается преобразование
ее к эквивалентной задаче решения расширенной системы линейных уравнений (СЛАУ) с применением соот-
ветствующих модификаций прямого проекционного метода (ППМ). Проводится сравнение ППМ и метода нор-

мальных уравнений – сравниваются затраты объема оперативной памяти и количества арифметических опера-
ций для обоих методов. Рассматривается использование методов для разреженных матриц общего вида и при-

водится сравнительная таблица затрат.

Разреженная матрица, расширенная система, прямой проекционный метод, заполнение

Введение

Построение математических моделей
многих практических задач приводит к реше-
нию СЛАУ с матрицами больших размерно-

стей, причем зачастую большинство элемен-

тов этих матриц – нулевые. Наглядный пример
этого – решение уравнений с частными произ-
водными методом конечных разностей.

При наличии большого количества ну-

левых элементов очевидна целесообразность
хранения только ненулевых элементов, что
ведет к сокращению затрат, а именно: объе-
ма памяти, количества арифметических опе-
раций и, следовательно, общего времени вы-

полнения задачи. Сведение к минимуму вы-

ше перечисленных затрат обеспечивает наи-

большую эффективность и наименьшую
стоимость задачи в целом.

Для решения СЛАУ с разреженной
матрицей чаще всего используются как пря-
мые, так и итерационные методы. [1] В дан-

ной статье предлагается использовать ППМ
и преобразовывать задачу наименьших квад-

ратов к эквивалентной задаче решения рас-
ширенной СЛАУ.

Постановка задачи наименьших
квадратов

Рассмотрим произвольную СЛАУ (1).

Ax b= , (1)

где n mA R ×∈ , n m≥ , ( )rank A m= , mx R∈ , nb R∈ .

Решение (1) находится как (2):
2

* 2
min ,x Arg Ax b= − (2)

где *

mx R∈ , ⋅ – евклидова норма вектора.

Метод нормальных уравнений

Задачу наименьших квадратов решают
чаще всего методом нормальных уравнений [3].

Метод нормальных уравнений состоит
из двух этапах:

- уравнение (1) преобразуется к виду
T TA Ax A b= , (3)

TA A C= , TA b f= , получим

Cx f= (4)

- производится разложение полученной мат-

рицы C методом Холесского: TС U U= , где
U  – верхнетреугольная матрица.

Система уравнений TU Ux f= распа-

дается на две системы:

Ux y= , TU y f= ,

то есть решаем полученную систему (4) ме-
тодом прямой подстановки и обратной под-

становки.

Преимуществом метода является то, что
работа ведется не со всей матрицей, а только с
ее частью, полученной путем разложения.

Основной недостаток метода нормаль-
ных систем – в большинстве случаев проис-
ходит заполнение (появление новых ненуле-
вых элементов в матрице коэффициентов),
что ведет к дополнительным затратам опера-
тивной памяти и увеличению числа арифме-
тических операций. А также в системе урав-
нений (3) число обусловленности матрицы
A возводится в квадрат.
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Прямой проекционный метод

Решение нормальной системы уравне-
ний (3) эквивалентно решению расширенной
системы уравнений [4]:

0

E A y b

T xA O

    
=         

, (5)

где E  – единичная матрица размера n n× .

Вычислительные формулы ППМ для
матриц общего вида без учета структуры
имеют вид:
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где ( ) ( )

1 ...i i p p

i pP g g × = ∈  ! , p n m= + ,

( )

1 1 1

T i

i i ic g+ + +ω = , 0,1... 1i p= − , 1

T

ic+  – строки матрицыС.

Модификация ППМ для решения задачи
наименьших квадратов

Преобразование задачи наименьших
квадратов к расширенной СЛАУ с разрежен-

ной матрицей приводит к увеличению раз-
мерности исходной задачи, а увеличение
размерности влечет в свою очередь трудно-

сти вычислительного характера. Поэтому
предлагается данную систему решать с по-

мощью модификации ППМ.

Благодаря специальной структуре мат-
рицы расширенной СЛАУ и векторов ППМ в
расширенной системе из p n m= + уравне-

ний n решаются аналитически. Это означа-
ет, что удается заранее вычислить значения
первых n векторов и указать структуру век-

торов на последующих шагах алгоритма.
Предположим, что для главных мино-

ров матрицы С выполняются условия:

det 0iC ≠ , 1, 2,...,i p∀ = , p n m= +
Обозначим

( )( ) ( ) ( ),
T

i i i

j j jv q s= , ( ),
T p

i i iy r x= ∈" ,

где ( )i

jq , n

ir ∈# , ( )i

js , m

ix ∈$ , 0,1,... 2i p= − ,

(0)

k kq a= − , (0)

k ks e= , 0,1,...k m= , 0y d= .

Полученный вариант алгоритма ППМ
для решения задач наименьших квадратов
реализуется следующим образом:

( 1)

1( 1) ( ) ( )

1

1
j

T i

i ji i i

j i

i

a q
v v v

+
++
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= −
τ

, (8)

где ( 1)

1 1

T i

i i ja q +
+ +τ = ,

0,1,... 2i m= − , 2, 3,...j i i m= + + ,

( )1
1 1

1

T
a r iiiy yii i

i

+= − ν+ +τ +
(9)

где 0,1,... 1i m= − .

Рассмотренные формулы примени-

тельно к методу расширенных систем позво-

ляют избежать ненужных n первых шагов,
что существенно сокращает число операций,

затрачиваемых на решение задачи, а также
объем оперативной памяти, затрачиваемый
на промежуточные действия.

Применения ППМ к решению задач
с разреженными матрицами

На основе разработанного метода про-

водились вычислительные эксперименты
решения задач наименьших квадратов с раз-
реженными матрицами.

Рассмотрим разреженную матрицу
m n

A R
×∈ , у которой ненулевые элементы оп-

ределены следующим образом:

0, ,

0.

при i n a если i jij

при i n aim

≤ ≠ ≤

> ≠

На I этапе метода нормальных уравнений
получим целиком заполненную матрицу C, а
при решении задачи ППМ для расширенной
матрицы, заполнение будет в 2 раза меньше.

В таблице 1 сравниваются объемы за-
трат памяти и число арифметических опера-
ций двух рассмотренных в работе методов.

Мы видим, что заполнение для таких
матриц в методе расширенных систем в 2

раза меньше, чем в методе нормальных
уравнений. Таким образом, можно сделать
вывод, что метод расширенной системы
уравнений гораздо эффективнее метода нор-

мальных уравнений.
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Таблица 1 

Метод
Число арифметических

операций
Оперативная
память

Метод нормальных уравнений
3

2
3

m
nm+

1

2

m
m

+

ППМ для решения расш СЛАУ
3

2 23

3 2

m
nm m+ −

1

4

m
m

+

Заключение

В статье был рассмотрен прямой проек-
ционный метод применительно к задаче наи-

меньших квадратов.
Его модификация для данной задачи с учетом
разреженности расширенной системы позволя-
ет существенно сократить количество шагов
алгоритма, а также уменьшить объемы за-
трачиваемой оперативной памяти и арифме-
тических операций. Этот факт существенно
упрощает решение задачи и уменьшает вре-
мя поиска ее решения, что является довольно
существенным преимуществом.

Сравнение прямого проекционного ме-
тода с методом нормальных уравнений пока-
зало, что ППМ требует для решения задачи
объемы затрат, в разы меньше, чем метод
нормальных уравнений.
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SOLVING THE LEAST SQUARES PROBLEM USING THE METHOD

OF AN EXTENDED SET OF EQUATIONS WITH SPARSE MATRIX
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The solution of the least squares problem is discussed. The proper least squares problem is formulated and

solved using the straightforward projection method (SPM). We propose that it should be reduced to an equivalent prob-

lem of solving an extended set of linear equations (ESLE) using the corresponding SPM’s modifications. We compare

the SPM and the normal equations method in terms of the RAM space utilized and the number of arithmetic operations

needed.  The use of the methods for the general sparse matrix is discussed and a table of comparative computational ef-

forts is given.

Sparse matrix, extended set, direct projection method, completing
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