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В работе предложен метод решения задачи дифракции на оптических элементах с радиально-симметрич-

ным, не зависящим от продольной координаты распределением диэлектрической проницаемости. Предлагае-
мый метод является обобщением метода связанных волн (RCWA) для радиально-симметричных структур. В
качестве базиса для разложения решения были выбраны конические волны, представляющие собой решения
системы уравнений Максвелла в среде с постоянной диэлектрической проницаемостью.

Фокусатор, дифракционный оптический элемент, уравнения Максвелла, дифракция

Введение

Наряду со сферической линзой, фоку-

сирующей свет в точку, широко применяют-
ся на практике оптические элементы, фоку-

сирующие свет в кольцо.

Имеется ряд работ, посвященных ис-
следованию фокусировки в кольцо в рамках
геометрической оптики [1-7]. Как известно,

приближение геометрической оптики не по-

зволяет оценить ширину кольца, энергетиче-
скую эффективность фокусировки. В статье
[8] исследуется фокусировка в кольцо с по-

мощью оптического элемента с бинарной

фазовой структурой вида ( )0 0 0sign J krr f 
  

/ ,

который является дополнением к линзе. В
работах [9,10] предложены несколько видов
функций комплексного пропускания, описы-

вающих оптический элемент с кольцевым
импульсным откликом, и получены инте-
гральные представления для интенсивности
светового поля в фокальной плоскости вбли-

зи кольца. В статье [11] было получено рас-
пределение интенсивности в фокальной
плоскости (вблизи кольца) пары аксикон-

линза. Дифракционный оптический элемент
(ДОЭ) с повышенной глубиной фокуса или
фокусатор в отрезок на оптической оси был
впервые предложен в работе [12]. В даль-
нейшем было предложено несколько вариан-

тов расчета, совершенствования и исследо-

вания фазовых функций таких ДОЭ [4, 13-

22]. Использование оптических элементов с
повышенной глубиной фокуса актуально для
лазерных проигрывателей компакт-дисков
[23], для получения оптического разряда в
газе [24], для создания опорной световой ли-

нии в метрологии [25], лазерных технологи-

ческих установках [26].

Во всех изложенных работах прохож-

дение поля через оптический элемент рас-
считывался в приближении геометрической
оптики. Для расчета поля после оптического
элемента использовался интеграл Кирхгофа.
Цель данной работы - разработать метод рас-
чета поля внутри ДОЭ с радиально-

симметричным распределением диэлектри-

ческой проницаемости. Предложенный ме-
тод является аналогом метода RCWA

(Rigorous Coupled Wave Analysis), исполь-
зуемого для расчета дифракции полей на пе-
риодических структурах [27-29]. В работе
[30] рассмотрено использование компактной
записи для решения системы уравнений
Максвелла с помощью многомерных матриц.

В работе [30] рассмотрен наиболее общий
способ решения системы уравнений Мак-

свелла с помощью решения системы интег-
ро-дифференциальных уравнений. В на-
стоящей работе рассматривается применение
данного метода к решению уравнений Мак-

свелла в цилиндрической системе коорди-

нат. Задача сводится к решению системы
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обыкновенных дифференциальных уравне-
ний с постоянными коэффициентами. В ка-
честве базиса для описания результирующе-
го поля были выбраны конические волны c

определенным орбитальным угловым мо-

ментом, представляющие собой решения
системы уравнений Максвелла в среде с по-

стоянной диэлектрической проницаемостью.

В скалярном приближении конические вол-

ны с определенным угловым моментом под-

робно рассмотрены в работах [32-34]. Эти
пучки использовались авторами для враще-
ния микрочастиц [35-36].

1. Решение эволюционных уравнений
в операторной форме

Напомним основные элементы теории
представлений, изложенной в работе [30].

Пусть имеется операторное уравнение, запи-

санное в эволюционной форме:

3

Wi
H W

k x

∂
=

∂
, (1)

где H - матричный дифференциальный опе-
ратор размерностью 4х4. В данной работе
использованы обозначения, введенные П.

Дираком в работе [31].

Пусть матричный дифференциальный
оператор имеет вид

0

0

A
H

B

 
=  

 
, (2)

где A и B - матричные дифференциальные
операторы размерности 2x2.

Представим решение уравнения в виде

разложения по базису sFω :

3 ds

s

s

W v x F
+∞ ω  

  ω −∞
= ω∑ ∫ . (3)

Будем называть 3sv xω  
  

решением

уравнения (1) в F-представлении.

Уравнение для функции 3sv xω  
  

имеет

вид

3 3

3
d

s
s k

k

k

i v
H x v x

k x

ω +∞ ω α   
   α    −∞

∂ = α
∂ ∑ ∫ , (4)

где s

kH ω
α - матричные элементы оператора H

в F-представлении.

В результате мы получили систему ин-

тегро-дифференциальных уравнений. Сле-
дует отметить, что вследствие специфиче-
ской структуры оператора H можно вы-

брать базис sVω , в котором будут отличны

от нуля только следующие матричные эле-
менты:

1 1

3 3H V A Vω ω
α α= 〈 , (5)

1 1

4 4H V A Vω ω ω
α α α= 〈 , (6)

2 2

3 3H V A Vω ω ω
α α α= 〈 , (7)

2 2

4 4H V A Vω ω ω
α α α= 〈 , (8)

3 3

1 1H V B Vω ω
α α= 〈 , (9)

3 3

2 2H V B Vω ω
α α= 〈 , (10)

4 4

1 1H V B Vω ω
α α= 〈 , (11)

4 4

2 2H V B Vω ω
α α= 〈 . (12)

В данном случае используются матри-

цы 2 2× , а в качестве базисных векторов ис-
пользуются столбцы из двух элементов, со-

держащие ненулевые компоненты векторов с
размерностью, равной 4 .

Система интегро-дифференциальных
уравнений распадается на две части:

( ) ( )3 3

3
3 4

d
s

s k

k

k

i v
H x v x

k x

ω +∞ ω α
α−∞

= ,

∂ = α
∂ ∑ ∫ (13)

для 1 2s = , ,

( ) ( )3 3

3
1 2

d
s

s k

k

k

i v
H x v x

k x

ω +∞ ω α
α−∞

= ,

∂ = α
∂ ∑ ∫ (14)

для 3 4s = , .

Можно также получить систему интег-
ро-дифференциальных уравнений второго
порядка:

( )

( ) ( )

2

22 3

3 3

1 2

1

d ,

k

k m

m

m

v

k x

P x v x

ω

+∞ ω β
β−∞

= ,

∂− =
∂

 
= β 

 
∑ ∫

(15)
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( ) ( )3 3

3 4

dk k s

m s m

s

P H x H x
+∞ω ω α

β α β−∞
= ,

 
= α 

 
∑ ∫ , (16)

По аналогии

( )

( ) ( )

2

22 3

3 3

3 4

1

d ,

k

k m

m

m

v

k x

Q x v x

ω

+∞ ω β
β−∞

= ,

∂− =
∂

 
= β 

 
∑ ∫

(17)

( ) ( )3 3

1 2

dk k s

m s m

s

Q H x H x
+∞ω ω α

β α β−∞
= ,

 
= α 

 
∑ ∫ . (18)

2. Уравнения Максвелла
в цилиндрических координатах

В данном разделе используем физиче-
ские компоненты векторов. Для обозначения
цилиндрических координат используем обо-

значения 1 2 3x x x 
  

, , , где 1x - радиальная ко-

ордината, 2x - полярный угол, 3x - расстоя-
ние вдоль оптической оси.

В цилиндрической системе координат
систему уравнений Максвелла для ком-

плексных амплитуд можно представить в
виде

3

Wi
H W

k x

∂
=

∂
, (19)

_______________________________________________________________________________

2 11 1

2 11 2 1 2

2 11 1

2 11 2 1 2

0 0

1 1
0 0

0 0

1 1
0 0

i i
D D ik

k x k x

i i
D ik D

k x x k x x
H

i i
D D ik

k x k x

i i
D ik D

k x x k x x

∂ ∂− + ε ∂ ε ∂ 
∂ ∂ − − ε ∂ ε ∂=  ∂ − ∂ − ε

 ∂ ∂
 ∂ − ∂ + ε

∂ ∂ 

, (20)

_______________________________________________________________________________

1

2

1

2

E

E
W

H

H

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

= , (21)

где 1D , 2D - дифференциальные операторы

следующего вида:

1

1 1 1

1 x
D

x x

 
  

∂
=

∂
, (22)

2 1 2

1
D

x x

∂=
∂

. (23)

Оператор 1D действует на функцию

следующим образом:

11

1

1

1 x f

x x
D f

 
  

∂
=

∂
(24)

Здесь 1x , 2x , 3x - цилиндрические ко-

ординаты, связанные с обычными декарто-

выми координатами ( )x y z, , следующим

преобразованием:

1 2cosx x x 
  

= , (25)

1 2siny x x 
  

= , (26)

3z x= . (27)

1E , 2E , 3E , 1H , 2H , 3H - компоненты

векторов электрического и магнитного полей
в цилиндрической системе координат; ε -

диэлектрическая проницаемость среды;
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k
c
ω= - волновое число в вакууме; ω - кру-

говая частота; c - скорость света.

2.1. Распространение света в среде

с постоянной диэлектрической

проницаемостью

В качестве простого примера рассмот-
рим распространение волны в среде с посто-

янной диэлектрической проницаемостью.

Представим решение системы уравнений
Максвелла в виде

1 2 3 1 2 3expx x x x x ik x     
          

, , = , γE F , (28)

1 2 3 1 2 3expx x x x x ik x     
          

, , = , γH G . (29)

Такое представление справедливо в
случае, если свойства среды не зависят от
координаты 3x ; γ − константа, возникающая
при разделении переменных.

Для определения 1F и 2G используется

следующая пара уравнений Максвелла:

3
1 2 1

F
ik F ikG

x

∂γ − =
∂

, (30)

3
1 2 1 2

1 G
ik F ik G

x x

∂− ε + γ =
∂

. (31)

Решения выражаются через определи-

тели Крамера 1 2, ,∆ ∆ ∆ следующим образом:

1
1F

∆=
∆

, (32)

2
2G

∆=
∆

. (33)

Выражения для определителей приве-
дены в приложении.

По аналогии для определения 1G и 2F

используется следующая система уравнений:

3
2 1 1 2

1 F
ik F ikG

x x

∂γ + =
∂

, (34)

3
2 1 1

G
ik F ik G

x

∂ε + γ =
∂

. (35)

Решения 1G и 2F выражаются через

определители Крамера следующим образом:

3
2F

∆=
∆

, (36)

4
1G

∆=
∆

. (37)

Подставляя полученные выражения для

1E , 2E , 1H , 2H в третью пару уравнений

Максвелла, получаем уравнения для компо-

нент 3 3F G, :

1 3

1 1 1

2
2 23

32 22 1 2

1

1
0,

F
x

x x x

F
k F

x x x   
      

∂∂   + ∂ ∂ 
 ∂∂  + + β =
 ∂ ∂ 

(38)

1 3

1 1 1

2
2 23

32 22 1 2

1

1
0,

G
x

x x x

G
k G

x x x   
      

∂∂   + ∂ ∂ 
 ∂∂  + + β =
 ∂ ∂ 

(39)

2 2 
  

β = ε − γ , (40)

где β - конический параметр.

Для решения полученных уравнений
для функций 3G , 3F разделяем переменные

следующим образом:

1 2 1 2

3 expF x x Z x imx     
          

, = , (41)

1 2 1 2

3 expG x x Y x imx     
          

, = , (42)

где m - целое число, определяющее орби-

тальный угловой момент количества движе-

ния поля, 1Z x 
  

и 1Y x 
  

- цилиндрические

функции. Подставляем это представление в
уравнения для функций 3G и 3F и получаем

уравнение для функций 1Z x 
  

и 1Y x 
  

. При-

веденные решения, а также линейные ком-

бинации с одинаковыми индексами m будем
называть решениями с определенным угло-

вым моментом:

2
1 2 2

21 1 1 1

1
0

Z m
x Z k Z

x x x x 
  

∂ ∂  − + β = ∂ ∂ 
, (43)
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2
1 2 2

21 1 1 1

1
0

Y m
x Y k Y

x x x x 
  

∂ ∂  − + β = ∂ ∂ 
. (44)

Функции 1Z x 
  

и 1Y x 
  

, как и следо-

вало ожидать, удовлетворяют одному и тому
же уравнению.

Перепишем уравнение для функции
1Z x 

  
в виде

2
1 1

1 1 1

2
2 2 1 2 0.

Z Z
x x

x x x

k x m Z

 
  

       

∂ ∂ ∂  + + ∂ ∂ ∂ 

+ β − =
. (45)

Сделаем замену переменных 1k x zβ = и

получим уравнение Бесселя

2 2 2 0
Z Z

z z z m Z
z z z

 
  

∂ ∂ ∂  + + − = ∂ ∂ ∂ 
. (46)

Решением этого уравнения будут ци-

линдрические функции.

Запишем теперь решение для 3E и 3H :

1 3

3

2 1 2 3

exp

exp ( ) ,

mE Z k x ik x

imx Q x x x

   
      

 
  

= β γ ×

× = , ,
(47)

1 3 2

3 exp expmH Z k x ik x imx     
          

= β γ . (48)

Для дальнейших рассуждений будем
использовать выражения для компонент 1F ,

2F , 1G , 2G через 3F , 3G :

3 3
1 1 1 2

1F Gik
F

x x x

∂ ∂ = γ + ∆ ∂ ∂ 
, (49)

3 3
2 1 2 1

G Fik
G

x x x

∂ ∂γ = + ε ∆ ∂ ∂ 
, (50)

3 3
2 1 2 1

F Gik
F

x x x

∂ ∂γ = − ∆ ∂ ∂ 
, (51)

3 3
1 1 1 2

G Fik
G

x x x

∂ ∂ε = γ − ∆ ∂ ∂ 
, (52)

1

2 1
3 1 1 1 2

1 1x G Gi
F

k x x x x

 
  

 ∂ ∂ = −
 ε ∂ ∂ 

, (53)

1

2 1
3 1 1 1 2

1 1x F Fi
G

k x x x x

 
  

 ∂ ∂−  = −
 ∂ ∂ 

. (54)

Подставляем в данные выражения ре-
шения с разделяющимися переменными и

получаем выражение для конических волн с
определенным орбитальным угловым мо-

ментом:

3 3
1 1 1

F mGk
F i

x x

∂ = γ − ∆ ∂ 
, (55)

3 3
2 1 1

mi G Fik
G

x x

γ ∂ = + ε ∆ ∂ 
, (56)

3 3
2 1 1

mi F Gik
F

x x

γ ∂ = − ∆ ∂ 
, (57)

3 3
1 1 1

G m Fk
G i

x x

∂ ε = γ + ∆ ∂ 
. (58)

1. Случай поперечной магнитной вол-

ны ( 3 0G = ):

3
1 1

Fik
F

x

∂ = γ ∆ ∂ 
, (59)

3
2 0 1

Fik
G

x

∂ = ε ∆ ∂ 
, (60)

3
2 1 2

Fik
F

x x

∂γ =  ∆ ∂ 
, (61)

0 3
1 1 2

Fik
G

x x

ε ∂ = − ∆ ∂ 
, (62)

2 2 2k k∆ = ε − γ . (63)

2. Случай поперечной электрической
волны ( 3 0F = ):

3
1 1 2

1 Gik
F

x x

∂ =  ∆ ∂ 
, (64)

3
2 1 2

Gik
G

x x

∂γ =  ∆ ∂ 
, (65)

3
2 1

Gik
F

x

∂ = − ∆ ∂ 
, (66)

3
1 1

Gik
G

x

∂ = γ ∆ ∂ 
. (67)

2.2. Матричное представление решений

с определенным значением

орбитального углового момента

Выражение для компонент конических
волн с определенным орбитальным угловым
моментом можно переписать в матричном
виде:
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1

1

1
2 3 3 2

1

1

2

1

exp exp exp ,h

im
Y

x
F Y

F ik x
W ik x ik x imx

G Y

xG

im
Y

x

 
 
 
 

      
             

 
 
  

 
 
 

∂ − ∂= γ = γ ∂∆  ±γ
 ∂
 
 ±γ
 

(68)

1

1

1
2 3 3 2

1 0

1

2

0 1

exp exp exp .e

Z

x
F im

Z
F ik x

W ik x ik x imx
G im

Z
xG

Z

x

 
 
 
 

      
             

 
 
  

∂ ±γ ∂ 
 ±γ 

= γ = γ ε∆  −
 
 ∂ ε

∂ 

(69)

_______________________________________________________________________________

Следует отметить, что конические вол-

ны ортогональны между собой при различ-

ных конических параметрах, ортогональны
между собой при различных индексах, опре-
деляющих угловой момент, и также ортого-

нальны для волн различных типов (имеются
в виду волны поперечно-электрические и
поперечно-магнитные). Конические волны

можно выбрать в качестве базиса. Однако
данный базис не очень удобный, так как не
является ортогональным. Это приводит к то-

му, что выражения для матричных элементов
становятся достаточно сложными. В качест-
ве базиса можно также выбрать систему ор-

тогональных бивекторов

_______________________________________________________________________________

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

0 1 1

1 1

0 1 1

0 0

0 0

0 0

0 0

m m

m m

m m

m m

im
J k x J k x

x x

im
J k x J k x

ik x x
V

im
J k x J k x

x x

im
J k x J k x

x x

 
    

        
 
 
    
        
 
 β
              
 
              

∂γ β β
∂

∂γ β − β
∂=

∆ ∂−ε β γ β
∂

∂ε β γ β
∂

1
W

−



. (70)

_______________________________________________________________________________

где 1

mJ k x 
  

β - функция Бесселя.

Приведенные базисные векторы явля-
ются линейной комбинацией конических
волн, распространяющихся в различных на-

правлениях. W - диагональная матрица,

обеспечивающая нормировку базисных

функций. Под нормой вектора будем пони-

мать скалярное произведение V V V= 〈  .

Под скалярным произведением будем
понимать выражение

1 1 1 1dV V V x V x x x+    
      

〈  = ∫ , (71)
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где 1V x 
  

- вектор-столбец, 1V x+  
  

- ком-

плексно сопряженная вектор-строка.

3. Распространение волн с определенным
угловым орбитальным моментом
в радиально-симметричной среде

Для дальнейших выкладок представим
оператор Гамильтона-Максвелла в виде

0

0

A
H

B

 
=  

 
, (72)

где

2 11 1

2 11 2 1 2

1 1

1 1

i i
D D ik

k x k x
A

i i
D ik D

k x x k x x

 
 
 
 
 
 
 
 
  

∂ ∂− +
∂ ε ∂ ε=

∂ ∂− −
ε ∂ ε ∂

, (73)

2 11 1

2 11 2 1 2

1 1

i i
D D ik

k x k x
B

i i
D ik D

k x x k x x

 
 
 
 
 
 
 
 
  

∂ − ∂ − ε
∂ ∂=
∂ − ∂+ ε

∂ ∂

. (74)

Следует отметить, что в пространстве
состояний с определенным орбитальным

моментом действие оператора
2

im
x

∂ =
∂

, где

m - число, определяющее орбитальный мо-

мент.
В качестве базиса будем использовать

(70). Для удобства приведем матрицу из не-
нулевых компонент базисных векторов

_______________________________________________________________________________

( )
1 1 1 1

01 1 1 1

1 2 3 4
1 1 1 1

01 1 1 1

m m m m

m m m m

im im
J k x J k x J k x J k x

ik x x x xV V V V
im im

J k x J k x J k x J k x
x x x x

 
        

                    
 

α α α α  
        

                        

∂ ∂γ α α −ε α γ α
∂ ∂=

∆ ∂ ∂ γγ α − α ε α α
∂ ∂

. (75)

_______________________________________________________________________________

На практике для упрощения вычисли-

тельной процедуры вместо непрерывного ба-
зиса необходимо использовать базис дис-
кретный. Это будет соответствовать замене
интегральных выражений интегральными
суммами. В свою очередь это означает, что
базисные вектора имеют вид

( )m nm nm

n

V Vα = δ α − α∑ . (76)

Здесь ( )nmδ α − α - функция Дирака. Ве-

личины nmα можно выбрать следующим об-

разом:

( )1 0m nJ k Rα = , (77)

( )2 0m nJ k Rα = , (78)

( )31

d
0

d
m nJ k R

x
α = , (79)

( )41

d
0

d
m nJ k R

x
α = . (80)

С физической точки зрения такой вы-

бор базиса означает, что оптическая система
помещена в цилиндр радиуса R , обладаю-

щий абсолютной проводимостью. Наличие
абсолютно проводящего цилиндра вносит
искажения в первоначальную постановку за-
дачи дифракции. Однако в каждом конкрет-
ном случае можно выбрать значение R таким
образом, чтобы это влияние было незначи-

тельным. Например, в задаче фокусировки
гауссова пучка в кольцо необходимо выбрать
R таким образом, чтобы он был значительно
больше поперечного размера гауссова пучка.
В этом случае влияние цилиндра на поле в
фокальной плоскости будет минимально.

При дальнейшем распространении пучка бу-

дут наблюдаться многократные отражения
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от цилиндрической поверхности, что приве-
дет к значительному отличию поля. Однако,

если увеличить R , можно добиться, чтобы
при данном расстоянии от ДОЭ искажение
поля, вызванное наличием проводящего ци-

линдра, были минимальны.

При таком выборе счетного базиса все
интегралы заменяются интегральными сум-

мами, а интегро-дифференциальные уравне-
ния превращаются в систему обыкновенных
дифференциальных уравнений.

Система интегро-дифференциальных
уравнений распадается на две части:

( ) ( )3 3

3
3 4

ms
ms nk

nk

n k

i v
A x v x

k x = ,

∂ =
∂ ∑ ∑ , (81)

для 1 2s = , ,

( ) ( )3 3

3
1 2

ms
ms nk

nk

n k

i v
B x v x

k x = ,

∂ =
∂ ∑ ∑ , (82)

для 3 4s = , .

Полученную систему необходимо све-
сти к системе дифференциальных уравнений
второго порядка.

4. Дифракция на ДОЭ с радиально-

симметричным распределением
диэлектрической проницаемости

Рассмотрим решение задачи дифракции
на дифракционном оптическом элементе с
радиально-симметричным распределением
диэлектрической проницаемости. Пусть
входной пучок падает из области 1 (рис. 1)

на дифракционный оптический элемент.

Рис. 1. Оптическая схема фокусировки с помощью

радиально-симметричного ДОЭ

Распределение комплексной амплиту-
ды входного пучка имеет вид

3

0 1

1 2

expns

ns ns

n s

W I F ik x
 
   

= ,

= ε − α∑ ∑ , (83)

где 1ε - диэлектрическая проницаемость сре-

ды 1, nsI определяют вклад различных кони-

ческих волн во входном поле, nsF - век-

тор-столбец из четырех элементов. Столбцы
с различным вторым индексом запишем в
виде матрицы

_______________________________________________________________________________

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 11 1

m m m m

m m m m

m m

im im
J k x J k x J k x J k x

x x x x

im im
J k x J k x J k x J k x

ik x x x x
F

im i
J k x J k x

x x

       
                   

       
                     

β
   
         

∂ ∂γ β β −γ β β
∂ ∂

∂ ∂γ β − β −γ β − β
∂ ∂=

∆ ∂−ε β γ β −ε
∂

1

1 1

1 1

1 1 1 1

1 11 1 1 1

m m

m m m m

W
m

J k x J k x
x x

im im
J k x J k x J k x J k x

x x x x

 
 
 
 
 
 
 
 
  −
 
 
    

           
 
 

        
                        

∂β −γ β
∂

∂ ∂ε β γ β ε β −γ β
∂ ∂

. (84)
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Поле в области 1 представляется в виде
суммы падающей и отраженной волн и име-
ет вид

3

1 1

1 2

3

1

3 4

exp

exp ,

ns

ns ns

n s

ns

ns ns

n s

W I F ik x

R F ik x

 
   

= ,

 
   

= ,

= ε − α +

+ − ε − α

∑ ∑

∑ ∑
(85)

где nsR определяют вклад различных кони-

ческих волн в сумму, описывающую отра-
женное поле.

Поле в области 3 за оптическим эле-
ментом представляется в виде

( )( )
3

1 2

3

1exp ,

ns

ns

n s

ns

W T F

ik x d

= ,

= ×

× ε − α −

∑ ∑
(86)

где d - толщина дифракционного оптиче-
ского элемента, nsT определяют вклад раз-
личных конических волн в сумму, описы-

вающую прошедшее поле.
Рассмотрим распространение света

внутри ДОЭ с радиально-симметричным, не

зависящим от 3x распределением диэлектри-

ческой проницаемости. Решение описывает-
ся с помощью системы дифференциальных
уравнений первого порядка. Полученную
систему уравнений можно свести к системе
уравнений второго порядка. При этом со-

кращается размерность системы уравнений

( )
( )

2 3

22 3

1
ml

ml ns

ns

v x
M v

k x

∂
− =

∂
, (87)

где 1 2l = , ,

3 4

ml ml pq

ns pq ns

q

M A B
= ,

= ∑ . (88)

Решение системы дифференциальных
уравнений второго порядка имеет вид

( ) (
( )( ))

1 13 3

3 ,

s l s l mn

mn mn

mn

mn

mn

v x E a exp ik x

a exp ik x d

+  
  

−

= µ +

+ − µ −

∑
(89)

2sq pl nq

pl mn mn mnM E E= µ . (90)

Остальные plv можно найти по формуле

3
, 1,2

ms
pl pl

ms

m s

i v
v O

k x=

∂=
∂∑ (91)

3 4l = , .

Многомерная матрица pl

msO удовлетво-

ряет соотношению

, 1,2

pl ms pl

ms nk nk

m s

O A
=

= δ∑ (92)

Систему дифференциальных уравнений
первого порядка можно также свести к сис-
теме уравнений второго порядка следующего
вида:

( )
( )

2 3

22 3

1
ml

ml ns

ab

v x
N v

k x

∂
− =

∂
, (93)

где 3 4l = , ,

3 4

ml ml pq

ns pq ns

q

N B A
= ,

= ∑ . (94)

Решение системы дифференциальных
уравнений второго порядка имеет вид

( ) (
( )( ))

1 13 3

3 ,

s l s l mn

mn mn

mn

mn

mn

v x P b exp ik x

b exp ik x d

+  
  

−

= µ +

+ − µ −

∑
(95)

2sq pl nq

pl mn mn mnN P P= µ . (96)

Остальные plv в этом случае можно
найти по формуле

3
, 3,4

ms
pl pl

ms

m s

i v
v K

k x=

∂=
∂∑ , (97)

где 1 2l = , .

Многомерная матрица pl

msO удовле-

творяет соотношению

, 3,4

pl ms pl

ms nk nk

m s

K A
=

= δ∑ . (98)

Поле внутри оптического элемента
представляется в виде

2

1 2 3 4

ns

ns

n s

W v V
= , , ,

= ∑ ∑ , (99)
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где nsV - вектор-столбец из четырех эле-

ментов (70). Набор коэффициентов mna+ ,
mnb+ , mnR , mnT находится из условия непре-

рывности полей на границах оптического
элемента. Далее, используя полученные ко-

эффициенты, получим выражение для ком-

понент электромагнитного поля на выходе
оптического элемента. Для того чтобы полу-
чить поле за оптическим элементом, необхо-

димо использовать теорию Кирхгофа-Котлера.

5. Заключение

В работе разработан метод решения за-
дач дифракции полей с определенным зна-
чением углового момента. Предложенный
метод является аналогом метода RCWA, ис-
пользуемого для расчета дифракции полей
на периодических структурах. Получен вид
системы обыкновенных дифференциальных
уравнений для нахождения решения системы
уравнений Максвелла в V -представлении в
пространстве функций с определенным уг-
ловым моментом

Приложение A

Используя правила Крамера, решаем
систему линейных уравнений относительно

1E и 2H . Определители Крамера имеют вид

2 2 2k k∆ = ε − γ , (100)

3 3
1 1 1 2

F Gik
ik

x x x

∂ ∂∆ = γ +
∂ ∂

, (101)

3 3
2 1 2 1

G Fik
ik

x x x

∂ ∂γ∆ = + ε
∂ ∂

, (102)

3 3
3 1 2 1

F Gik
ik

x x x

∂ ∂γ∆ = −
∂ ∂

, (103)

3 3
4 1 1 2

G Fik
ik

x x x

∂ ∂ε∆ = γ −
∂ ∂

. (104)

Приложение B

Для того чтобы вычислить матричные
символы необходимо найти действие сле-
дующих операторов на вектора

_______________________________________________________________________________

( )

1 1

2 0 1 01 1 1 1

3

1 1

2 0 1 01 2 1 1 2 1

1 1

1 1

m m

m m

i im i
D J k x D ik J k x

k x x k x xik
A V
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Напомним выражение для производных ци-

линдрических функций:

1

1

1 1

1
.

m

m m

J k x
x

m
k J k x J k x

k x

 
  

 
    

         

∂ α =
∂

= α α − α
α

(109)

Действие операторов на состояния с
определенным значением углового момента
определяется следующим образом:

( )

( )

1 2 1 21 1

1 21
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1
,

D H D H
x x

D H
x
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We discuss a method for solving the diffractive problem on the optical elements with the symmetrical distribu-

tion of the permittivity. The method under discussion is the generalization of the rigorous coupled wave analysis

(RCWA) for structures with the radial symmetry. As the basis for the decomposition of the solution the conic waves are

choosen. This conic waves are the solution of the Maxwell’s equations in the medium with the constant permittivity.
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