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Для неканонического представления
стационарных случайных процессов со слож-
ным спектром можно воспользоваться мето-
дом интерполяционных полиномов, соглас-
но которому k-я реализация случайного про-
цесса x(t) записывается в виде

1 3 2 3
( ) ( ) ,k k k k kx t x t sin t cos tγ ω δ ω= 〈 〉 + + (1)

где ( )x t〈 〉  – математическое ожидание про-

цесса; 
1 2 3
, ,k k kγ δ ω  – значения независимых

случайных величин γ, δ, ω в узлах интерпо-
лирования; номер k определяется соответ-
ствующим перебором индексов k1, k2 и k3.
Поскольку законы распределения случай-
ных величин γ и δ здесь могут быть произ-
вольными с параметрами 0γ δ〈 〉 = 〈 〉 = ,

xD D Dγ δ= =  (где xD  – дисперсия стационар-
ного процесса x(t)), то целесообразно зада-
вать их нормальными. При этом функция
плотности вероятности случайной величины
ω определяется выражением
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Здесь ( )xK τ  и ( )xS ω – корреляционная фун-
кция и спектральная плотность исходного
стационарного случайного процесса x(t).

В рамках корреляционной теории нека-
ноническое разложение вида (1) обеспечива-
ет абсолютно точное представление случай-
ных процессов. Небольшое число случайных
величин (γ, δ, ω) даёт возможность разработ-
ки эффективного алгоритма получения реа-
лизаций случайных процессов заданной
спектральной плотности.

Для определения узлов интерполяции
случайной величины ω целесообразно не ис-
кать соответствующую систему ортогональ-
ных полиномов, а выполнить ψ-преобразо-
вание.

В табл. 1 представлены аналитические
выражения для корреляционных функций и
спектральных плотностей случайных процес-
сов, которые наиболее часто употребляются
в практике для аппроксимации реальных ха-
рактеристик [2]. В эти зависимости входят
следующие параметры: D – дисперсия про-
цесса, α – коэффициент затухания корреля-
ционной функции, ωo – собственная круго-
вая частота нелинейной системы, ωc – пре-
дельная круговая частота.

В табл. 2 для каждой спектральной
плотности приведены функция распределе-
ния случайной величины ω
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и ψ-преобразование для получения узлов
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При решении задачи статистической динамики требуется по известным вероятностным характеристи-
кам входной случайной функции строить её выборочные функции – реализации. Данная проблема решается
представлением случайных процессов в виде детерминированных функций некоторой совокупности случай-
ных величин. Наиболее распространены линейные канонические разложения случайных функций, которые
удобно использовать при анализе линейных систем. Для решения нелинейной задачи статистической динамики
каноническое разложение по базисным координатным функциям трудно реализуемо. В настоящей работе при-
меняется нелинейная неканоническая форма представления случайных процессов, предложенная в [1].
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интерполяции по соответствующим узлам
интерполяции случайной величины, распре-
деленной по равномерному закону:

1( ) ( 1), [ 1; 1].
2

F x x x= + ∈ −

Анализ табл. 1 и 2 показывает, что для
нахождения значений узлов интерполяции
процессов вида 4 и 6 необходимо решать
трансцендентное уравнение. Поэтому в этом
случае получить решение возможно только с

Таблица 1. Корреляционные функции и спектральные плотности некоторых
стационарных случайных процессов

Таблица 2. Функции распределения и ψ-функции
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применением тех или иных итерационных
алгоритмов.

Реальный широкополосный случайный
процесс можно схематизировать суперпози-
цией n процессов, имеющих типовые спект-
ральные плотности с одним максимумом
(табл. 1). При этом спектральную плотность
широкополосного процесса можно предста-
вить как

1
( ) ( ) ,

i

n

x x
i

S Sω ω
=

= ∑

где ( )
ixS ω  – спектральная плотность узкопо-

лосного процесса, имеющая стандартный
вид.

Аналогично для корреляционной фун-
кции можно записать

1
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x x
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K Kτ τ
=
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Используя и далее принцип суперпози-

ции, неканоническое разложение реального
процесса можно осуществить в виде
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Тогда конкретные реализации случай-

ного процесса с использованием метода ин-
терполяционных полиномов будут опреде-
ляться как
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Здесь 
1 2
,

k ki iγ δ – узлы интерполяции случай-
ных величин нормального закона распреде-
ления, которые находятся по формулам

1 21 2
;

( 1, 2,..., ; 1,2) ,
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D D
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где 
skλ  – табулированные значения узлов типа

Чебышева центрированного нормированно-

го нормального распределения; 
3ki

ω – узлы

интерполяции случайной величины ωi, опре-
деляемые с помощью ψ-преобразования
(табл. 2); 1 2 3, иi i iq q q  – числа узлов интерпо-
ляции, выбираемые соответственно для пе-
ременных γi, δi и ωi случайного процесса xi(t).

Были исследованы возможности нека-
нонического разложения случайных процес-
сов сложной структуры с помощью метода
интерполяционных полиномов (3). При этом
приближённые значения корреляционной
функции процесса определялись по отдель-
ным его реализациям с использованием за-
висимости
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где 
1 2 3
, ,k k kρ ρ ρ  – числа Кристоффеля случай-

ных величин γi, δi и ωi.
Сглаженная оценка спектральной плот-

ности находилась по дискретным значениям
корреляционной функции

1
ï

0

2( ) ( ) ( ).
L

x xr
r

S t K r cos r tω ω
π

−

=

= ∆ Ω ∆∑ (5)

Здесь ∆t – шаг дискретизации корреляцион-
ной функции по времени; Kxr = Кx(r∆t) – дис-
кретные значения корреляционной функции;
Ω(r) = 0,5[1 + cos(πr/L)] – сглаживающее
«окно» Тьюки [3]; L – точка отсечения «окна».

Оценки, полученные по формулам (4)
и (5), сравнивались с точными значениями
корреляционной функции и спектральной
плотности. Поскольку вычисления по форму-
ле (5) позволяют находить лишь приближён-
ную оценку спектральной плотности, прово-
дилось качественное сравнение спектров.
Следует отметить, что критерием точности в
методе интерполяционных полиномов явля-
ется сравнение значений корреляционных
функций в соответствующие моменты време-
ни.
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На рис. 1…4 представлены теоретичес-
кие и рассчитанные методом интерполяци-
онных полиномов значения корреляционных
функций и спектральных плотностей типо-
вых узкополосных процессов с номерами 1,
2, 3 и 5 соответственно (табл. 1). Используе-
мые при этом исходные данные сведены в
табл. 3.

На рис. 5 приведены результаты для
случайного процесса сложной структуры,
полученного суперпозицией всех четырёх
изображённых на рис. 1…4 узкополосных
процессов.

Анализ результатов показывает, что
надлежащим выбором числа узлов интерпо-
ляции случайных величин γ, δ и ω неканони-
ческого разложения можно добиться доста-
точно точного представления реализаций уз-
кополосных процессов и случайных процес-
сов сложной структуры. Это доказывает при-
емлемость принципа суперпозиции при мо-
делировании реализаций. Следует отметить,
что для случайных величин γ и δ достаточно
брать по два узла интерполяции, а для пара-
метра ω требуется от восьми до шестнадца-
ти узлов.

Рис. 1. Корреляционная функция (а) и спектральная плотность (б) узкополосного процесса №1
(число узлов qγ= qδ = 2; qω = 8)
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Рис. 2. Корреляционная функция (а) и спектральная плотность (б) узкополосного процесса №2
(число узлов qγ= qδ = 2; qω = 10)
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Рис. 3. Корреляционная функция (а) и спектральная плотность (б) узкополосного процесса №3
(число узлов qγ= qδ = 2; qω = 16)
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Рис. 4. Корреляционная функция (а) и спектральная плотность (б) узкополосного процесса №5
(число узлов qγ= qδ = 2; qω = 16)
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Рис. 5. Корреляционная функция (а) и спектральная плотность (б)
случайного процесса сложной структуры
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Таблица 3. Параметры узкополосных процессов
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RANDOM PROCESS PRESENTATION BY NON-CANONICAL DECOMPOSITION
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When solving a problem of statistic dynamics it is necessary to build its selected functions-realizations- by the
known probability characteristics of an input random function. This problem is solved by presenting random processes
as determinate functions of a set of random variables. Linear canonical decompositions of random functions are most
commonly used. They are convenient to use in linear system analysis. It is, however, hardly feasible to use canonical
decomposition on basic coordinate functions in order to solve a non-linear problem. This paper deals with a non-linear
non-canonical form of presenting random processes proposed in [1].
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