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Уточнённая теория пластин Э. Рейс-
снера [1], в отличие от классической (теории
Кирхгоффа) [2], учитывает влияние дефор-
мации поперечного сдвига на изгиб. Это вли-
яние может заметно сказываться на напря-
женном состоянии вблизи контура пластины
и точек приложения сосредоточенных сил, а
также на величине прогиба.

Проблема изгиба прямоугольной кон-
сольной пластинки Рейсснера является наи-
менее изученной вследствие сложности кра-
евой задачи. Какие-либо результаты её реше-
ния неизвестны.

Цель работы – построение итерацион-
ного процесса, реализация которого на ЭВМ
позволяет получить решение задачи с любой
точностью, а также сравнение численных
результатов уточнённой теории и классичес-
кой.

За основу принят метод суперпозиции,
высказанный в [2] и реализованный на конк-
ретных задачах в работах [3,4,5]. В данной
задаче поочередно накладываются две функ-
ции прогибов и напряжений, которые в ходе
итерационного процесса взаимно компенси-
руют порождаемые ими невязки в исходных
граничных условиях. При этом все невязки
уменьшаются, и решение приближается к
точному решению задачи.

Рассмотрим прямоугольную консоль-
ную пластинку –γ/2 ≤ x ≤ γ/2, 0 ≤ y ≤ 1 (край
y  = 0 защемлён, остальные - свободные) по-
стоянной толщины h, нагруженную по повер-

хности z = h/2 равномерно распределённой
поперечной нагрузкой интенсивности q .

Задача изгиба такой пластинки, соглас-
но Э. Рейсснеру [2], описывается двумя фун-
даментальными уравнениями

2 2 1w∇ ∇ = − , 2 0ψ α ψ− ∇ = (1)

и граничными условиями

w =0, ϕx = 0, ϕy = 0 на грани y = 0; (2)

0, 0, 0y y xyM Q H= = =  на грани y = 1; (3)

0, 0, 0x x xyM Q H= = =  на гранях x = ±γ/2.(4)

Здесь координаты точек пластины от-
несены к размеру b пластины; прогиб w(x,y)
отнесён к величине qb4/D; функция напряже-
ний ψ(x,y) – к величине qb2; D – цилиндри-
ческая жесткость; γ=a/b; а – размер пласти-
ны по оси x; α = h2/10; ∇2 – двумерный опера-
тор Лапласа; углы поворота элементов ϕx, ϕy,
моменты Mx, My , Hxy  и перерезывающие силы
Qx , Qy определяются формулами

2
1 1( )x x yw wϕ α α ψ′ ′= + ∇ −  ,

2
1 1( )y y xw wϕ α α ψ′ ′= + ∇ +  ,

2
2 2 3( ( ) )х xx yy xx xyМ w w wν α α ψ α′′ ′′ ′′ ′′= − + + ∇ + + ,
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2
2 2 3( ( ) )y yy xx yy xyМ w w wν α α ψ α′′ ′′ ′′ ′′= − + + ∇ − + ,

2( )x x yQ w ψ′ ′= − ∇ + , 2( )y y xQ w ψ′ ′= − ∇ − ,

2
2(1 ) ( ) ( )xy xy xy yy xxН w wν α α ψ ψ′′ ′′ ′′ ′′= − + ∇ − − ,

(5)

где ν – коэффициент Пуассона, 1
2

1
α = α

− ν
,

2 2α α= , 3 1
ν

α α
ν

=
−

.

Прогиб пластины w и функцию напря-
жений ψ разыскиваем в следующем виде:

0 1 2
1

( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )]n n
n

w x y w x y w x y w x y
∞

=

= + +∑ .

(6)

1 2
1

( , ) [ ( , ) ( , )]n n
n

x y x y x yψ ψ ψ
∞

=

= +∑ , (7)

где

4 3 2
0 4 1

1( , ) [ 4 6(1 2 ) 24 ]
24

w x y y y y yα α= − − + − +

(8)

есть частное решение первого уравнения (1);

1 *
1,3,...

sin( ) k
n kn k kn k

k k

yw A ch x B xsh x
ch

λ
λ λ

λ

∞

=

= +∑ , (9)

2
1

( 1) [ ( 1)
s

n n sn s
s s

w P y C sh y
ch

µ
µ

∞

=

−
= − + − +∑

( 1) ( 1)( ( 1)sn s sn sD ch y y E ch yµ µ+ − + − − +

( 1))]cossn s sF sh y xµ µ+ − , (10)

1 *
1,3,...

cosk
n kn k

k k

sh xG y
sh

β
ψ λ

β

∞

=

= ∑ , (11)

2
1

( 1) [ ( 1)
s

n sn s
s s

R sh y
sh

ψ ξ
ξ

∞

=

−
= − +∑

( 1)]sinsn s sL ch y xξ µ+ − . (12)

Здесь
, , , , , , , , ,kn kn n sn sn sn sn kn sn snA B P C D E F G R L

– неопределённые коэффициенты; 
2k

kπ
λ = ,

2
s

sπ
µ

γ
= , 21/k kβ α λ= + ,  21/s sξ α µ= + ,

4 2 3α α α= + ,  * / 2k kλ λ γ=  , * / 2k kβ β γ= .
Функции w1n, w1n являются бигармони-

ческими; функции ψ1n, ψ2n удовлетворяют
второму уравнению (1). Функции w1n, ψ1n «ав-
томатически» удовлетворяют первым двум
граничным условиям (2) и последним двум
условиям (3); функции w2n, ψ2n – последним
двум условиям (4).

Начальный компонент w0 (8) удовлетво-
ряет всем граничным условиям, кроме пер-
вого условия (4). Невязка по изгибающему
моменту от w0 после разложения в ряд Фурье
по синусам

0 0

2

1,3,...2

( 1)| [ ] sin
2x k kx k

yM b yγ ν α λ
∞

= =

−
= − = ∑ , (13)

где

0 22

2(1 )k
k k

b ν
α

λ λ
= − − , (14)

используется для определения коэффициен-
тов рядов (9), (11) при удовлетворении гра-
ничным условия (4). Коэффициенты этих
рядов примут вид:

0
1 * *

* *

/
23 (1 ) 4 ( )
2

k k
k

k k
k k k

k k

b
B

th
sh th

λ

λ λ
ν ν αλ λ β

λ β

=
+ − − + −

,

* *
1 1

1 1( )
1k k k k

k

A cth Bν
λ λ

λ ν
+

= −
−

 , (15)

*
1 12k k k kG th Bλ λ= − .

Невязки выполнения граничных усло-
вий на кромках y = const от компонентов w11
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и ψ11 после разложения в ряд Фурье по коси-
нусам (и перестановки знаков суммирования)

1
0 1 * *

1,3,...
| [ (k k

y y k k k k
k k k

ch x BA xsh x
ch ch

λ
ϕ λ λ λ

λ λ

∞

=
=

= + +∑

2
1 1 1 *2 ) ]k

k k k k
k

ch xch x G
sh

β
α λ λ α β

β
+ + =

1 1
1
( 1) coss

s s
s

P xα µ
∞

=

= + −∑  ,

~

1 1 *
1,3,...

| ( 1) {(1 )k k
y y k k k

k k

ch xM A
ch

λ
λ ν λ

λ

∞

=
=

= − − − +∑

21
2* [(1 ) 2( ) ]k

k k k k
k

B xsh x ch x
ch

ν λ λ α λ ν λ
λ

+ − + − +

1 2 1*
1

} ( 1) cossk
k k s s

sk

ch xG t x
sh

β
α β µ

β

∞

=

+ = −∑  ,

где

*
1

1
1,3,...

4 /
(1 )

k k

k k

B thP λν γ
ν λ

∞

=

=
− ∑ , 

~ 1
2

kk +
= ,

2 2 2 *
1

1 2 2 2 2 2 2
1,3,...

28 / ( )
(1 )

s k s k k k
s

k k s k s k s

B tha µ νλ µ λ λγ
ν λ µ β µ λ µ

∞

=

+
= −

− + + +∑ ,

~2 2 *
1

1 2 2 2 2 2 2
1,3,...

8 2 1( 1) ( )ks k k k
s

k k s k s k s

B tht µ λ λν
γ β µ λ µ λ µ

∞

=

−
= − −

+ + +∑ ,

используются для определения коэффициен-
тов Cs1, Ds1, Es1, Fs1, Rs1, Ls1 функций w21 (10) и
ψ21 (12) при удовлетворении граничным ус-
ловиям (2), (3).

Эти коэффициенты имеют вид:

2

1 1
21 1{[1 ( ) 2 ]

2 1
s

s s s s
s s s

C sh tαµν
ε µ

µ δ µ ν
+

= + + +
−

2
1[ 4 ] }s s s s s s ssh ch a chη µ αµ τ µ µ+ + ,

2 2
2

1
41 1({ [

1 1
s s

s s s s
s s s

shD shµ αµν ν
µ ε µ

µ δ µ ν ν
+ −

= + + +
+ −

2
1

1 ( )]} { 2 4
1

s s
s s s

s s

sh t
sh

µ µν
σ αµ

ν ξ ξ
−

+ − + − + ×
+

1
21 1[ (1 ) ]} )

1 2 1
s

s s s s s
s

sh a ch
sh

µν ν
τ θ µ µ

ν µ ν
− −

× + + ⋅
+ + ,

1 1
1
1s s sE Cν

µ
ν

−
=

+
,  1 1 1s s s s sF C D cthσ µ= − ,

2
1 1 1

1 { ( 4 )
2

s
s s s s s s

s s

chR t cth Dµ
η αµ µ

αξ µ
= − − −

2
12(1 2 ) } s

s s s
s

shC
ch

ξ
αµ σ

µ
− + ,

2
1 1

12
1

s
s s s

s

shL C
ch

ξν
µ

ν µ
−

= −
+

,

где

2 2 2(3 )(1 ) (1 ) 4s s sshδ ν ν µ ν µ= + − + − + −

2 3 116 [{( )
4 4

s s
s

s s

µ ξν ν
αµ

ξ µ
+ −

− + ×

2 21 ( 2)}s s s s s sth cth g cth shξ µ αµ µ µ× − + − +

2 1(1 2 ) ( 2 )]
4

s
s s s s

s

shg
ch

µν
αµ τ µ

ξ
−

+ + + − ,

1 1( )s s s
s s

th cthε ξ µ
µ ξ

= − , (1 ) 2s s scthη ν µ µ= − − ,

1s
s

s

ch
ch

µ
τ

ξ
= − ,  s s s s sth thθ ξ ξ µ µ= − ,

11
1s s scthν

σ µ µ
ν

−
= +

+
 , ( )s s

s s
s s

g thµ ξ
ξ

ξ µ
= + .

После функций w21 и ψ21, так же, как и
после w0, остается невязка по изгибающему
моменту на кромках x = const:

1 1
12

( 1)| {[(1 ) ] s
x s s s s sx s s

sh yM C p E
chγ

µ
µ ν µ

µ

∞

= =

−
= − + +∑
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1 1
1 ([(1 ) ] ( 1) (1 )s s s s s

s

D p F ch y
ch

ν µ µ ν
µ

+ − + − + − ×

1 1( 1)[ ( 1) ( 1)])s s s s sy E ch y F sh yµ µ µ× − − + − +

+ 2
1 1[ ( 1) ( 1)]}s

s s s s
s

R ch y L sh y
sh
α ξ

ξ ξ
ξ

− + −  ,

где 22( )s sp αµ ν= − , которая после разложе-
ния в ряд Фурье по синусам

1
1,3,...2

| sinx k kx k
M b yγ λ

∞

= =

= ∑ ,

где

~

2
1 2 2 2 2

1

1 2(1 )4 (( 1) (
( )k k k s

s s k s k s

kb ν
λ λ µ

δ λ µ λ ξ

∞

=

−
= − −

+ +∑
22

12 2

2 2(1 ) )[(1 2 )
2 1

s s
s s s

k s s

sh sh tµ αµν
ε µ

λ µ µ ν
−

− + + +
+ −

2
1( 4 ) ]s s s s s ssh ch aη µ αµ τ µ+ + +

2 2 2

2 2 2 2

2( ){ (s s k
s s

k s k s

shµ µ νλ
η µ

λ ξ λ µ
+

+ − − +
+ +

2
14 ) [(3 )(1 )s s s s s s sch t sh chαµ τ µ ν ν µ µ µ+ + + − +

2 2 2 2
1(1 ) 4 (1 ) ] })s s s s sch aν µ αµ ν θ µ+ − − − ,

вновь используются для отыскания коэффи-
циентов Ak2, Bk2, Gk2 рядов w12, ψ12.

И далее описанный выше процесс по-
вторяется.

Анализ показывает, что коэффициенты
Akn, Bkn ряда (9) имеют порядок 0(1/k2) при n=1
и 0(lnk/k2) при n>1; коэффициенты Gkn ряда
(11) – 0(1/k) и 0(lnk/k) соответственно. Ряд (9)

сходится не хуже, чем ряд 3
1

ln
k

k
k

∞

=
∑ . Ряд (11)

для функции напряжений сходится равномер-
но всюду, исключая концы заделанного сече-
ния (где он расходится); то же самое отно-
сится к функциональному ряду 0|y yM = , пред-
ставляющему выражение изгибающего мо-
мента My в заделанном сечении пластины.
Это означает, что на концах заделанного се-
чения имеют место «пики» напряжений, ко-

торые обусловлены резкой сменой граничных
условий в этих точках.

Так как в ходе итерационного процесса
невязки выполнения граничных условий дол-
жны убывать по абсолютной величине, то
условие сходимости метода можно записать
так: lim( , , ) 0kn sn snn

b a t
→∞

= .  В силу линейной свя-

зи этих величин между собой и с коэффици-
ентами Akn, Bkn, Gkn,… это условие равносиль-
но, например, условию: lim 0knn

B
→∞

= .

В свою очередь, коэффициенты Bkn ли-
нейно зависят от совокупности коэффициен-
тов Bkn-1 предыдущей итерации, т.е. имеет
место однородная бесконечная система ли-
нейных алгебраических уравнений вида

1
1,3,...

kn ki in
i

B c B
∞

−
=

= ∑   (k=1, 3, …), где cki – коэф-

фициенты системы.
Исследования показывают, что эта сис-

тема является регулярной, т.е. 
1,3,...

| | 1ki
i

c
∞

=

<∑ , а

это означает, что данный итерационный про-
цесс сходится к точному решению задачи.

В качестве примеров получены числен-
ные результаты на ЭВМ для пластин с раз-
личным отношением сторон γ =1/4, 1/2, 1, 2,

4 и различной толщины 
_

h =0,02; 0,05; 0,1;
0,15; 0,2; 0,3; 0,4 при коэффициенте Пуассо-
на v =0,3 . В рядах удерживалось до 150 чле-
нов. Процесс сходился по геометрической
прогрессии со знаменателем <1/2. Счёт пре-
кращался после 10 итераций. Вычислялись
коэффициенты рядов (9-12), а также изгиба-
ющие моменты My в заделанном сечении и
прогибы противоположной грани.

На рис. 1 приведены линии относитель-
ных прогибов w грани y =1, а на рис. 2 – эпю-
ры изгибающих моментов My (отнесенных к
величине qb2) в заделке квадратной пласти-
ны (γ =1). Кривая I соответствует классичес-
кой теории тонких пластин Кирхгоффа [4].
Номера кривых 2-6 соответствуют относи-

тельным толщинам  
 _
h = 0,02; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4

пластин Рейсснера.
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Рис. 1. Линии прогибов грани  y=1

Рис. 2. Изгибающие моменты Му в заделанном сечении
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Расчёты показывают, что при малых от-

носительных толщинах 
 _
h  ≤ 1/20 результаты

для пластин Кирхгоффа и Рейсснера практи-
чески совпадают. Различия принципиально-
го характера проявляются лишь в изгибаю-
щих моментах Мy заделанного сечения вбли-
зи края заделки. Если для пластин Кирхгоф-
фа −∞→yM  при 2/γ±→x , то для пластин
Рейсснера с ростом относительной толщины
вблизи края заделки образуется минимум, ко-
торый смещается к середине заделки и воз-
растает, после чего +∞→yM . Таким обра-
зом, деформации поперечного сдвига, учиты-
ваемые в теории Рейсснера, резко меняют из-
гибающие моменты (а, следовательно, и на-
пряжения) вблизи края заделанного сечения
с -∞ на +∞. В середине заделки Мy с ростом
 _
h  сначала несколько возрастают, а затем убы-
вают.

Относительные прогибы увеличивают-
ся с ростом относительной толщины (абсо-
лютные прогибы, разумеется, уменьшаются,

т.к. 
 

4
WDw
qb

= , где w - относительный прогиб,

W - абсолютный прогиб срединной поверх-
ности пластины ).

Указанные выше особенности уточнен-
ной теории проявляются и для пластин с дру-
гим отношением сторон (γ =1/4, 1/2, 1, 2, 4).

Отметим для сравнения, что начальное
приближение w0 (8), соответствующее цилин-
дрическому изгибу пластины, даёт для про-
гибов грани y = 1 следующие значения:
–0,12507; –0,12664; –0,13157; –0,13981;
–0,15129 соответственно для относительных
толщин 0,02; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4. Значения изги-
бающих моментов My0 в заделке не зависят
от толщины пластины и равны 0,5 (как и для
консольной балки).
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The paper proposes an iteration method of correction function superposition for initial estimate in the form of
hyperbolic-trigonometric series by two coordinates, which as they are superimposed, mutually compensate the misclosures
they generate in boundary conditions. The misclosures decrease as the number of iterations grows and a solution can be
obtained with any degree of accuracy. Numerical results of calculating deflections and bending moments of a Reissner
cantilever plate under uniform loading are presented. Comparison with the classical theory is given.
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