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2. ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ
ОПТИМИЗАЦИИ ПЕРЕЛЁТОВ

С МАЛОЙ ТЯГОЙ

2.1. Задача оптимизации управления
траекторным и угловым движением КА

с учётом ограничений на угловую
скорость поворота вектора тяги
Записывается система уравнений плос-

кого движения космического аппарата (КА)
с постоянной по величине малой тягой (МТ)
в центральном поле
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Вектор состояния x  в рассматриваемой
задаче включает в себя безразмерные компо-
ненты ( )u,,,V,r ϑθ , а вектор управле-

ния u  - компоненты ( )Ω,δ , причём

{ }101 +−= ,,δ , maxmax Ω≤Ω≤Ω− .

В качестве критерия оптимальности примем
время перелёта: ( ) minttT K →−= 0 .

Используя формализм принципа макси-
мума Понтрягина, получим оптимальное уп-

равление: ( ) ϑψsignt maxopt ⋅Ω=Ω , где ϑψ  -

сопряжённая переменная. Если 0≡ϑψ , тоо
структура управления содержит особый ре-
жим:
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В данном случае особый режим имеет
простой смысл. Это решение первого поряд-
ка для той же задачи, но без учёта одной диф-
ференциальной связи, т.е. на некотором рас-
ширенном множестве DE ⊃ . Если оно оп-
тимально на E , то оно оптимально и на D .
Следовательно, особый режим должен быть
включён в состав искомого решения, струк-
туру которого естественно представлять из
трёх участков: 1) движение из начальной точ-
ки в фазовом пространстве до особой повер-
хности; 2) особый режим; 3) сход с особой
поверхности и достижение конечной точки.
Система (2.1) допускает решение такой струк-
туры, которое окончательно находится в ходе
решения краевой задачи. Таким образом, осо-
бые экстремали в задаче управления с огра-
ничением на угловую скорость поворота век-
тора тяги совпадают с экстремалями тради-
ционной задачи оптимизации, когда движе-
ние КА вокруг центра масс (ЦМ) не учиты-
вается и ограничения на угловую скорость
поворота вектора тяги отсутствуют. Этот ре-
зультат вытекает из анализа задачи управле-
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ния в общей постановке, где вывод об осо-
бых участках был сделан на основании заме-
ны исходного множества D на более широ-
кое E (иными словами, исключая уравнения
углового движения).

Необходимое условие оптимальности
особого режима заключается в неотрицатель-
ности скобки Пуассона
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Последнее условие выполняется, если
всюду на особом участке траектории пере-
менная Vψ~  неотрицательна.

На рис. 2.1 показаны характер измене-
ния угловой скорости Ω  и угла α между век-
тором тяги и касательной к траектории. Ес-
тественно, что разгон КА с ограничением на
скорость поворота вектора тяги занимает
большее время, чем без ограничения. Время
достижения параболической скорости на «эк-
стремальной» траектории, т.е. без ограниче-
ний на Ω , может служить оценкой нижней
границы функционала T.

2.2. Задача оптимизации траекторий
перелёта с непрерывной тягой между

круговыми некомпланарными орбитами
При оптимизации траекторий перелё-

тов между некомпланарными орбитами ре-
шающее значение приобретают затраты ра-
бочего тела на разворот корпуса КА. Усред-

нённые уравнения околокругового движения
КА с МТ имеют вид:
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Угловое движение КА осуществляется
только вокруг нормальной оси аппарата  1OY ,
совпадающей с направлением радиуса-векто-
ра ЦМ:
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В качестве критерия оптимальности
использована характеристическая скорость

XKV  и найдена локально-оптимальная про-

грамма управления в пределах витка ( )uψ :

( ) ( )utgarctgu cosmaxψψ = ,

maxψtg = ( )( ) 1
021ln −−+⋅− iir KK λλ . (2.5)

а)

Рис. 2.1. Характер изменения угловой скорости поворота вектора тяги Ω  и угла α на оптимальной

траектории ( 2
0 10−=a ; 2.5=c ), 1t  - момент реверса тяги,τ   - момент перехода на особый режим;жим;

а) 5,0max =Ω ; б) 95,0max =Ω

б)
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Проведена оптимизация медленно ме-
няющейся составляющей управления с
использованием достаточных условий опти-
мальности и построена синтезирующая
функция
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Используя её, можно оценить степень близо-
сти решения к абсолютно оптимальному.

Результаты расчёта оптимальной траек-
тории перелета КА на геостационарную ор-
биту приведены на рис. 2.2. Рассматривая
задачу совместной оптимизации траекторно-
го и углового движений, считаем, что двига-
тели жёстко закреплены относительно кор-
пуса, а разворот КА происходит только вок-
руг связанной оси 1OY . Получены необходи-
мые условия реализации программ ориента-
ции вектора тяги с помощью управляющего
момента 
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С учётом ограничений на управляющий
момент выбрана приближённо-оптимальная
структура управления угловым движением и
получена новая «асимптотическая» модель
пространственного движения
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где усредняющие интегралы имеют вид
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Результаты расчётов перелётов на гео-
стационарную орбиту, выполненные для со-
вместной (к = 0) и раздельной (к = 0,1) схем
управления, показывают, что характеристи-
ческая скорость перелёта зависит от уровня
располагаемого углового ускорения, и поэто-
му maxε  должно выбираться путём парамет-
рической оптимизации.

2.3. Оптимизация траекторий и
проектных параметров МТА

с двигателями МТ
Межорбитальные транспортные аппа-

раты (МТА) предназначены для доставки
полезных грузов на достаточно удалённые
рабочие орбиты с низких орбит выведения.
Особый интерес представляют МТА с ЭРД в
плане их использования для размещения на
высоких орбитах крупногабаритных конст-
рукций, таких, как солнечные электростан-
ции, антенны радаров, элементы радиотелес-
копов. Все эти конструкции обладают малой
жёсткостью и имеют существенные ограни-
чения на транспортную перегрузку.

При выборе опорных траекторий и пос-
ледующем формировании алгоритмов управ-

Рис. 2.2. Параметры оптимальной траектории
перелёта на стационарную орбиту: 23,6=Kr
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ления будем использовать достаточно близ-
кие к оптимальным программные управления
и траектории. Выберем такие структуры уп-
равления, которые заведомо допускают воз-
можность их практической реализации.

Запишем уравнения, описывающие эво-
люцию параметров орбиты «в среднем»:
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Усредняющие интегралы 1J , 2J  харак-
теризуют «в среднем» управление ориента-
цией вектора тяги, интеграл F характеризует
дополнительные затраты на управление вра-
щательным движением в пределах витка
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Время работы управляющих двигателей
вычисляется по формуле

x
X

V

ÓÏÐ dV
c

V
a

t
XK







 −

+⋅
= ∫ exp21

21
00

π
αχ

α
π

.(2.12)

Управлением в данной задаче служит
параметр mψ  – амплитуда колебаний угла
ориентации тяги. С использованием форма-
лизма принципа максимума Понтрягина мож-
но получить оптимальную программу управ-
ления.

Проведённые для «совместной» схемы
управления ( 0=χ ) расчёты показали, чтоо
при малых значениях располагаемого угло-
вого ускорения ÓÏÐε  на начальном участкее

траектории перелёта угол mψ  выходит на

предельный уровень òÏÐm ψψ =  (при этомм

2πα ≡ ) и сохраняет его до достижения та-
кого радиуса, при котором возможен переход
на «регулярный» режим.

При раздельной схеме управления
( 0≠χ ) на первом участке реализуется транс-

версальная ориентация тяги, движение про-
исходит без поворота плоскости орбиты, угол
ψ поддерживается равным нулю. На втором
участке амплитуда колебаний угла ψ резко
увеличивается, чтобы компенсировать недо-
статочную эффективность управления на пер-
вом участке. С увеличением χ растёт протя-
жённость участка движения КА без разворо-
тов с 0≡ψ . Зависимость XKV  от т ε  для раздель-
ной схемы управления показана на рис. 2.3.

На начальном этапе выбор оптималь-
ных параметров, задающих базовый проект-
ный облик МТА, ведётся по расчётному зна-

чению характеристической скорости o
XKV .

Одновременно оцениваются диапазон изме-
нения параметров и критерия оптимальнос-

ти µ с учётом верхней границы XKB
o
XK VV = .

Далее процесс оптимизации ведётся итера-
тивно.

Результаты оптимизации проектно-бал-
листических характеристик и параметров
МТА в ходе реализации итеративной проце-
дуры приведены в табл. 2.1.

Корректная постановка динамической
задачи оптимизации позволила уточнить
энергетику перелёта и показала принципи-
альную возможность улучшения массовой
отдачи программ космической транспорти-

ровки. Начальная масса МТА ÏÃMM 1
0

−= µ ,
определённая согласно приближённым оцен-
кам энергетики перелёта, оказалась завышен-
ной. Оптимизация показала также возмож-
ность уменьшения потребной мощности
энергоустановки и тяги блока маршевых ЭРД.

Рис. 2.3. Результаты решения
при раздельной схеме управления
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2.4. Задача оптимизации траекторий
перелёта на геостационарную орбиту КА
с ЭРД с солнечным источником энергии

Запишем уравнения околокругового
орбитального движения:

ψcos2 3ar
du
dr

= ; ψsincos2 uar
du
di

= ;

2
3

r
du
dt

= ; 2
3

ar
du
dW

= . (2.13)

Примем, что реактивное ускорение а
изменяется в зависимости от косинуса угла
между направлением на Солнце и нормалью
к плоскости солнечных батарей: βcos0aa = .

Рассмотрим теперь задачу на минимум
времени перелёта. Приведём систему (2.13)
к аргументу t (уравнение для характеристи-
ческой скорости не учитывается):

ψβ coscos2 2
3

0ra
dt
dr

= ,

ψβ sincoscos2
1

0 ura
dt
di

= . (2.14)

Пусть реализуется вариант управления
ориентацией солнечных батарей (СБ), когда
ось OZCB постоянно совпадает с осью OZ1.
В этом случае axImcos β  определяется выра-
жением (1.50) [1]. Если δ - угол между на-
правлением на Солнце и нормалью к плос-
кости орбиты OZ, то из (1.50) можно полу-
чить

( )( )0Im cossinsincoscos1cos uuax +−−= δψδψβ .
(2.15)

Здесь δ - функция оскулирующих эле-
ментов орбиты, определяемая из выражения

,cossinsinsincoscossin
sinsincoscos

0

0

θθε
θεδ

Ω+Ω−
−=

ii
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(2.16)

где ε0 - угол наклона плоскости эклиптики к
плоскости экватора; θ  - угол между направ-
лением на точку весеннего равноденствия и
линией Земля - Солнце. При расчёте δ необ-
ходимо учитывать движение Солнца по эк-
липтике (изменение θ ) и прецессию восхо-
дящего узла орбиты Ω .

Сформулируем задачу о минимуме ко-
нечного значения аргумента t системы урав-
нений (2.14) с учётом связи в форме (2.15).
Управлениями в данной задаче служат углы
ψ и β. После преобразований получаем сле-
дующие решения:
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Они содержат две произвольные посто-
янные: rψ  и iψ , которые рассматриваются какак

Таблица 2.1. Результаты оптимизации проектно-баллистических характеристик МТА

0r = 6870 км, Kr = 42164 км, 0i = 51°, Ki = 0°, ÝÓα = 20 кг/кВт, , ÄÓγ = 60 кг/Н, ÑÏÕγ = 0,07

Оптимальные параметры перелёта и МТА 
Итерация 

1T , сут 2T , сут 1XKV , км/с µ  с, км/с 610⋅ε m
2−c  χ  

Оценка энергетики перелёта с учётом 10% 
запаса на управление 152.2 47,8 8,406 0,445 30,4 - 0,05 

158,4 41,64 7,580 0,528 32,4 0,325 - 1. Энергетика перелёта оптимизируется 
(первая строка - совместная схема, вторая 
- раздельная) 157,0 43,0 7,693 0,511 31,7 0,260 0,026 
2. Совместная оптимизация параметров 
МТА и траекторий перелёта 157,3 42,7 7,713 0,514 31,9 0,135 0,014 

3. Учет дополнительных затрат на 
реализацию траектории 155,8 44.2 7,819 0.499 31.1 0,180 0,018 
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медленно меняющиеся переменные. Началь-
ное приближение для них задавалось реше-
нием задачи оптимизации без ограничений.
Вдоль траектории фиксировались характер-
ные значения этих переменных, рассчитыва-
лись текущие значения угла δ, а затем по фор-

мулам (2.17) рассчитывались β
~  и ψ~ .

Результаты расчёта показаны на рис.
2.4. Параметры расчёта подобраны так, что
они соответствуют переходу с низкой круго-
вой орбиты с наклонением 51° на стационар-
ную орбиту. На начальном участке траекто-
рии перелёта cosβ мал, поэтому уровень ре-
активного ускорения недостаточен и процесс
разгона КА затягивается. В средней части
траектории значение cosβ увеличивается,
профиль угла ориентации тяги ψ(и) становит-
ся близким к оптимальному в задаче без ог-
раничений. На заключительном этапе КА
движется в плоскости, близкой к плоскости
экватора, и поэтому удаётся достигнуть близ-
ких к единице значений cosβ. С физической
точки зрения полученные решения соответ-
ствуют компромиссу между достижением
максимальной электрической мощности СБ
и оптимальной программой разворотов век-
тора тяги КА в плоскости орбиты.

В зависимости от даты старта, которая
определяет начальную ориентацию плоско-

сти орбиты относительно Солнца, траекто-
рия межорбитального перелета КА с солнеч-
ным ЭРД будет характеризоваться различным
временем затенения. Поставим задачу отыс-
кания таких дат старта, при которых суммар-
ное время τ пребывания КА в тени минималь-
но.

Серия расчетов перелётов в окрест-
ность геостационарной орбиты, выполнен-

ных для различных значений параметров 0Ω ,
ТСТ , позволяет построить линии равных вре-
мён пребывания КА в тени и выбрать опти-
мальные дату старта и положение восходя-
щего узла орбиты. Например, диаграмма
(рис. 2.5), построенная для а* = 10-3 м/с2 и
с* = 60 км/с, показывает, что при одинако-
вом моторном времени перелёта Т* = 86,4 сут
время пребывания в тени составляет от 0,7
до 18,6 сут. Оптимальные и неоптимальные
даты старта повторяются с периодичностью
6 месяцев. При фиксированной дате старта
можно добиться уменьшения времени пребы-
вания КА в тени за счёт оптимального выбо-
ра начальной ориентации плоскости орбиты

(угла 0Ω ). Описанная приближённая методи-
ка позволяет существенно сузить границы об-
ласти поиска оптимальных дат старта для КА
с ЭРД с солнечной энергоустановкой.

Рис. 2.4. Характер изменения параметров ψ и cosβ
на траектории перелёта на геостационарную
орбиту при одноканальном управлении СБ

(а0 = 10-3 м/с2; с = 60 км/с);
           начальный участок: r = 6700 км; i = 51°;
            конечный участок: r = 43 000 км; i = 1,5°

Рис. 2.5. Изолинии продолжительности теневых
участков для перелётов КА с солнечным ЭРД

на геостационарную орбиту
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2.5. Синтез приближённо-оптимальных
алгоритмов наведения

Условием решения задачи терминаль-
ного управления является перекрытие обла-
сти достижимости KX ′ , образующейся в кон-
це этапа дальнего наведения в результате вли-
яния неучтённых факторов, возмущений и
ошибок реализации программы, областью
гарантированного приведения ( )ÍV∆Γ , соот-
ветствующей определённому уровню затрат
на участке точного наведения ( fixeVÍ =∆ ).

Наиболее простой способ ликвидации
накопившихся ошибок по радиусу и накло-
нению орбиты заключается в периодическом
пересчёте программы управления, сохраня-
ющей базовую структуру. Обновление моду-
лирующей функции ( )Vmψ  производится по
следующей схеме:
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1 cos
2 2

j jK K
j j

mj
K K

i i i ir rarctg
r r

π π
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∧ ∧
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1 2cos
2

j K
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π
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∧
∧ ∧

∧

  −       − − +  
   

  

. (2.18)

Для решения задачи фазирования вве-
дём новый контролируемый параметр, кото-
рым будем характеризовать положение КА
относительно заданной точки конечной ор-
биты – «условную» долготу ñλ , совпадающую
с геоцентрической долготой КА при нулевом
наклонении плоскости орбиты:

( )SOÇñ ttSu −−−+Ω= ωλ 0 .

На момент Kt  величина ñλ  определяется со-
гласно выражению

( ) ( ) ( ) dt
dt
d

dt
dutttt

K

SO

t

t
SOKÇSOCKC ∫ 






 Ω

++−−= ωλλ ,

(2.19)

которое используется для формирования не-
вязки в процедуре решения краевой задачи.

Рассмотрим алгоритм совместного уп-
равления траекторным и угловым движени-
ем КА, настраивающийся на ликвидацию
конечного промаха по компонентам вектора
состояния. Базовая программа изменения
модулирующей функции ( )Xm Vψ  определяет-
ся на каждом шаге управления в результате
решения краевой задачи (рис. 2.6).

На участке быстрой переориентации
КА управляющее угловое ускорение ме-
няется по закону ( )ϕϕεε &,1 signKmÓ −= , где

m

K
ε
ϕϕ

ϕ
2

&&
+=  - функция переключения; ϕ , ϕ&  -

рассогласования по углу и по угловой скоро-
сти в канале рыскания. В силу «асимметрии»
программы управления ( )uϕ  «левые» и «пра-
вые» развороты КА выполняются на разные
углы:

( ) ( ) ( )ttt ËÏÐ ψψψϕ −=∆= ,

( ) ( ) ( )ttt ËÏÐ ψψψϕ &&&& −=∆= . (2.20)

На участке поворота КА с «остаточной»
угловой скоростью:

( ) ( ) ( )iiÏÐËiÏÐËÏÐË tttt −⋅+= ,,, ψψψ & .

Вследствие движения центра масс КА по ор-
бите начало орбитальной системы координат
OXYZ совершает вращение вокруг центра
притяжения с угловой скоростью 0ω . При

Рис. 2.6. Формирование управления ориентацией
вектора тяги в алгоритме пространственного

наведения: 1 - номинальная программа управления;
2 - фактическая реализация
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этом возникают компоненты угловой скоро-
сти по осям связанной системы координат

111 ZYOX  - 1Xω , 1Yω , 1Zω :

ψωω sin01 =X , 
dt

d
Y

ψ
ω =1 ,

ψωω cos01 −=Z , 
r

V θ
ω

cos
0 = . (2.21)

С учётом этих соотношений получены
выражения для управляющих моментов по
связанным осям и программных управляю-
щих ускорений по всем трём осям:
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Программа управления может быть
описана выражениями
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Последовательность формирования уп-
равления пространственным наведением та-
кова:

- на момент jt  даётся оценка вектора

состояния ( ) j
ÈÇÌj xtx =

∧
;

- производится расчёт совокупности
параметров управления из условия приведе-
ния системы в конечное состояние (при

Kii = );

- после решения краевой задачи ведёт-
ся расчёт фактического движения КА на базе
точных уравнений движения в оскулирую-
щих элементах с учётом возмущений;

- по достижении момента 1+jt  процесс
повторяется, если норма прогнозируемого
промаха превышает максимально допусти-
мое значение.

Эффективность разработанных алго-
ритмов управления для межорбитальных пе-
релётов исследовалась путём математическо-
го моделирования на ЭВМ динамики движе-
ния КА и процесса управления.

2.6. Задача оптимального управления
эллиптической орбитой с учётом

несферичности Земли и сопротивления
верхних слоёв атмосферы

Рассматривается задача оптимального
управления элементами орбиты КА, движу-
щегося в поле сжатого сфероида с учётом
сопротивления верхних слоёв атмосферы,
плотность которой аппроксимируется экспо-
ненциальным законом. Математическая мо-
дель движения содержит дифференциальные
уравнения для изменения оскулирующих эле-
ментов орбиты, записанные в классической
форме. На основе необходимых условий оп-
тимальности в форме принципа максимума
Понтрягина найден закон изменения величи-
ны реактивного ускорения и угла ориентации
тяги в плоскости орбиты, обеспечивающие
минимум критерия оптимальности в задаче
коррекции отклонений по радиусу перигея
(апогея) и аргумента перицентра, вызванных
влиянием сопротивления атмосферы.

Будем считать, что КА располагает ре-
гулируемым двигателем МТ, для которого не
накладываются ограничения на величину
реактивного ускорения. Направление векто-
ра тяги относительно трансверсали характе-
ризуется углом 1α , положительное значение
которого соответствует внешнему по отноше-
нию к трансверсали положению тяги. Транс-
версальная Xa  и радиальная Ya  составляю-
щие ускорения соответственно равны:

1cosαaaX = ; 1sinαaaY = . В качестве крите-
рия оптимальности перелёта с идеально ре-
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гулируемым двигателем берётся интеграл от
квадрата реактивного ускорения

∫ →=
Kt

t
dtaJ

0

min2 .

Результаты численного решения по-
ставленной вариационной задачи приведены
на рис. 2.7 для орбиты с наклонением i = 51°,
высотой перигея 250 км, высотой апогея 350
км для двух моделей атмосферы, соответству-
ющих максимуму и минимуму солнечной
активности. На рис. 2.7,а показаны оптималь-
ные программы изменения реактивного ус-
корения а(ϑ), угла ориентации тяги a1(ϑ) для
случая коррекции возмущений перигейного
расстояния от действия атмосферы на двух
витках полета. В конечной точке ( ) KK rur ππ = ,

где Krπ  - номинальное перигейное расстоя-
ние в конечной точке, соответствующее дви-
жению под действием только гравитацион-
ных сил. На рис. 2.7,б показаны аналогичные
зависимости при коррекции ошибок в апо-
гейном расстоянии ra от действия атмосфе-
ры на двух витках полета.

Сплошные линии соответствуют макси-
муму, а штриховые – минимуму солнечной
активности. Оптимальное ускорение имеет
различные максимумы в окрестности апогея
орбиты и близко по направлению к трансвер-
сальному (в точках максимума оно строго
трансверсально), наименьшие значения уско-

рение имеет вблизи перигея. Сдвиг максиму-
мов ускорения относительно апогея объясня-
ется совместным действием атмосферы и
нецентральности гравитационного поля. Ха-
рактерно, что изменение модели плотности
атмосферы приводит только к изменению
величины реактивного ускорения и не влия-
ет на программу изменения угла 1α .

Результаты моделирования выявили
колебательный характер как реактивного ус-
корения, так и угла ориентации тяги относи-
тельно трансверсали. Период колебаний со-
ответствует периоду обращения на орбите.
Влияние возмущений проявляется в увеличе-
нии модуля реактивного ускорения и смеще-
нии вдоль орбиты характерных точек, опре-
деляющих направление тяги. Исследование
закономерностей этой эволюции позволяет
строить близкие к оптимальным программы
управления с учётом дополнительных факто-
ров и возмущений и оценивать увеличение
функционала J по сравнению с известным ре-
шением для центрального поля.

2.7. Приближённо-оптимальное
управление элементами

слабоэллиптических орбит
С использованием модели (1.27) [1] ре-

шены задачи оптимального управления «мед-
ленными» элементами орбиты на больших
интервалах времени.

Сформулируем задачу об оптимальном
управлении орбитой следующим образом:
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Рис. 2.7. Оптимальные программы управления:
а - коррекция радиуса перигея; б – коррекция радиуса апогея
(             с учётом атмосферы;             без учёта атмосферы)
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определить параметры ( )tξ , ( )tη , которые
обеспечивают коррекцию элементов A, e, ω,
с помощью трансверсальной тяги за мини-
мальное время при наличии на каждом вит-
ке пассивных участков. Суммарная продол-
жительность пассивных участков на витке
считается заданной, а их расположение на
орбите должно выбираться из соображений
оптимальности.

Проведённый анализ позволяет сделать
следующий вывод: структура оптимального
управления для рассматриваемой задачи кор-
рекции орбиты должна предусматривать два
рабочих участка (разгонный и тормозной),
центры которых разнесены на угол π по экс-
центрической аномалии. Если на витке дол-
жен быть предусмотрен пассивный участок
протяжённостью *2α , то два пассивных уча-

стка шириной *α  должны разделить разгон-
ный и тормозной участки. Расположение ра-
бочих участков на витке будем характеризо-
вать тремя параметрами: η  - центр разгон-
ного участка; ξ  - половина его ширины; *α  -
ширина одного пассивного участка. Таким
образом, для оптимальной структуры управ-
ления имеем: m = 1; n = 1; ξξ =+ ; ηη =+ .

Суммарная ширина пассивных участков *2α ,

поэтому ξαπξ −−=− * ; πηη +=− . После
подстановки в уравнения (1.27) получаем си-
стему уравнений движения, описывающую

вековую эволюцию элементов орбиты при оп-
тимальной структуре управления в пределах
витка:


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
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На рис 2.8 показаны результаты реше-
ния задачи управления элементами A, e, ω.
Параметры конечной орбиты соответствуют
так называемой «стабильной» солнечно-син-
хронной орбите. Начальная орбита имеет
параметры, изменяющиеся в пределах:
A0=7025 ± 60 км; e0  ≤  0,017; ω0 = (11…83°).
Анализ полученного решения позволяет ус-
тановить следующее свойство оптимальной
по быстродействию коррекции орбиты: рас-
положение рабочих участков относительно
восходящего узла орбиты не изменяется по
всей траектории. Это свойство позволяет на-
ходить оптимальное управление в результа-
те решения двухпараметрической краевой
задачи для системы дифференциальных урав-
нений (2.24) без привлечения сопряжённой

Рис 2.8. Изменение элементов орбиты для 410175.0 −⋅=a  м/с2 на оптимальной траектории (а)
и параметров управления (б):

                        для центрального поля,                    с учётом несферичности Земли
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системы уравнений. В результате решения па-
раметрической краевой задачи рассчитыва-
ются следующие параметры управления:

constu =η , характеризующий расположе-
ние середины разгонного рабочего участка
относительно восходящего узла орбиты, и
ξ = const, определяющий протяжённость раз-
гонного рабочего участка на витке. Рассчи-
тав по приближённой методике параметры
управления для приведённых выше гранич-
ных условий, получим: °= 1,162η ; °= 123ξ ;

45,60* =Kt  сут. Таким образом, приближённоее
решение даёт погрешность по функционалу
(времени манёвра) на 0,6 сут., что составляет
всего 1 % от общего времени межорбиталь-
ного перелёта.

Из рис. 2.8 видно, что сжатие Земли
оказывает существенное влияние на харак-
теристики оптимального процесса. Ми-
нимальное время коррекции здесь равно

2,67* =Kt  сут. Зависимость ( )tω  представля-
ет собой монотонную функцию, близкую к
линейной. Это объясняется тем, что при за-
данном уровне ускорения доминирующим
фактором, определяющим изменение ω , яв-
ляется прецессия орбиты, обусловленная вли-
янием второй зональной гармоники в разло-
жении потенциала гравитационного поля
Земли. Поскольку °= 98i , то аргумент пери-
гея уменьшается. Как показали расчёты, для
оптимальной по быстродействию коррекции
элементов орбиты с учётом прецессии харак-
терно, что аргумент широты центра разгон-
ного участка изменяется по закону, близкому

к линейному: tBAuu 2
7

0
−+≈ ηη .

2.8. Приближённый метод расчета
энергетики манёвра и параметров
управления элементами орбиты
Управление элементами ω,,eA . По-

лучены формулы для затрат характеристичес-
кой скорости )(tVxK  при условии непрерыв-
ной работы двигателей ( 0≡α ). Для этогоо
уравнения (1.27) представлены в виде конеч-
ных приращений, и из этих уравнений полу-
чена формула для 1xV :

( )

( ) .
1ln

1
sin4

1
sin4

0
2

2
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1
2

ð1
1



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∆
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=+
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eeA
e
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–
x

ωµ
ξ

π

η
µ

ξ
π

(2.25)

На рис. 2.9,а показана зависимость
(2.25) в виде изолиний «приведённой» харак-
теристической скорости:

 
1 1

0

4
x x

ср

V sin V
e A

µ
= ξ ⋅

π
%

в координатах aω∆  и 0ee∆ . Полученная за-
висимость является универсальной и может
быть использована на стадии проектно-бал-
листических расчётов при определении зат-
рат рабочего тела на манёвр коррекции. По
существу это изолинии функции «будущих
потерь» – критерия оптимальности Vх в зада-
че оптимизации плоских манёвров в цент-
ральном поле.

Управление элементами i,Ω . Из урав-
нений (1.27) с помощью аналогичного при-
ёма приведения к конечным приращениям
получим

 2 22

2 2
2 0 0

1 1
2 2

2 2

a срa
x

cp cp

sin ii i
V ( ( )

i i iA A iln tg ctg

∆Ωπ ∆ π ∆∆Ωµ µ
= + ≈ +

+∆ ∆
.

(2.25`)
На рис. 2.9,б зависимость (2.25`) пред-

ставлена в виде изолиний 2xV const=  в коор-

динатах a∆Ω  и 1
ðsin ñi i∆ − . Получено анали-

тическое выражение для оценочной функции
ϕ: ( )( ) ( )( ) ( )( )Ω+= ,~,,~,~ 0

2
0

1
0 ieAtx ϕωϕϕ , где пер-

вое слагаемое соответствует приближённому
решению задачи о минимуме характеристи-
ческой скорости плоского межорбитального
манёвра

( ) ( )
( )

( )

e
eAeA

ee
K

K

cp

K

2

2
0

1

ln
1

,sin4
~ ωωµ

ξ
π

ϕ
−

+
−

−= ,

(2.26)
а второе – приближённому решению задачи
оптимального поворота плоскости орбиты
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 2
0

2 21
2

( ) к срK

ср K

( ) sin i( i i )
A ( i i )

Ω − Ωπ − µ
ϕ = − ⋅ +

−
% .

(2.27)

Оценка любых допустимых управлений
),(~ xtu  может быть проведена на основе фун-

кций ( )0
1ϕ , ( )0

2ϕ  [1].

2.9. Задача оптимальных перелётов
между орбитами с большими

эксцентриситетами
Рассмотрены два варианта ориентации

вектора тяги: свободная и по трансверсали.
Для варианта свободной ориентации

получена квазиоптимальная программа уп-
равления на витке

,
)cos(2

sin~








+
=∗

EK
Earctgoptθ (2.28)

где К(t) - параметр управления, являющийся
медленной переменной; θ  - угол, характери-
зующий ориентацию тяги в плоскости орби-
ты; Е - эксцентрическая аномалия.

Для трансверсальной ориентации было
показано, что оптимальная структура управ-
ления на витке должна содержать не более
двух активных участков разного знака, раз-
делённых равными пассивными участками.

Функция включения тяги δ определяет-
ся следующим образом:

( )( )[ ] ( )[ ]{ }222
2
1

ξηξαπηαξηδ −−−++−−−−−= EsignEEsign ,
(2.29)

где ξ  - протяжённость в угловой мере поло-
вины разгонного участка, α - протяжённость
в угловой мере одного пассивного участка, η -
угловое расстояние центра разгонного учас-
тка относительно перицентра.

Проводилось численное решение опти-
мизационных задач принципом максимума
Понтрягина для обоих вариантов управления
вектором тяги. На рис. 2.10 представлены
результаты решения задачи о переходе КА с
низкой круговой орбиты на орбиту спутника
“Молния” при трансверсальной ориентации
вектора тяги для различных значений обще-
го времени перелёта.

Полученные решения позволили пост-
роить для ряда баллистических задач облас-
ти достижимости при фиксированных затра-
тах характеристической скорости. Для орби-
ты спутника “Молния” построены области
корректируемых параметров в координатах
“большая полуось – эксцентриситет”. Пока-
зано, что выигрыш в характеристической ско-
рости при свободной ориентации вектора
тяги по сравнению с трансверсальной
ориентацией может быть значительным
(рис. 2.11).

Рис. 2.9. Затраты характеристической скорости на манёвры

а) б)
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2.10. Задача наведения КА в расчётную
точку околокруговой орбиты
Рассмотрим задачу наведения КА в за-

данную точку орбиты для случая малого экс-
центриситета e. Параметрами движения мож-
но считать только большую полуось A и от-
носительное положение спутника на орбите,
определяемое параметром u∆ . Запишем
уравнения движения:







 −=

2
4

1

3 π
ξ

µπ
aA

dt
dA ,

( )5,15,1 −− −=
∆

KAA
dt

ud
µ . (2.30)

С использованием формализма принци-
па максимума Понтрягина для задачи опти-
мального с точки зрения быстродействия уп-
равления элементами A и u∆  получено, чтоо
оптимальная структура управления содержит
не более одного разгонного ( πξ = ) и одногоо
тормозного ( 0=ξ ) участков на витке. Исхо-
дя из этого, будем характеризовать оптималь-
ное управление следующими параметрами:

Рис. 2.10. Параметры управления и оскулирующие элементы для перехода
на высокоэллиптическую орбиту

а) б)

Рис. 2.11. Области достижимости для начальной орбиты с параметрами:
A=26621 км, e=0,74,

         свободная ориентация вектора тяги,                 трансверсальная
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Kt - момент окончания манёвра; Ït  - момент
переключения тяги; { }πξ ,00 =  - параметр,
характеризующий направление тяги в началь-
ный момент движения. Проинтегрировав
первое уравнение в (2.30), получим выраже-
ние для момента окончания манёвра:

( ) Ï
K

K t
AAa

t 211
2 001

+









−

−
=

πξ
µπ

. (2.31)

Подставив текущее значение большой
полуоси во второе уравнение (2.30) и проин-
тегрировав его, получим следующее соотно-
шение для определения времени переключе-
ния направления тяги:
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где nuuu K π20 +∆−∆=∆ , n - число витков в
относительном движении (в общем случае
неизвестно и выбирается так, чтобы обеспе-
чить наименьшее конечное время Kt ).

На рис. 2.12 представлены изолинии зат-
рат характеристической скорости XV  на поле

A∆ , u∆  для 7030=KA км и 5
1 102 −⋅=a  м/c2.

2.11. Задача коррекции орбиты
спутника Земли с учётом

неопределённости силы сопротивления
верхних слоев атмосферы

Как уже отмечалось, особенностью дви-
жения КА на низких околоземных орбитах
является неопредёленность возмущающей
силы аэродинамического сопротивления,
обусловленная неточностью знания баллис-
тического коэффициента Xσ  и плотности ат-
мосферы. Для оценки возмущающего уско-
рения использовалась изотермическая модель
плотности, в которой высота однородной ат-
мосферы H изменяется в зависимости от
уровня солнечной активности. Баллистичес-
кий коэффициент изменяется в зависимости
от текущего аргумента широты u.

Средняя за виток величина реактивно-

го ускорения 
∧

a , компенсирующего влияние
аэродинамических возмущений, определяет-

ся путём взятия интеграла от af  на интерва-
ле, равном периоду обращения. Результаты

расчёта 
∧

a  для 002.0=xσ  м2/кг приведены в
табл. 2.2.

Получены приближённые аналитичес-
кие решения для расчёта параметров «коррек-
тирующего импульса», создаваемого двига-
телем МТ. Показано, что одновременная кор-
рекция большой полуоси и перигейного рас-
стояния при одном активном участке на вит-
ке принципиально возможна в ограниченной
области параметров, характеризуемой отно-
шением корректируемых ошибок.

Рассмотрим более подробно коррекцию
элементов орбиты трансверсальным реактив-
ным ускорением ( consta = , 0≡α ). Пусть
m = 1. Исследуем принципиальную возмож-
ность одновременной коррекции двух эле-
ментов орбиты при одном активном участке
на витке. Для примера рассмотрим одновре-
менную коррекцию оскулирующего периода
T и перигейного расстояния πr . В этом слу-
чае необходимо решить систему уравнений:

Рис. 2.12. Области достижимости
в отклонениях по A∆ , u∆
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0 1/12 epapT −=∆ µµξπ .

Выражая ускорение из (2.33), после пре-
образований получим

( ) 



 +−−= ηξηξξξ 2cos2sin

2
cossin44 0

0
eeB ,

где 
πr

AB
∆
∆

=
4

 является функцией отношения

корректируемых ошибок. Тривиальное реше-
ние 0=ξ  соответствует отсутствию коррек-
ции.

Если параметр B известен, то можно оп-
ределить предельную координату середины
активного участка ÏÐÅÄη , при которой коррек-
ция таких ошибок возможна:

( ) 












 +−−= Bee

eÏÐÅÄ 2/111arccos 0
2

0
0

η .

(2.34)
Таким образом, одновременная коррек-

ция оскулирующего периода (большой полу-
оси) и перигейного расстояния при одном
активном участке на витке принципиально
возможна в ограниченной области парамет-
ров, характеризуемой отношением корректи-
руемых ошибок. Если 8

1<B , такая коррек-

ция невозможна. Если 







−

∈
00 4

1,1
ee

B , тоо

расположение активного участка должно
выбираться в области: *coscos ηη ≤ . Этотт
результат объясняется следующим образом.
Если соотношение между корректируемыми
ошибками таково, что преобладает ошибка по
большой полуоси A∆ , то активный участок
следует располагать ближе к перигею, чтобы
большая ошибка A∆  ликвидировалась за счёт
увеличения апогейного расстояния. Если же
преобладает ошибка в перигейном расстоя-
нии, то целесообразно исправить её, распо-
лагая активный участок ближе к апогею. Это
хорошо согласуется с известными результа-
тами по импульсной коррекции эллиптичес-
ких орбит. Наконец, если ошибка в перигей-
ном расстоянии превосходит некоторый «кри-
тический» уровень по отношению к ошибке

A∆ , то решение задачи в рамках одного ак-
тивного участка невозможно.

2.12. Метод выбора универсальных
параметров двигателя малой тяги,
предназначенного для поддержания
низкой орбиты спутника Земли
Характерной особенностью задачи вы-

бора проектных параметров ЭРД, предназна-
ченного для поддержания низких околозем-
ных орбит, является многоцелевое назначе-
ние двигателя, а также многорежимный ха-
рактер выполнения каждой коррекции.

Задачу поддержания орбиты будем фор-
мулировать как задачу ликвидации вековых
возмущений периода обращения Т, возника-
ющих из-за действия силы аэродинамичес-
кого сопротивления.

Весь интервал управления разобьём на
N равных частей, каждая из которых состоит
из m пассивных и п активных витков. На ак-
тивных витках ЭРД создаёт постоянное по

Таблица 2.2. Результаты расчёта среднего «компенсирующего» реактивного ускорения

Параметры орбиты 

высота перигея 
πH , км 

высота апогея, 
αH , км 

Минимальный уровень 
солнечной активности 









⋅= −

Гцм
ВтF
2

22
0 1075

 510⋅
∧

Ha , м/с2 

Максимальный уровень 
солнечной активности 









⋅= −

Гцм
ВтF 2

22
0 10250  510⋅

∧

Ha , м/с2 

250 350 0.68 1.556 

350 350 0.035 0.325 
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величине реактивное трансверсальное уско-
рение а1. В результате за (m+n) витков пери-
од обращения восстанавливается с некоторой
избыточностью (рис. 2.13).

В качестве критерия оптимальности
выберем относительную полезную массу µ,
а оптимизируемыми параметрами ЭРД будем
считать скорость истечения рабочего тела с
и реактивное ускорение а1. Предложен метод
решения задачи выбора ограниченного чис-
ла s двигательных установок МТ, предназна-
ченных для гарантированного поддержания
некоторого множества орбит Y. Орбиту бу-
дем характеризовать высотой перигея hπ,
 высотой апогея hα и наклонением орбиты i.

Систему двигательных установок
Г = {p1, р2,..., рs} будем считать универсаль-
ной для поддержания множества орбит Y,
если:

1) система Г может решить задачу под-
держания любой орбиты y∈Y,

2) максимальная степень неоптималь-
ности для любого двигателя системы мини-
мальна.

Величина

( )
( )

( )B

Hp

vpy

vpy
py

,,

,,max
,

′
=′

µ

µ
ρ (2.35)

характеризует степень неоптимальности дви-
гателя с параметрами p′ , поддерживающегоо
орбиту y при высоком уровне плотности ат-
мосферы ( )Bvv = , по сравнению с двигате-

лем, специально спроектированным для вы-
полнения этой задачи при низком уровне
плотности ( )Hvv = .

За цикл коррекции управление должно
полностью компенсировать действие возму-
щающей аэродинамической силы. Уровень
реактивного ускорения aк, необходимый для
поддержания орбиты:
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232
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π

µµ
ν ππ hT
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−+
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(2.36)
Соответственно, характеристическая

скорость за всё время составит
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Оптимальное значение скорости исте-
чения при коррекции периода обращения
определяется только циклограммой работы
двигателя и не зависит от орбиты и внешних
условий полета. Это существенно облегчает
решение задачи универсализации, так как
позволяет выбрать скорость истечения, опти-
мальную для всего множества орбит Y.

Конкретизируем выражение для степе-
ни неоптимальности (2.35) и с учётом выра-
жений (2.26), (2.27) получим

( ) ( )

2
/1

1,, accJ

hTdcah H

γ

δ
ρ π

π

−−

−
= , (2.38)

где
( )[ ] ( ) ( )23

32 12/
12

12 eAnmnKt
A

nmd H −+
−+

= γ
π

.

(2.39)

Максимальное значение функции ρ при
гарантированном поддержании диапазона
орбит Y зависит от границ диапазона и будет
равно

[ ]
( ) ( )

2
/1

1,,max max

, maxmin accJ

hTdcah H

hhh
γ

δ
ρρ π

π
πππ −−

−
==

∈
.

(2.40)
Рис. 2.13. Циклограмма включения ЭРД при

поддержании периода обращения (m = 5, n = 1)
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Изменение периода на одном витке про-
порционально величине баллистического
коэффициента Xσ  и зависит от плотности ат-
мосферы и параметров орбиты. Для расчёта
уменьшения периода обращения на одном
витке ( )VhT πδ  можно использовать аппрок-
симационные формулы.

На рис. 2.14 приведены «предельные»
зависимости: dTн(hπ), которая соответствует
минимальной плотности атмосферы, и
δTв(hπ), которая соответствует максимальной
плотности атмосферы, полученные путём
обработки результатов численного моделиро-
вания движения КА с использованием моде-
ли плотности по ГОСТ 22721-77 для высоты
апогея hα=350 км и наклонения i = 51°.

В рассматриваемом примере минималь-
ная гарантированная степень неоптимально-
сти ( ) 0696,12 =F  при применении двух раз-
нотипных ЭРД. При этом весь диапазон вы-
сот перигея разбивается на два поддиапазо-
на. При [ ]173,160∈πh км двигатель перво-
го типа должен обеспечить реактивное ускоре-
ние 4

1 109,7 −⋅=a м/с2, а при ( ]240,173∈πh км
двигатель второго типа должен обеспечить

реактивное ускорение 4
2 1022,6 −⋅=a  м/с2.

Оптимальное значение скорости истечения

optc  для рассмотренного примера равно
36,25 км/c. Отметим, что при использовании
для всего диапазона манёвров первого типа
двигателя, располагающего большим реак-

тивным ускорением, степень неоптимально-
сти равна ( ) 091,11 =F . Результаты анализа по-
казали, что дальнейшее увеличение числа
двигателей (больше двух) практически не
уменьшает гарантированную степень неопти-
мальности.

2.13. Оптимальное управление
относительным движением КА
с помощью двигателей МТ

Представим исходную задачу, описан-
ную в [1] моделью (1.31), в виде последова-
тельности менее сложных задач, допускаю-
щих аналитические решения.

Система (1.31) с помощью замены:

( )uVrrx ∆+∆= −− 1
1

1
11 λ ,

( )rVrux ∆−∆−= −− 1
1

1
13

1
2 2λ , t1λτ =

приводится к канонической форме, исполь-
зование которой позволяет получить решение
задачи об оптимальном по быстродействию
переводе её из произвольного начального
состояния в начало координат:
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Структура оптимального управления
содержит лишь одно переключение. Для это-
го случая имеем точную оценку продолжи-
тельности манёвра ( 0≅∆ rV  и 0≅∆ uV ), яв-
ляющуюся по существу функцией будущих
потерь:
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(2.42)
Для продольного относительного дви-

жения характерным является наличие пери-
одических и вековых составляющих. При
отсутствии возмущений один КА будет дви-
гаться относительно другого в плоскости
( L ,r ∆∆ ) по эллипсу, центр которого смеща-
ется с постоянной скоростью. Параметры, ха-

Рис. 2.14. Границы изменения периода
обращения на одном витке
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рактеризующие смещение эллипса и размер
его полуоси, можно считать вековыми, а ха-
рактеризующие положение КА на эллипсе -
периодическими.

Введём переменные: cpr∆  - среднее сме-

щение вдоль радиуса; ∆Lcp  - среднее смеще-
ние вдоль орбиты; l - малая полуось эллипса
относительного движения КА в плоскости
орбиты; l z  - амплитуда взаимных колебаний

аппаратов в боковом направлении; zϕϕ ,  -
углы, характеризующие положения КА на
эллипсе относительного движения (рис. 2.15).
Дифференциальные уравнения относитель-
ного движения примут вид:

Tcp ar
λ

=∆
• 2 , Scpcp arL

λ
−∆λ−=∆

• 2
2
3 ,

( )ϕ−ϕ
λ

+λ=ϕ
•
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l
,

( )ϕ+ϕ
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•
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TS aal , (2.43)
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•
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Для системы (2.43) получено оптималь-
ное в смысле быстродействия управление для
совместного изменения элементов продоль-
ного движения:
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Стратегия управления вековыми и пе-
риодическими составляющими состоит из
следующих этапов с соответствующими гра-
ничными условиями:

- управление вековыми составляющи-

ми ∆rcp  и ∆Lcp : ( ) ( )∆ ∆r t L tс k с kр р, ;= =0 0     

- коррекция амплитуды боковой
составляющей относительного движения:

( ) 0=kz tl ;
- коррекция амплитуды периодической

составляющей ( ) .0 =∆ ktL
Некоторые результаты моделирования

по этой стратегии представлены на рис. 2.16,
где показаны проекции пространственной
траектории относительного движения на про-
дольную и боковую плоскости. Точкой с ко-
ординатами (0, 0, 0) показано положение
пассивного КАI c высотой базовой орбиты

30000 =H  км. Ускорение тяги двигателя ма-

неврирующего КАII 4
0 10−=a  м/с2. На верх-

ней части (рис. 2.16, а) показан начальный
этап формирования спутниковой системы со-
провождения. На нижней части (рис. 2.16, б)
приведена проекция траектории относитель-
ного движения на боковую плоскость в мо-
мент коррекции амплитуды боковой состав-
ляющей. Для уменьшения амплитуды с 11 до
3 км потребовалась непрерывная работа дви-
гательной установки в течение 8 орбиталь-
ных витков.

Рис. 2.15. Параметры относительного движения

cpr∆ , cpL∆ , I , cpI , ϕ Рис. 2.16. Результаты моделирования
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2.14. Оптимизация проектных
параметров маневрирующего

КА сопровождения
Представим полную массу активного

КА II в виде суммы масс отдельных его ком-
понентов в соответствии с массовой моде-
лью, описанной в [1]. В качестве критерия
оптимальности примем относительную мас-

су полезного груза 
0M

M ïã=µ .

Стратегию гарантирующего управле-
ния выбираем в следующем виде. Пусть КА
II находится в заданном диапазоне смещений
вдоль орбиты с отклонением по среднему
радиусу 0≠∆ cpr . Активный аппарат в отно-
сительном движении эволюционирует, сме-
щаясь вдоль орбиты (рис. 2.17). В точке “1”

( 1PLL ∆=∆ ), находящейся внутри заданногоо
диапазона, включается двигательная установ-
ка аппарата, и он переводится в точку “2” с
гарантированным изменением знака cpr∆ .
После этого КА II начинает дрейфовать
в противоположную сторону. В точке “3”
( 0PLL ∆=∆ ) тяга двигателей включается на
торможение, и КА II переходит на орбиту с
меньшим, чем у пассивного КА I, средним
радиусом. Затем процесс повторяется. В про-
цессе дрейфа при необходимости осуществ-
ляется коррекция полуоси эллипса взаимно-
го движения.

Проведено имитационное моделирова-
ние работы алгоритмов управления на раз-
личных режимах полета. Выбор оптималь-
ных параметров, определяющих проектный
облик КА II, будем проводить поэтапно, ис-
пользуя на каждом следующем этапе более
полную и точную модель объекта. Результа-
ты изменения проектных и баллистических
характеристик по итерациям для орбиты
со средней высотой 660 км приведены в
табл. 2.3. Оказалось достаточно трёх итера-
ций. При этом критерий оптимальности µ из-
меняется не очень существенно (на 3…6 %),
но основной проектный параметр 0a  меня-
ется на 10...12 % по сравнению с первоначаль-
ным значением.Рис. 2.17. Управление относительным движением

Таблица 2.3. Изменение оптимальных параметров по итерациям 7030=KA км, °= 98i ,

60max ±=∆A км, 02,0max =∆e , 410=PECT час, Тформ.м.= 30 сут, 2,1max =′∆r км, 125max =′∆L км,
γЭУ= 50 кг/кВт, γДУ= 48 кг/Н

Итерации 

Расчёт 
энергетики 
маневра по 
верхней 

оценке XV  

Модель центрального поля. 
«Идеальный» предельный 

цикл поддержания 
5,1max =∆r  км, 

150max =∆L  км 

Учёт 
несферичности 
Земли. Синтез 
циклограммы с 

учётом амплитуды 
колебаний 

Численное 
моделирование 

манёвра 

5
0 10⋅a , м/с2 9,91 10,72 8,08 8,08 
с, км/с 38,7 38,9 38,9 38,9 

µ 0,85 0,83 0,803 0,817 
Продолжительность 

формирования ТФОРМ, сут 18,0 17,6 19,8 19,7 

Число коррекций, n ( nt = 1сут) - - 2 2 

Моторное время этапа 
поддержания T М2, час 

9570 9580 9574 9163 

Общее число включений ЭРД, nВКЛ 2129 2303 2166 2220 
Средняя продолжительность 
одного включения, t∆ ВКЛ, час 4,49 4,16 4,42 4,13 

Средняя продолжительность 
паузы, t∆ П, час 16,1 14,87 15,82 15,61 
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2.15. Задача оптимизации
межпланетных перелётов с МТ
Оптимальное управление КА на гелио-

центрических участках определяется по урав-
нениям (1.26) или (1.35) [1] в зависимости от
используемой модели движения согласно
принципу максимума Понтрягина.

В зависимости от граничных условий
перелётов и целевого функционала возмож-
ны различные постановки краевых задач:
оптимальные по быстродействию или расхо-
ду; с фиксированной угловой дальностью
перелёта или нет.

Вариационная задача об оптимальных
по критериям минимума приведённого рабо-
чего времени или быстродействию гелиоцен-
трических перелётах сводится к двухточеч-
ным четырёхпараметрическим (для модели
А) или шестипараметрическим (для модели
Б) краевым задачам [2]. Получены оптималь-
ные законы управления и баллистические
параметры для различных межпланетных
перелётов. На рис. 2.18 показаны оптималь-
ные гелиоцентрические траектории достиже-
ния планет Солнечной системы для КА с ЭРД
с солнечным источником энергии, получен-
ные для модели А.

Расчёт планетоцентрических манёвров
набора скорости и торможения КА проводил-
ся с использованием трансверсального зако-
на управления и эмпирических зависимостей

расхода рабочего тела и длительности манёв-
ра от проектных параметров, полученных в
[2].

Планетоцентрическое движение КА в
рамках модели Б рассчитывалось в комбини-
рованной системе координат (1.35) [1] с учё-
том возмущений от нецентральности поля
сил тяготения планет, воздействия атмосфе-
ры и затенения панелей СБ (рис. 2.19). Для
расчёта пространственного манёвра набора
параболической скорости использовался
трансверсальный закон управления тягой
двигателей с отклонениями тяги от плоско-
сти орбиты с переключением знака бинор-
мальной составляющей тяги дважды за ви-
ток.

В процессе моделирования движения на
планетоцентрических участках траектории
было установлено, что наиболее существен-
ное влияние на баллистические характерис-
тики манёвров набора параболической ско-
рости и торможения оказывает время пребы-
вания КА в тени планеты. Значительное уве-
личение длительности манёвра (более чем на
20 %) приводит к изменению гелиоцентри-
ческих координат КА в момент выхода из
сферы действия планеты, что, в свою очередь,
существенно влияет на траекторию и проек-
тно-баллистические параметры межпланет-
ного перелёта (оптимальное управление, рас-
ход РТ и др.).

 

Рис. 2.18. Примеры оптимальной пролётной гелиоцентрической траектории (а)
и траектории с выравниванием скоростей (б)

а) б)
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Алгоритм оптимизации замкнутых
межпланетных перелётов основан на после-
довательном моделировании участков плане-
то- и гелиоцентрических участков движения
с их стыковкой, предусмотренной в рамках
используемой модели движения при задан-
ных значениях проектных и баллистических
параметров, и последующем решении зада-
чи математического программирования для
определения их оптимальных значений. В
качестве баллистических параметров выбра-
ны: τ - отношение длительности прямого пе-
релёта к суммарной продолжительности зам-
кнутого перелёта, ϕ  - относительное угло-
вое расположение Земли и Марса (определя-

ет дату старта). Проектными параметрами,
описывающими облик КА, являются: P - тяга
и c - скорость истечения двигателей МТ.

Результаты проектно-баллистической
оптимизации замкнутого перелёта Земля-
Марс-Земля, выполняемого КА с солнечной
энергетической установкой и двигателями
малой тяги, представлены на рис. 2.20.

В таблице 2.4 показано изменение ре-
зультатов комплексной оптимизации перелё-
та, полученных при использовании различ-
ных моделей движения.

На рис. 2.21 показана оптимальная бал-
листическая схема пилотируемой экспедиции
Земля – Марс – Земля, соответствующая
проектно-баллистическим параметрам:

456,0=τ , P =350 Н, c = 70 км/с. Траектории
получены с учетом эллиптичности и некомп-
ланарности орбит планет для оптимальных
дат старта. При этом учтены специфические
ограничения на минимальное гелиоцентри-
ческое расстояние (средний радиус орбиты
Венеры) и продолжительность пилотируемой
экспедиции (T  = 770 суток), обеспечивающие
безопасность экипажа.

Заключение
Описанные выше теоретические ре-

зультаты нашли практическое использование.
Научный коллектив выполнил ряд на-

учно-исследовательских и опытно-конструк-
торских работ по заданиям ведущих предпри-

Рис. 2.19. Траектория участка набора
параболической скорости
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ятий ракетно-космической отрасли: РКК
«Энергия», ЦНИИМАШ, ГНП РКЦ «ЦСКБ
– Прогресс», НИИ электромеханики и дру-
гих. Результаты научных разработок исполь-
зовались при проектировании ряда изделий
ракетно-космической техники. В частности:

- разработаны технические предложе-
ния и сформирован принципиальный проек-
тный облик и алгоритмы управления для ор-
битального КА сопровождения с длительным
сроком функционирования;

- разработано техническое задание и
проведены проектные исследования межор-

Рис. 2.21. Оптимальная баллистическая схема
экспедиции Земля-Марс-Земля

битального многоразового буксира с ЭРДУ,
предназначенного для транспортировки
крупногабаритных конструкций малой жёс-
ткости на удалённые орбиты;

- проведены исследования и даны тех-
нические предложения по увеличению сро-
ков активного функционирования низкоорби-
тальных спутников Земли за счёт включения
в состав бортовых систем корректирующей
ЭРДУ малой тяги;

- проведены проектные исследования и
разработана методика выбора оптимальных
проектно-баллистических параметров, траек-
торий и законов управления как для пилоти-
руемых экспедиций Земля-Марс-Земля, так
и для автоматических межпланетных КА.
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Таблица 2.4. Результаты поэтапной проектно-баллистической оптимизации
пилотируемой экспедиции Земля-Марс-Земля с двигателем МТ

Оптимальные даты τ, TΣ, Масса КА, тонн Оптимальные 
параметры Использованная модель 

старта финиша безр сут старт финиш расход P, Н с, км/с 
Планетоцентрическое и 
гелиоцентрическое движение 
рассчитывалось по 
приближённым зависимостям 

 
6.7.2017 

 
5.8.2019 

 
0,456 

 
770 

 
371,0 

 
130,0 

 
181,0 

 
350,2 

 
72 

Модель А 8.7.2017 7.8.2019 0,456 770 361,8 129,9 171,9 350,1 70 
Модель Б (без оптимизации точек 
стыковки плането- и 
гелиоцентрических участков)  

 
8.7.2017 

 
7.8.2019 

 
0,454 

 
770 

 
316,8 

 
129,9 

 
126,9 

 
350,0 

 
70 

Модель Б (оптимальная стыковка 
плането- и гелиоцентрических 
участков) 

 
9.7.2017 

 
8.8.2019 

 
0,456 

 
770 

 
309,7 

 
129,9 

 
119,8 

 
350,0 

 
70 

Модель В (имитационное 
моделирование) 

9.7.2017 10.8.2019 - 772 309,7 129,9 119,8 350,0 70 
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