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Формулировка проблемы
Анализу космических тросовых систем

посвящены многочисленные научные рабо-
ты, например [1-11], в которых объектами
исследований являлись трос, полезный груз
и КА. Орбитальные тросовые системы мо-
гут применяться для различных задач пере-
мещения полезной нагрузки в космическом
пространстве, в том числе и для доставки
полезной нагрузки на поверхность Земли. В
этом случае могут реализовываться два спо-
соба развёртывания тросовой системы: ста-
тический и динамический [4, 8]. При дина-
мическом развёртывании трос выпускается
быстрее, чем при статическом развёртыва-
нии, и под действием кориолисовой силы
капсула отклоняется от вертикали, а затем,
после того как трос развёрнут на полную дли-
ну, начинается возвратное движение капсу-
лы к вертикали. Переменная по величине и
направлению сила натяжения троса создаёт
дополнительный момент, под действием ко-
торого КА совершает нестационарные коле-
бания относительно центра масс, что в свою
очередь приводит, например, к возникнове-
нию нежелательных дополнительных микро-
ускорений [12] при отказе системы ориента-
ции и при её работе [13]. В известных мате-
матических моделях космических тросовых
систем [1-11] КА рассматривается как мате-

риальная точка, и это обстоятельство не по-
зволяет использовать их для анализа движе-
ния самого КА как твёрдого тела.

В предлагаемой работе считается, что
КА представляет собой твёрдое тело, совер-
шающее движение центра масс и вокруг цен-
тра масс под действием гравитационной
силы, гравитационного момента и момента
от силы натяжения троса. Выбор той или
иной физической модели системы «КА + трос
с концевым модулем» обусловлен режимами
её движения и целями исследований. Физи-
ческую модель будем определять следующим
образом. КА задан как твёрдое тело с глав-
ными осями инерции; центр масс КА и точка
выпуска в процессе развёртывания троса или
точка крепления, когда трос уже выпущен, не
совпадает с центром масс КА. Длина троса
изменяется, масса троса пропорциональна
длине. Концевой модуль – материальная точ-
ка. Математическая модель будет составлена
с помощью корректного и весьма эффектив-
ного метода – уравнения Лагранжа второго
рода [14]. Следует учесть, что сила натяже-
ния троса, как правило [8], представляется
управлением и является непотенциальной.
Математическая модель должна быть доста-
точно простой, легко интерпретируемой, со-
хранять основные особенности физической
модели и отражать основные закономернос-
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ти движения системы. Это позволит прове-
рить основные предположения по поведению
системы.

Кинетическая энергия системы
При выводе уравнений движения будем

пренебрегать гибкостью троса. Единственная
сила, действующая на трос – гравитационная
сила. Аэродинамической силой и солнечным
давлением будем пренебрегать. На концах
троса находятся КА массой 1m  и груз - мате-

риальная точка массой 2m . В качестве обоб-

щённых координат примем: 1q r OC= = - рас-
стояние между центром Земли и центром
масс системы C  (рис. 1), 2q l=  - длина тро-

са, 3q ϑ= - угол истинной аномалии центра

масс системы, 4q ϕ=  - угол отклонения тро-

са относительно линии OC , 5q α=  - уголол

отклонения оси КА 1 1O x  относительно тро-
са. Согласно процедуре Лагранжа составим
выражение для кинетической энергии систе-
мы, в данном случае в виде суммы четырёх
слагаемых:

C l TC KAT T T T T= + + + , (1)

где CT  - кинетическая энергия центра масс

системы; lT  - кинетическая энергия, связан-

ная с удлинением троса; TCT  - кинетическая

энергия вращения весомого троса и двух ма-
териальных точек 1O  и 2O  массой, соответ-

ственно, 1m  и 2m  относительно центра масс

системы С; KAT  - кинетическая энергия от-
носительного вращения КА. При записи вы-
ражения для кинетической энергии (1) пред-
полагалось, что плечо силы натяжения

1O A∆ =  значительно меньше длины троса l.
Поступательная кинетическая энергия

соответствует абсолютному движению цен-
тра масс системы по орбите и включает в себя
радиальную и трансверсальную скорости:

2 2 21 ( )
2CT m r r ϑ= + && , (2)

где 1 2 tm m m m= + +  - полная масса системы,

( )tm l Slρ=  - масса троса ( ρ  - плотность тро-
са, S - площадь поперечного сечения троса),

0
1 1 tm m m= −  - текущая масса КА, 0

1m  - началь-
ная масса КА.

Кинетическая энергия удлинения тро-
са может быть представлена в виде [15]

2 21 21 ( ) 1 ( )
2 2

t
l l

m m mT l m l l
m

+
= =& & , (3)

где ( )lm l  - редуцированная масса троса.
Кинетическую энергию вращения весо-

мого троса и двух материальных точек 1O  и

2O  запишем следующим образом:

21
2TC CT I ω= , (4)

где CI  - момент инерции тросовой системы

(трос и две материальные точки 1O  и 2O ) от-т-
носительно центра масс системы, ω  - абсо-
лютная угловая скорость вращения гантели.
Для выбранных обобщённых координат
(рис. 1) выражение для угловой скорости
имеет вид

ω ϑ ϕ= +& & . (5)

Момент инерции тросовой системы относи-
тельно центра масс C в обобщённых коорди-
натах определим в виде четырёх слагаемых:Рис. 1. КА с тросовой системой
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После преобразований и упрощений момент
инерции тросовой системы (6) может быть
записан в виде [14]:

( ) ( ) 2 21 2
*

2 2
( ) ( )

4 6
t t t

C
m m m m mI l l m l l

m
+ + 

= − = 
 

,

(7)
где ( )*ò l  - редуцированная масса тросовой
системы. Подставим (5) и (7) в (4) и в резуль-
тате получим кинетическую энергию враще-
ния тросовой системы относительно центра
масс:

2 2
*

1 ( )
2TCT m l ϑ ϕ= +& & . (8)

Осталось определить кинетическую энергию
вращения КА относительно собственного
центра 1O :

2 21 1 ( )
2 2KA z KA zT I Iω ϑ ϕ α= = + +& & & , (9)

где xI , yI , zI  - главные моменты инерции

КА в связанной системе координат 1 1 1 1O x y z
(рис. 1).

Если подставить (2), (3), (8) и (9) в вы-
ражение (1), то получим кинетическую энер-
гию системы в виде

2 2 2 2 2 2 2
*

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 l zT m r r m l l m l l Iϑ ϑ ϕ ϑ ϕ α = + + + + + + + 

& & & && & && .
(10)

Потенциальная энергия системы
Потенциальная энергия системы состо-

ит из потенциальной энергии тросовой сис-
темы  (весомый негибкий трос и две точеч-
ные массы на концах 1O  и 2O ) [15]

( )
2

2*
3 1 3cos

2TC
m m lÏ
r r

µ µ
ϕ= − + − , (11)

где µ  - гравитационный параметр, и потен-
циальной энергии для твёрдого тела (КА) в
центральном поле [16]:

( ) 2
3

3 cos
2KA x yÏ I I

r
µ

α= − . (12)

Очевидно, что потенциальная энергия тросо-
вой системы и КА как твёрдого тела опреде-
ляется суммой двух потенциальных энергий
(11) и (12):

( )

( )

2
2*

3

2
3

1 3cos
2

3 cos .
2

TC KA

x y

Ï Ï Ï
m m l
r r

I I
r

µ µ
ϕ

µ
α

= + =

= − + − +

+ −

(13)

Уравнения движения
Для рассматриваемой механической

системы определим с помощью (10) и (13)
лагранжиан как

2 2 2 2 2 2 2
*

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 l z

L T Ï

m r r m l l m l l Iϑ ϑ ϕ ϑ ϕ α

= − =

 = + + + + + + + + 
& & & && & &&

( ) ( )
2

2 2*
3 3

31 3cos cos
2 2 x y

m m l I I
r r r

µ µ µ
ϕ α+ − − − − .

(14)

Тогда уравнение Лагранжа второго рода при-
мет вид [14]

j
j j

d L L Q
dt q q

∂ ∂
− =

∂ ∂& , 1,5j = , (15)

( 1q r= , 2q l= , 3q ϑ= , 4q ϕ= , 5q α= ),

где jQ  - непотенциальные силы.
Пусть расстояние от центра планеты до

центра масс системы значительно больше
длины троса и соответствующего радиуса

инерции КА: 1/z zi I m= . Тогда можно ут-
верждать, что выполняется следующее усло-
вие:



19

Авиационная и ракетно-космическая техника

2 2
* , zmr m l I>> . (16)

Отметим, что лагранжиан системы (14)
не зависит от  угла истинной аномалии ϑ ,
который является циклической координатой.
В этом случае уравнениям Лагранжа второго
рода (15) отвечают четыре дифференциаль-
ных уравнения движения второго порядка:

( )

( )

2
2 2*

2 4

2
4

3 1 3cos
2

9 cos ,
2 x y

m lr r
r r

I I
mr

µ µ
ϑ ϕ

µ
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&&&

(17)

2
*

2
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1 3
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1 3( ) sin cos ,
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z

z z

r d m l
r dt I m l

I I r

ϕ ϑ
ϕ ϑ

µ
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+
= − −

+

− −
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&&& &&&

&&
(18)

3
3 sin cos

( ) sin( ) 2 ,

x y

z

z

I I
r I

P r
I r

µ
α α α

ϕ α ϕ ϑ

−
= −
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− − − +

&&

& &&&
(19)

( )2 2 2 2*
* 3

1

1{ ( 2 )[( ) 1 3cos ] }
2

l

l

l
m

m ml l m l P
l l r

µ
ϑ ϕ ϕ

= ×

∂ ∂
× − + + + − − −

∂ ∂

&&

& & &

(20)

и один первый интеграл

2 2
*( ) ( ) ( )z

L mr m l l I constϑ ϑ ϕ ϑ ϕ α
ϑ

∂
= + + + + + =

∂
& & && & &

& ,

где *
*

( )( ) m lm l
m

= , 2
*

z
z

II
m l

= , 1O A∆ = ; ( )P P t=

- сила натяжения троса, используемая, как
правило, в качестве управления при развёр-
тывании тросовых систем [8]. Уравнения
(17)-(20) получены с учётом условия (16).

Исключим из правых частей уравнений
(18) и (19) вторые производные и в результа-
те представим систему уравнений движения

КА с тросовой системой, разрешённую от-
носительно вторых производных:
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2
2 2*

2 4

2
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3 1 3cos
2

9 cos ,
2 x y
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I I
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µ
α

= − + − +

+ −

&&&

2
*

2
*

3 2
*

1 ( )2 ( )

3 sin cos sin cosx y

r d m l
r m l dt

I I
r m l

ϕ ϑ ϕ ϑ

µ
ϕ ϕ α α

= − + −

− 
− + + 

 

& & &&& &

2
*

sin( )P
m l

α ϕ
∆

+ − ,
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2
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I I
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(21)

( )
2

*
2 3

*

1 ( ) 3( ) sin cosd m l
m l dt r

µ
ϕ ϑ ϕ ϕ+ + +&& ,

( )2 2 2 2*
* 3

1

1{ ( 2 )[( ) 1 3cos ] }.
2

l

l

l
m

m ml l m l P
l l r

µ
ϑ ϕ ϕ
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∂ ∂
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Если центр масс системы движется по
круговой орбите ( r const= ), то уравнения
движения (21) можно записать в более про-
стом виде:

( )

2
*

*

3

1 ( ) ( )

3 sin cos sin cos

sin( ),

x y

d m l
m dt

I I
r

N

ϕ ϕ ϑ
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α ϕ

= − + −

 − + − + 

+ −
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( )
2

*
3

*
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m dt r

µ
ϕ ϑ ϕ ϕ+ + +&& , (22)
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( )2 2 2 2*
* 3

1
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m ml l m l P
l l r
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ϑ ϕ ϕ
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где 2
*

PN
m l

∆
= ; 

ll
r

=  - безразмерная длина

троса; 2
*

x
x

II
m l

= , 2
*

y
y

I
I

m l
=  - безразмерные

моменты инерции.
Уравнения движения (21) и (22) обоб-

щают известные математические модели,
например [9, 12, 15], и позволяют проводить
исследование движения космической тросо-
вой системы с учётом поведения КА, троса и
концевого груза.

Работа выполнена при поддержке Рос-
сийского фонда фундаментальных исследо-
ваний (06-01-00355).
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ORBITAL TETHER SYSTEM MOTION EQUATIONS CONSIDERING
SPACE VEHICLE VIBRATIONS

 2008 V. S. Aslanov1, N. R. Stratilatov2

1Samara State Aerospace University
2State Research-and-Production Space Rocket Center “CSDB-Progress”

The paper describes a mechanical system that includes a space vehicle (SV), a tether and end load. The SV is
presented as a solid body that executes the motion of and around the centre of inertia under the effect of gravitational
moment and tether tension moment. A mathematical model of plane motion of the mechanical system presented is
obtained with the help of a Lagrangian equation of the second order. It is shown that the model obtained can be used
both for tether system deployment analysis and for the study of the SV behavior.

Space vehicle, tether, orbital motion, vibrations, Lagrangian equations, plane motion.
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