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Формулировка задачи
Для эффективного торможения при

спуске в разреженной атмосфере Марса ис-
пользуются космические аппараты (КА) ма-
лого удлинения затупленной формы [1, 2, 3],
напоминающие зонтик или фару. Тела такой
формы в аэродинамическом смысле могут
иметь три балансировочных положения по
пространственному углу атаки [4]: устойчи-
вые - в окрестности 0 и π , неустойчивое - в

промежуточном положении ( )* 0,α π∈ . На-
личие трёх балансировочных положений мо-
жет привести к появлению трёх возможных
областей движения на фазовом портрете, раз-
делённых сепаратрисой [4].  Переход из од-
ной области в другую в силу внешних возму-
щений (например, изменения скоростного
напора) сопровождается значительным воз-
растанием или уменьшением пространствен-
ного угла α , что можно классифицировать
как резонанс. Избежать этого явления мож-
но путём выбора формы КА и положения его
центра масс или соответствующих начальных
условий движения [5].

Решение задачи
Будем аппроксимировать коэффициент

восстанавливающего момента относительно
центра масс КА бигармонической зависимо-
стью от пространственного угла атаки [4]:

( ) sin sin 2m a bα α α α= + . (1)

Резонанс возникает при пересечении сепарат-
рисой фазовой траектории, разделяющей три
возможные области движения [5]. Очевидно,
что для его устранения необходимо обеспе-
чить отсутствие сепаратрисы, а значит и сед-
ловой точки на фазовом портрете системы.
В [5] дано необходимое условие отсутствия
седловой точки:

0.5b a≤ . (2)

Очевидно, что если неравенство (2) выпол-
няется, то функция ( )mα α  обращается на

отрезке [ ]0,π  в ноль лишь в двух точках:

0α =  и α π=  (рис. 1).
Аэродинамические характеристики

осесимметричного КА, как правило, задают
с помощью трёх зависимостей от угла атаки:
коэффициента тангенциальной силы cτ , ко-
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Рис. 1. Зависимость коэффициента
восстанавливающего момента от угла атаки
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эффициента нормальной силы nc  и положе-
ния центра давления [6]. Часто вместо коор-
динаты центра давления используют коэффи-
циент момента Om  относительно передней
кромки КА. В первом случае коэффициент
восстанавливающего момента относительно
центра масс КА определится формулой

( )n Д ЦМm c x xα = − − , (3)

где Дx , ЦМx  - координаты центра давления и
центра масс КА относительно носика;

/Д Дx x L= , /ЦМ ЦМx x L= ; L – характерная
длина КА. Во втором случае

O n ЦМm m c xα = + , (4)

где O n Дm c x= − . (5)

Согласно (4) значения 0;1ЦМx =  опре-
деляют границы области, в которой может
лежать график функции ( )mα α  для всехх

(0;1)ЦМx ∈ (рис. 2). Если нижняя граница ука-

занной области 0( ) ( )
ЦМ

O xm mαα α
=

=  лежит

ниже оси абсцисс на интервале ( )0,α π∈ , то,

очевидно, можно найти такое значение ЦМx ,

что кривая ( )mα α  тоже будет лежать нижее
оси абсцисс на том же интервале. В этом слу-
чае на фазовом портрете системы будет от-

сутствовать седловая точка, что исключает
возможность появления резонанса.

Рассмотрим КА, состоящий из лобово-
го сферического сегмента, конического сег-
мента и плоского дна (рис. 3). Аппараты по-
добной конфигурации использовались в ев-
ропейских и американских марсианских про-
граммах: Mars Exploration Rover(Spirit,
Opportunity), Mars Express (Beagle2), Phoenix
Mars Mission [1, 2, 3]. В качестве варьируе-
мых геометрических параметров будем ис-
пользовать 1h  - относительный радиус наи-

меньшего сечения конической части, cL  -
относительную длину лобовой сферической
части, kL  - относительную длину конической
части. Все параметры отнесены к диаметру
КА D, равному 2h2 (рис. 3). Введём ограни-
чения: 10 0.5h≤ < , 0kL > , 0 0.5cL< ≤ .

Для определения аэродинамических
коэффициентов воспользуемся ударной тео-
рией Ньютона, которая для гиперзвуковых
скоростей в разреженной среде даёт хорошо
согласуемые с экспериментальными данны-
ми результаты [6]. На рисунках 4-6 показаны
полученные методом Ньютона зависимости
для аппаратов типа Beagle2, Spirit и Phoe-
nix для граничных значений центровок:
 0;1ЦМx = .

Если производные функции  ( )Om α  по α в

точках  0α =  и  α π=  имеют разный знак

 

0

d ( ) d ( ) 0
d d
O Om m

α α π

α α
α α= =

⋅ < , (6)Рис. 2. Область, ограничивающая возможные
положения графиков функции ( , )ЦМm xα α

Рис. 3. Конфигурация спускаемого аппарата
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то нижняя граница области для аппарата рас-
сматриваемой конфигурации имеет только
два балансировочных положения равновесия:
 0α =  и  α π= .

При расчёте аэродинамических коэф-
фициентов по методу Ньютона в окрестнос-
ти точки  0α =  учитывается влияние толькоо
лобовой части аппарата, поскольку коничес-
кая и донная части находятся в области аэро-
динамической тени. В окрестности точки

 α π=  учитывается влияние только коничес-
кой части, поскольку донная не создаёт нор-
мальной аэродинамической силы, а сфери-
ческая находится в области аэродинамичес-
кой тени.

Воспользовавшись методом Ньютона,
запишем следующие выражения в окрестно-
сти точек  0,α π=  [6]:

 4
2

20
2( ) cos sinO

hkm
LrDα

α α α
≈

= − , (7)
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(8)

где  ( )k M  - коэффициент давления торможе-
ния за прямым скачком уплотнения. Найдём
производную функции (7) по углу атаки в
точке  0α = :

 4
2

2
0

d ( ) 2 0
d
Om hk

LrDα

α
α =

= − < .

Эта производная всегда отрицательная (то
есть положение равновесия  0α =  всегда ус-
тойчиво), и поэтому условие (6) запишется
следующим образом:

 d ( ) 0
d
Om

α π

α
α =

> . (9)

Рис. 5. Область, ограничивающая возможные
положения графиков функции  ( , )ЦМm xα α

для аппарата Spirit Lander

Рис. 4. Область, ограничивающая возможные
положения графиков функции  ( , )ЦМm xα α

для аппарата Beagle2

Рис. 6. Область, ограничивающая возможные
положения графиков функции  ( , )ЦМm xα α

для аппарата Phoenix
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Тогда условие отсутствия третьего баланси-
ровочного положения (6) с учётом (8) и (9)
после преобразований приобретает вид

 ( ) ( ) ( )2 3 3
1 2 1 1 2 2 1( , , ) 2 2 3 0O c k k k cf L L h h h L h h L L h h= + + − + + > .

(10)

Поверхность  1( , , ) 0O c kf L L h =  разбивает про-

странство трёх переменных  2( , , )c kL L h  на двее
части. Все точки, лежащие ниже этой повер-
хности, соответствуют космическим аппара-
там, имеющим три балансировочных поло-
жения равновесия, независимо от положений
их центров масс. Пример такого аппарата
показан на рисунке 5. Для всех точек, лежа-
щих выше этой поверхности, отсутствия тре-
тьего балансировочного положения равнове-
сия можно добиться изменением положения
центра масс КА. На рис. 7 показаны сечения
поверхности  1( , , ) 0O c kf L L h =  плоскостями,

параллельными плоскости  1( , )kL h .
Покажем, что для аппарата данной кон-

фигурации невозможен случай, когда вся об-
ласть, ограничивающая возможные положе-
ния графиков функции  ( , )ЦМm xα α  (рис. 2),
лежит ниже оси абсцисс. Воспользуемся фор-
мулой (4) и, приняв  1ЦМx = , запишем выра-
жения, аналогичные (7) и (8), для верхней
границы области:

 ( )4
2

0 2 21

2
( ) cos sin

ЦМx

h L rkm
D Lr

αα α α α≈
=

−
= , (11)

 ( )
( )( ) ( ) ( )( )2 1 3 3 2

2 1 2 122 21
2 1

( )sin(2 )
( ) 2 2
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k
k

x
k
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m h h h h L
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α
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=

−
= − − + +

− + .

(12)
Чтобы верхняя граница области  mα  ле-

жала ниже оси абсцисс, необходимо

 ( )4
2

2 20
1

2d ( ) 0
d

ЦМx

h L rm k
D Lr

α
α

α
α =

=

−
= < ,

то есть  L r< . Тогда условием существования
двух балансировочных положений равнове-
сия будет выражение

 

1

d ( ) 0
d

ЦМx

mα
α π

α
α =

=

> .

Вычисляя производную (12) в точке  α π=  и
выполняя преобразования, получим

 ( ) ( )3 3 2
1 1 2 1 2 1( , , ) 2 2 0c k kf L L h h h h h L= − − − + > .

(13)

Поскольку для рассматриваемой конфигура-
ции  2 1h h> , то  1 1( , , ) 0c kf L L h <  при любых

значениях параметров  2, ,c kL L h . Значит усло-
вие (13) никогда не выполняется, и верхняя
граница области всегда имеет участок, лежа-
щий выше оси абсцисс.

Таким образом, при выборе формы КА
конфигурации, приведённой на рисунке 3, в
целях устранения резонанса можно рекомен-
довать с тыльной стороны использовать вы-
тянутый конус с достаточно большим радиу-
сом  1h , а с лобовой – сферическую поверх-
ность наименьшего возможного радиуса r,
центр масс КА сместить ближе к точке O.

Численное моделирование
Для моделирования движения КА вос-

пользуемся системой дифференциальных
уравнений, приведённой в [5]:

 ( , ) ( , , )F z Ф zαα α ε α α+ =&& & ,  ( , )zz Ф zε α=& ,

 ( ) ( )
3

cos cos
( , ) ( )

sin
G R R G qSLF z m

I α

α α
α α

α
− −

= − .
Рис. 7. Сечения поверхности  2( , , ) 0c kf L L h =

плоскостями, параллельными плоскости  1( , )kL h
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Рис. 8. Огибающие зависимости угла атаки от времени для КА, показанного на рис. 4

Здесь ε - малый параметр,  2 2q Vρ=  - ско-
ростной напор, S – площадь миделя, L – ха-
рактерная длина, I – момент инерции, Фz –

функция правых частей,  ( ), , , ,z V H R Gθ=  –
вектор медленно меняющихся параметров,
V - скорость, θ - угол наклона траектории,
H - высота полёта, R и G - с точностью до
множителя проекции вектора кинетического
момента на продольную ось КА и на направ-
ление скорости движения.

Рассмотрим движение гипотетическо-
го КА (рис. 4) с массой 70 кг, имеющего сле-
дующие геометрические параметры:

75.0=r , 5.02 =h , 2.01 =h , 381.0=kL ,

191.0=cL , 7.0=ЦМx

и коэффициенты:

11.0=a ,  0.19b = − .

В качестве начальных условий движения при-
мем:  0 20α = ° , 0 0α =& ,  0 0.2R = с-1,  0 0.7G = с-1,

 0 5000V = м/с,  0 15θ = − ° ,  5
0 1.2 10H = ⋅  м.

На рис. 8 показана зависимость угла
атаки от времени, а также огибающие угла
атаки, полученные с помощью расчётной

процедуры, приведённой в [5]. В момент вре-
мени t = 23 c наступает резонанс - фазовая
траектория пересекает сепаратрису, перехо-
дя из неустойчивой внешней области движе-
ния в одну из внутренних. В данном случае
фазовая траектория попала в верхнюю об-
ласть движения. Огибающая нижней облас-
ти, в которую также могла попасть фазовая
траектория, показана на рисунке пунктиром.

Избежать резонанса можно, изменив
размеры и положение центра масс КА. Уве-
личим радиус наименьшего сечения коничес-
кой части КА ( 1h = 0.21) и переместим центрр

масс ближе к точке O ( 0.4ЦМx = ). Методомм

Ньютона найдём зависимость  ( )mα α . Рас-
кладывая её в нечётный ряд Фурье, получим
коэффициенты:  0.42a = − ,  0.18b = − . Резуль-
таты численного моделирования показывают,
что в течение всего спуска колебания про-
странственного угла атаки происходят вок-
руг единственного устойчивого положения
равновесия  0α =  (рис. 9), и резонанс не воз-
никает.

Работа выполнена при финансовой под-
держке Российского фонда фундаментальных
исследований (06-01-00355а).
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Рис. 9. Огибающие зависимости угла атаки от времени для КА с изменёнными размерами
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