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Постановка задачи
Рассмотрим заданную в пространстве

состояний линейную инвариантную во вре-
мени стохастическую систему с контуром
управления:
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Здесь Zi ∈ ; (1) – объект и (2) – сенсор, пара-
метризованные параметром неопределенно-
сти θ ; (3)-(4) – фильтр Калмана, спроекти-
рованный для некоторого номинального зна-
чения 0θ  параметра θ ; (5) – управление;

)}({ ⋅w , )}({ ⋅v  считаются независимыми пос-с-
ледовательностями независимых одинаково
распределенных случайных величин с нуле-

вым средним значением и ковариациями
0≥θQ  и 0>θR соответственно.
Матрицы, присутствующие в системе

(1)-(5), заданы как 0Φ , 0Ψ , 0Q , 0H  и 0R  для
номинального режима работы, т.е. для номи-
нального значения Θ∈0θ  параметра неопре-
деленности Θ∈θ , взятого из множества Θ
возможных режимов.

Предполагается, что параметр θ  под-
вержен внезапным изменениям. Каждое из-
менение случается в неизвестный момент
времени 0c > tt . Это событие можно рассмат-

ривать как переключение θ  с 0θ  на некото-о-

рое другое неизвестное значение Θ∈1θ . Что-
бы поддерживать обратную связь (ОС) близ-
кой к оптимальной, для вновь возникшего
режима (определенного параметром 1θ ) не-
обходимо соответствующим образом ее пе-
ренастроить. Оптимальной перенастройкой
является альтернативный фильтр Калмана
( 1KF ), которому соответствует 1θ  с коэффи-

циентом 1K . Таким образом, ОС перенастра-

ивается и (отмечена нижним индексом 1 )
подставляется вместо начальной обратной
связи (отмечена нижним индексом 0 ).

Проблема заключается в том, что опти-
мальную перенастройку нельзя выполнить,
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щей системы.



254

Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета, № 1, 2007

потому что 1θ  и ct  неизвестны и, таким об-
разом, могут быть заменены только на оцен-

ки 1̂θ  и ĉt , полученные от некоторого прак-
тически применимого алгоритма оценки па-
раметра для перенастройки. Можно выпол-
нить только субоптимальную перенастройку
и при этом необходимо решать две задачи:
обнаружения и адаптации.

1. Обнаружение. Необходимо с наи-
меньшими затратами обнаружить каждый
момент изменения ct  с приемлемой задерж-
кой и требуемой надежностью, т.е. необхо-
дим некоторый генератор решений DG. В
момент тревоги at  генератор подтверждает

внезапное изменение и задает ac :=ˆ tt .

Будем оценивать момент ct , используяя

номинальную ковариацию 0C  последова-

тельности )( itν  в (4) и специально сконстру-
ированную решающую функцию в форме
кумулятивной суммы [1]:
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Задача состоит в обнаружении (за при-
емлемый промежуток времени) момента на-
рушения ct  при помощи подходящего реша-

ющего правила }1,0{)(0 ∈ktd  [1]. Ниже пред-
ставлен один из вариантов такого правила.

Решение принимается в конце интерва-
ла выборки номер Ll ,,2,1 L= , каждый раз-
мера N :
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Если «тревога», то генератор подтвер-
ждает внезапное изменение и включает ал-
горитм адаптации.

2. Адаптация. После того, как принято
решение о том, что произошло нарушение
(сигнал «тревога»), необходимо провести
адаптацию системы к вновь возникшему ре-

жиму работы с 1θ . Для этого за основу взят
метод вспомогательного функционала каче-
ства. При этом в качестве возможных мето-
дов идентификации для сравнения выбирать
будем из следующего списка:

- простая стохастическая аппроксима-
ция;

- метод наименьших квадратов;
- генетический алгоритм.

Моделирование стохастической
следящей системы

Стохастическая следящая система (тре-
кер) – система, состоящая из двух независи-
мых подсистем: соответственно, замкнутого
и разомкнутого типа. Таким образом, в тре-
кере некоторый «управляемый объект» сле-
дит за некоторой «опорной моделью». Сле-
дящая система в обобщенном виде может
быть представлена как система (1) - (5), где
векторы и матрицы представлены в виде
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Здесь индекс «p» обозначает «управляемый
объект», а индекс «r» – «опорную модель».

Для моделирования возьмем пример из
[2] и конкретизируем следящую систему:
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Моделирование неопределенности сле-
дящей системы ограничим первым, но дос-
таточно типичным случаем, когда неизвест-
ными или резко изменяющимися величина-
ми могут быть лишь параметры (ковариации)
шумов.

Адаптивный фильтр и
функция чувствительности

Адаптивную модель построим для оце-
нивания состояния объекта и для определе-
ния невязки, т. е. разности между состояни-
ем адаптивной модели и состоянием объек-
та. Критерий качества зададим в виде функ-

ции от невязки [3]. При этом предполагаем,
что невязка такова, что минимум критерия
качества достигается только при таких зна-
чениях параметров модели, которые в точно-
сти совпадают с фактическими значениями
соответствующих параметров объекта и/или
оптимального установившегося фильтра.

Присоединим к системе (1)-(5) адаптив-
ную модель, совпадающую по своей струк-
туре с фильтром Калмана. При этом получа-
ем общую структуру моделируемого трекера
с присоединенным блоком обнаружения нару-
шений и блоком адаптивного фильтра (рис. 1).

Поскольку из-за априорной неопреде-
ленности критерий качества системы недо-
ступен непосредственному измерению, то
особый интерес для решения задачи иденти-
фикации представляет теория вспомогатель-
ного функционала качества (ВФК) [3]. Исход-
ный функционал качества (ИФК) от недо-

Рис. 1. Структура стохастического трекера с блоком обнаружения нарушений и адаптивным фильтром
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ступной ошибки )(ˆ)(=)( txtxte −  зададим
следующим образом:

( ){ }θθ ,teFJ e )(E=)( .

Будем конструировать вспомогатель-
ный функционал качества, содержащий толь-
ко известные величины (в зависимости от
уровня неопределенности в понятие «доступ-
ная информация» вкладывается различный
смысл). В основу ВФК положим такую вели-
чину )(tε , которая является аналогом )(te  в
ИФК:

( ){ }.),(E=)( θεθε tFJ

Условием оптимальности адаптивного
фильтра является достижение минимума фун-
кционалом качества, исходя из чего равенство
нулю градиента

0=)()(=)(
r

tSttJ Tεεθ∇

будет необходимым условием оптимальнос-
ти. Матрица )(tS  определяется равенствомм
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где N  – размерность модельного параметра.
Критерий оптимальности, выраженный
в виде функции вектора параметров θ ,

),( θε tJ , в явной форме неизвестен. Это зна-
чит, что известны лишь реализации величи-

ны произведения ),(),( θθε tStT ⋅ , которые
зависят от вектора θ . Задача состоит в опре-
делении оптимального значения ∗θ  вектора
θ , доставляющего минимум функционалу
качества. Очевидно, единственно возможный
путь решения этой задачи связан с наблюде-
нием текущей реализации и ее обработкой,
поскольку минимизируемый ИФК содержит
оператор математического ожидания по все-
му ансамблю реализаций.

Отыскание оптимального вектора будем
проводить численными и эволюционными
методами.

Численные и эволюционные методы
Рассмотрим численные методы.
1. Простая стохастическая аппроксима-

ция. Данный алгоритм представляет собой
стохастический аналог градиентного метода,
который обычно записывают в виде

],[][1][][=1][ nSnnnˆnˆ Tελθθ +−+

,
1

1=1][
+

+
n

nλ

K,n K2,1,= .

2. Метод наименьших квадратов. Запи-
шем общий вид алгоритма

],[][1][][=1][ nSnnnˆnˆ Tεθθ +Λ−+

.K,n K2,1,=

В частном случае – для метода наимень-
ших квадратов – множитель  определяется по
формуле

].[][])[][][]([][][=1][ 1 nnSnSnnSnSnnn TT ΛΛΛ−Λ+Λ −

Эволюционные методы принадлежат
направлению, которое описывает системы по
типу вычислительных моделей эволюцион-
ных процессов. Эволюционные алгоритмы
включают в себя три главных направления
фундаментальных исследований: генетичес-
кие алгоритмы, эволюционное моделирова-
ние (эволюционные стратегии) и эволюцион-
ное программирование [5]. Приведем назва-
ния генетических операторов, которые ис-
пользовались при исследованиях.

Оператор кодирования – оператор, при
помощи которого осуществляется кодирова-
ние параметров и декодирование хромосом.
При моделировании на выбор предлагаются
следующие три разновидности оператора
кодирования: двоичное кодирование, интер-
вальное кодирование с бинарным кодом и
интервальное кодирование с кодом Грея.

Фитнес-функция – функция оценки
приспособленности индивида. Данная фун-
кция построена на основе метода статисти-
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ческой ортогональности (реализуемого по
схеме полярного коррелометра). Значение
фитнес-функции сопоставляется каждой хро-
мосоме в популяции, при этом чем больше
значение функции, тем лучше приспособлен-
ность данного индивида. Для получения оце-
нок всех индивидов в текущей популяции
необходима выборка размера М.

Отбор – оператор, посредством которо-
го осуществляется копирование хромосом,
согласно их приспособленности, в промежу-
точную популяцию для последующего при-
менения операторов скрещивания и мутации
и для формирования таким образом новой
популяции. При моделировании на выбор
предлагаются следующие два вида этого опе-
ратора: «колесо рулетки» и остаточный отбор.

Скрещивание – оператор, который с
определенной вероятностью применяется к
хромосомам, выбранным оператором отбора.
В результате действия этого оператора про-
исходит появление новых индивидов в попу-
ляции. При этом скрещивание может быть:
одноточечным, двуточечным и маскирован-
ным.

Мутация – оператор, который применя-
ется к каждому потомку индивидуально пос-
ле скрещивания. Мутация случайно изменя-
ет ген хромосомы с небольшой (задаваемой
эмпирически) вероятностью.

Элитизм – оператор, задаваемый коэф-
фициентом элитизма. Коэффициент элитиз-
ма – это число хромосом, переходящих из
текущей популяции в новую популяцию без
применения каких-либо генетических опера-
торов.

Результаты вычислительных
экспериментов

Для проведения экспериментов предло-
женные алгоритмы полностью реализованы
в специально разработанном программном
продукте MASSS [6]. MASSS позволяет на-
блюдать за поведением различных процессов
стохастической системы, обнаруживать нару-
шения в системе и проводить ее адаптацию
к новым условиям. При моделировании
в этом приложении доступны следующие
функции:

- выбор моделируемых систем (управ-
ляемый объект, опорная модель, управляе-
мый объект и опорная модель);

- выбор точки внезапного изменения;
- выбор алгоритмов идентификации

(простая стохастическая аппроксимация, ме-
тод наименьших квадратов, генетический
алгоритм);

- выбор типа сглаживания оценки гра-
диента (экспоненциальное, с фиксированны-
ми отсчетами, скользяще среднее);

- изменение параметров модели;
- изменение параметров алгоритмов;
- визуализация данных;
- просмотр данных в табличном виде

и т. д.
Для тестирования алгоритмов проведе-

ны несколько серий экспериментов. Парамет-
ры одной из серий представлены ниже в таб-
лице 1.

На рис. 2 представлено поведение ге-
нетического алгоритма в качестве метода
идентификации.

Для проведения сравнительного анали-
за различных алгоритмов идентификации
использована интегральная относительная
ошибка (IPE), усредненная по результатам
серии экспериментов. Графики изменения
относительной ошибки простой стохастичес-
кой аппроксимации, метода наименьших
квадратов и генетического алгоритма в зави-
симости от номера итерации представлены
на рис. 3

Как показывают результаты экспери-
ментов, в большинстве случаев усредненное
поведение генетического алгоритма дает
меньший уровень относительной ошибки по
сравнению с процедурой простой стохасти-
ческой аппроксимации или методом наимень-
ших квадратов. Однако следует отметить, что
поведение генетического алгоритма более
непостоянно, чем поведение стандартных
численных методов. Численные методы пос-
ледовательны в своих операциях, в то время
как генетический алгоритм – параллелен и
требует наличия множества индивидов, фор-
мирующих текущую популяцию адаптивных
фильтров.
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Таблица 1. Параметры серии экспериментов

Общие параметры  
Количество экспериментов в серии 100 
Максимальной количество итераций 5000 

Параметры и обозначения численных алгоритмов  
Простая стохастическая аппроксимация ПСА 
Метод наименьших квадратов МНК 
Параметр экспоненциального сглаживания 0.5 

Параметры и обозначения генетического алгоритма  
Генетический алгоритм ГА 
Длина хромосомы 7 
Мощность популяции 50 
Вероятность мутации 0.1 
Вероятность скрещивания 0.8 
Коэффициент элитизма 1 
Режим отбора остаточный отбор 
Режим скрещивания маскированный 
Кодирование интервальное с кодом Грея 

Параметры внезапного изменения и идентификации  
Итерация внезапного изменеия 300 
Истинное значение идентифицируемого параметра до 
изменения (опорная модель) 

0.258 

Истинное значение идентифицируемого параметра 
после изменения (опорная модель) 

0.736 

Истинное значение идентифицируемого параметра до 
изменения (управляемый объект) 

0.900 

Истинное значение идентифицируемого параметра 
после изменения (управляемый объект) 

0.547 

 

Рис. 2. Зависимости оценок параметров опорной модели ( 1c) ) и управляемого объекта ( 2c) )
от номера итерации N
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Рис. 3. Сравнительные зависимости относительных ошибок методов идентификации
от номера итерации N

На основании проведенных экспери-
ментов можно сделать вывод о пригодности
эволюционных методов к решению указан-
ной задачи оптимизации.
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OPTIMIZATION OF A STOCHASTIC TRACKING SYSTEM USING
NUMERICAL AND EVOLUTION METHODS

 2007 M. A. Fyodorova

Ulianovsk State University

The paper analyses the use of evolution and numerical methods for the optimization of complex interrelated
screening and control systems under a priori uncertainty using a stochastic tracking system (a tracker, for short) as an
example. To compare various approaches a series of experiments have been carried out on specially developed software.
When modeling a tracker faults are discovered on the basis of the method of weighted squares of error of closure,
adaptation is performed on the basis of the method of auxiliary quality functional. The method of simple stochastic
approximation, the method of least squares and the genetic algorithm are used as identification algorithms to as to
compare their possibilities. In the comparative aspect the use of evolution and numerical methods for the optimization
of complex interrelated screening and control systems is analysed using a stochastic tracking system as an example.
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