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Постановка задачи оптимизаци
Постановка рассматривается в форме

вариационной задачи Майера [1]. За крите-
рий оптимизации принято количество израс-
ходованного топлива Тm  на активном участ-
ке полета, выражаемое функционалом

),()( нкТ tmtmm −= (1)

где m  - масса ГЛА; кн tt ,  - моменты времени
начала и окончания движения, соответствен-
но.

Движение ГЛА моделируется  как не-
возмущенное движение материальной точки
в вертикальной плоскости с постоянным и
максимальным расходом топлива.

Система дифференциальных уравне-
ний, описывающих движение центра масс,
имеет вид
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где V  - скорость, θ  - угол наклона траекто-о-
рии, h  - высота полета, α  - угол атаки, β  -
расход топлива, M  - число Маха, ρ  - плот-т-
ность атмосферы, S  - характерная площадь,

g  - ускорение свободного падения, R  - ра-

диус Земли, удI  - удельный импульс, yaxa CC ,
- коэффициенты силы лобового сопротивле-
ния и аэродинамической подъемной силы,
соответственно.

Граничные условия движения записы-
ваются в виде
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где нкнкнкн mhhMM ,,,,,, θθ  - заданные чис-
ла, a  - скорость звука.

В качестве функции управления приня-
та зависимость угла атаки от времени с огра-
ничениями вида

( ) .maxmin ααα ≤≤ t (4)

Физическая постановка: требуется
определить управление углом атаки, обеспе-
чивающее минимальные затраты топлива при
движении ГЛА на этапе разгона-набора вы-
соты.

Математическая постановка: требу-
ется определить программу управления ( )tα
с ограничениями (4) для системы уравнений
(2) с граничными условиями (3), доставляю-
щую минимум функционалу (1).

Постановка краевой задачи
Для решения поставленной задачи при-

меняется принцип максимума Понтрягина.
Функция Гамильтона H  для системы

(2) имеет вид
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где mhV ψψψψ θ ,,,  - сопряженные перемен-
ные, соответствующие фазовым координатам
системы (2).

Согласно принципу максимума, необхо-
димыми условиями минимума функционала
(1) являются:

- условие максимума функции H по за-
данному управлению на заданном промежут-
ке времени

Hmax),,(H
Α∈

=
α

αψx , [ ]кн t,tt ∈ , (5)

где { }m,h,,V θ=x  - вектор фазовых ко-
ординат или  вектор состояния ГЛА;

{ }mhV ,,, ψψψψ θ=ψ  - вектор сопряженных пе-
ременных; A - область определения управле-
ния, задаваемая (4);

- условие трансверсальности в началь-
ный и конечный моменты времени

[ ] 0=−− к
нtHm δδδxψ . (6)

Система дифференциальных уравнений
для сопряженных переменных имеет вид

( )

.SVCsinI
Vm

SVCcosI
m

;
hR

cosV
m

VSC
ha

V
h
a

h
C

sin
Vma

V
h
a

M
I

h
I

m
SVC

ha
V

h
a

M
Ccos

ma
V

h
a

M
I

h
I

;cosVsin
V
g

hR
Vcosg

;sin
hR

cos
m
SC

a
V

M
C

sin
VmaM

I
V

aI

S
m
VC

a
V

M
Ccos

maM
I

yaудxaуд
V

m

ya
ya

xa
xa

Vh

hV

hya
ya

xa
xa

VV









++








−=










+
−








∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−







∂
∂

∂
∂

−
∂

∂
−

−















∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

−
∂

∂
−=

−





 −

+
+=

−







+

+







+

∂
∂

−

−







∂
∂

−+

+













 +

∂
∂

−
∂
∂

−=

22

2

2

2
        

        

2
2

2

2

2

2

222
удуд

2

22
удуд

удуд

уд

ρ
αβ

ψρ
αβ

ψ
ψ

θρ
ρα

β
ψ

ρ
ρα

β
ψψ

θψθψθψψ

θψ
θρ

ψ

α
β

ψ

ρ
α

β
ψψ

θ

θ

θθ

θ

θ

&

&

&

&

(7)

Условие трансверсальности (6) в на-
чальный момент времени выполняется авто-
матически, так как начальные значения фа-
зовых координат и момент времени tn зада-
ны. Для конечного момента времени tк из (6)
с учетом (3) определяются:
граничное условие для системы (7)

,mк 1=ψ (8)

а также значение функции Гамильтона в кон-
це траектории

.H к 0= (9)

Область определения управления по
каналу угла атаки

00 102 ≤≤− α .

В этом случае (вследствие малых углов
атаки) при расчетах используются приближе-
ния

.cos,sin 21 2αααα −≈≈ (10)

Необходимое условие экстремума функ-
ции Н по управлению α с учетом (9) имеет
вид
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Аналитические зависимости аэродина-
мических коэффициентов от угла атаки запи-
сываются в виде
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Тогда с учетом (12) из (11) имеем
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Программа управления углом атаки (13)
является оптимальной только в случае, когда
соответствующее значение функции управле-
ния доставляет максимум функции H. Дос-
таточное условие максимума H по управле-
нию имеет вид

( ) 02
2уд2

2

<+−=
∂
∂ SVCIH

xaV ρβψ
α

. (14)

Так как коэффициент 2xaC  положите-
лен, как старший коэффициент параболы,
описывающей зависимость коэффициента
лобового сопротивления xaC  от угла атаки,
то выражение в скобках в (14) всегда поло-
жительно. Поэтому достаточное условие при-
нимает вид

0>Vψ . (15)

Система уравнений (2), описывающих
движение, вместе с сопряженной системой
(7) образуют совокупную систему уравнений.

Пусть угол атаки в совокупной системе
определяется согласно (13). Тогда система
становится замкнутой относительно векторов
x  и ψ  и вместе с граничными условиями (3),
(8) приводит к краевой задаче для системы
нелинейных дифференциальных уравнений
первой степени.

Таким образом, рассматриваемая зада-
ча оптимального управления сводится к сле-
дующей четырехпараметрической краевой
задаче: требуется найти решение совокупной
системы уравнений (2), (7), замкнутой соот-
ношением (13), которое удовлетворяет гра-
ничным условиям (3), (8).

Параметрами краевой задачи являются
значения сопряженных переменных в началь-
ный момент времени: mнhннVн ,,, ψψψψ θ .

Определение начальных приближений
сопряженных переменных

Так как в любой точке временного от-
резка, на котором функция H достигает мак-
симума, существует первый интеграл сово-
купной системы H = const, то для начально-
го момента времени, согласно (9), можно по-
лучить следующее выражение:

h
mψψVψψ нmннннVн

hн &
&&& ++

−=
θθ . (16)

Предположим, что в начальный момент
времени известно значение оптимального
угла атаки. Тогда функция H достигает свое-
го максимального значения и выполняется не-
обходимое условие экстремума. Используя
(13), получим
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Таким образом, неизвестными остают-
ся три параметра: Vнmнн ,, ψψα . Значения па-

раметра нα  выбираются из области опреде-
ления управления.

Для определения отрезка числовой оси,
в котором находится значение mнψ , примем
следующее допущение: масса топлива, зат-
рачиваемого на рассматриваемом участке,
при движении по произвольной траектории
составляет 10 % от стартовой массы ГЛА.

Следовательно, для определения пара-
метра mнψ  можно воспользоваться линейным
приближением решения соответствующего
дифференциального уравнения сопряженной
системы (7):

( )нкmmкmн ttψψψ −−= & . (18)

Применяя приближенную формулу для
коэффициента лобового сопротивления

2
0 yaxaxa ACCC += , можно показать, чтоо

αθ Vψψ V≈ . (19)

Поэтому из последнего уравнения со-
пряженной системы с учетом (18), (19) и гра-
ничного условия в конечный момент време-
ни: 1=mкψ  в качестве начального приближе-

ния mψ  принимается
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Поскольку в начальный момент време-
ни ГЛА должен разгоняться ( 0>нV& ), то от-
сюда следует, что параметр краевой задачи

[ ]190 ,.mн ∈ψ .

Для определения параметра Vнψ  ис-
пользуется первый интеграл совокупной си-
стемы вида

( ) ,constL,H = (20)

где ( ),;mHL ⋅
∂
∂

=
α

 - скобки Пуассона.

Подстановка в (20) соотношения (17)
после преобразований дает
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Пусть сопряженная переменная Vψ  в

момент времени jt  определяется по методу
Эйлера:

jVнVнVj t∆+= ψψψ & , (22)

где нjj ttt −=∆ .
Введем обозначение
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Тогда, согласно (21) и (22), параметр Vнψ  оп-
ределяется как
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С учетом уравнения сопряженной системы
для Vψ&  (24) запишется в виде
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Расчет по формуле (25) проводится сле-
дующим образом:

- при нtt =  задаются значения вектора
состояния x  из граничных условий движе-
ния ГЛА, начальное приближение угла атаки

нα  из области ограничений на управление и
начальное значение сопряженной координа-
ты mψ ;

- из решения задачи Коши для системы,
описывающей движение ГЛА, определя-
ется значение вектора x  в момент времени

htt н +=1 , где h - шаг интегрирования;
- задается значение производной угла

атаки в начальный момент времени нα& ;
- определяется значение угла атаки

α в момент времени 1t  по формуле

hнн ⋅+= ααα &1 ;
- методом секущих определяется значе-

ние сопряженной переменной Vψ  в момент

времени нtt = :

1) величины нx , 1x , нα , 1α , mнψ  под-д-

ставляются в формулу (25), причем 1=j ,

ht j =∆ ;
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2) по (16) и (17) определяются сопря-
женные переменные hнψ , нθψ , и на отрезкее

времени [ ]1t,tt н∈  решается задача Коши для
совокупной системы;

3) из решения определяется оптималь-
ный угол атаки в момент времени 1t  - 1α ,
удовлетворяющий условию максимума фун-

кции H, 11 αα =k ;
4) определяется значение производной

угла атаки в начальный момент времени по

формуле: ( ) hн
kk

н ααα −= 1& ;
5) проверяется условие окончания ите-

рационного процесса

εαα ≤− н
k
н && , (26)

где ε  - малая положительная константа;
6) если (26) не выполняется, то по фор-

муле секущих определяется значение угла

атаки 1
1

+kα , 1
11

+= kαα , k=k+1, и процесс по-
вторяется с пункта 1.

В результате параметрами краевой за-
дачи являются значения угла атаки α , про-
изводной угла атаки по времени α&  и сопря-
женной переменной mψ  в начальный момент
времени, лежащие в отрезках числовой оси:
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..
,
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190 ψ
ααα
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Границы minα&  и maxα&  определяютсяся
аэродинамическими характеристиками ГЛА.

Расчет оптимальных траекторий
и программы управления

В качестве объекта управления рассмат-
ривается ГЛА со стартовой массой 300000 кг,
выполненный по схеме «бесхвостка» с кры-
лом двойной стреловидности [2] с ракетно-
турбинным пароводородным двигателем
(РТДп) и стартовой тяговооруженностью

0µ  = 1 [3].

Рис. 1. Скриншот результатов работы программы ОПТРАНАВТ при выборе начальных
приближений краевой задачи в интерактивном режиме
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Рис. 2. Скриншот результатов работы программы ОПТРАНАВТ при реализации метода Ньютона

Рис. 3. Скриншот результатов работы программы ОПТРАНАВТ при расчете оптимальных
траекторий и программы управления ГЛА
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В начальный момент времени  прини-
мается положение ГЛА на типовой траекто-
рии [2] со следующими граничными услови-
ями (3) для нtt = : нM  =  2, нθ  = 15 град, нh =

= 11000 м, нm  = 290000 кг..
В конечный момент времени граничные

условия движения задаются на границе ги-
перзвукового участка для кtt = : кM  =  5, кθ =

= 0, кh  = 30000 м.
Для расчета оптимальных траекторий

и программ управления углом атаки реали-
зована программа «Оптимальный разгон-на-
бор высоты» (ОПТРАНАВТ) средствами сре-
ды программирования Borland C++ Builder
6.0. На рис. 1-3 в качестве примера приведе-
ны начальные приближения краевой  задачи,
выбираемые в интерактивном режиме, реше-
ние краевой задачи методом Ньютона и ре-
зультаты расчетов.
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The task of optimum control of the hypersonic aircraft centre of mass on the condition of minimum fuel
consumption is dealt with using the maximal principle method.




