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Введение
Рассматривается детерминированная

динамическая организационная система, со-
стоящая из центра и агента. Агент выполня-
ет действие (производит продукцию), за про-
изведенное действие центр выплачивает ма-
териальное вознаграждение. В качестве цен-
тра может рассматриваться как управляющая
компания, в этом случае агент - дочерняя ком-
пания, так и менеджмент предприятия, в этом
случае агент – трудовой коллектив. В каче-
стве целевой функции центра рассматрива-
ется получение прибыли в долгосрочной пер-
спективе с горизонтом планирования T. Со-
стояние системы описывается параметром x,
под которым понимается себестоимость, тру-
доемкость продукции, несоответствие про-
дукции принятым требованиям. На практи-
ке часто используется комплексный параметр
x, представляющий комбинации различных
показателей c соответствующими весовыми
коэффициентами. Рассматривается динами-
ческая организационная система со связан-
ными периодами функционирования.

Задача дальновидного центра состоит
в переводе организационной системы из на-
чального состояния x0 в состояние в конеч-
ный момент времени x(T) таким образом, что-
бы максимизировать целевую функцию цен-
тра за весь временной период t =1, T. Для это-
го центр выбирает оптимальную плановую
траекторию параметра x(t). С целью выпол-
нения (реализации) этой плановой траекто-
рии x(t) центр использует систему стимули-
рования, при построении которой учитывает
горизонт планирования T и дальновидность
агента. Целевая функция центра зависит от
действий, выбираемых агентом (реакции

агента). Под действиями агента понимается
выбор фактического параметра y(t). В свою
очередь целевая функция агента зависит от
системы стимулирования и плановой траек-
тории x(t).

Статическим механизмам управления в
организационных системах посвящено боль-
шое работ [1-10], в меньшем количестве ра-
бот [11-17] рассматриваются динамические
механизмы управления.

1. Общая постановка задачи
стимулирования динамической
организационной системы

Центр реализует программное управле-
ние, сообщает агенту плановую траекторию
параметра x(t) и функцию стимулирования

)t(α  за ее выполнение на T временных пе-
риодов. Агент, зная плановую траекторию и
функцию стимулирования центра, выбирает
действие - фактическую траекторию парамет-
ра y(t). Считается, что центр и агент облада-
ют дальновидностью и учитывают T перио-
дов функционирования.

Целевая функция центра представляет
собой суммарную разность между доходом
центра и затратами на стимулирование аген-
та за периоды времени T,t 0= :

∑
=

−=
T

t
)]t),t(),t(y),t(x()t),t(y(H[)t(Ф

1
ασ ,
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где )t),t(y(H  - доход центра;

)t),t(),t(y),t(x( ασ  - функция стимулирова-
ния центра; x(t) – плановая траектория, выб-
ранная центром; y(t) – фактическая реализа-
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ция траектории агентом; )t(α  - материаль-
ное вознаграждение агента, выплачиваемое
центром за уменьшение параметра.

Конкретный вид функции дохода цент-
ра определяется решаемой задачей. Ниже
приводится несколько примеров функции
дохода центра.

1. Задача об уменьшении себестоимос-
ти продукции:

)]t(y)t(p)[t(q)t),t(y(H −= ,

где q(t) – объем выпускаемой продукции,
p(t) – цена продукции, y(t) – фактическая се-
бестоимость продукции.

2. Задача об уменьшении трудоемкости
продукции:

)t(p)t(q)t),t(y(H = .

3. Задача об увеличении качества про-
дукции (уменьшении дефектов и несоответ-
ствий продукции требованиям):

)t(q)t(y)t(p)t(q)t),t(y(H 2γ−= ,

где y(t) – комплексный параметр, характери-
зующий количество дефектов и несоответ-
ствий продукции; γ - коэффициент, перево-
дящий затраты центра в денежное выраже-

ние; )t(q)t(y 2γ - затраты центра на устране-
ние дефектов и несоответствий продукции.

Функция стимулирования в каждый
момент времени t имеет следующий вид:

)t()]t(y)t(x[Z)t),t(x),t(y( ασ −+=
или

)t(
)t(y
)t(xZ)t),t(x),t(y( ασ += , (2)

где Z – постоянная часть функции стимули-
рования.

Таким образом, центр стимулирует
агента выбирать такие действия, которые
приводят к уменьшению параметра y(t).
Система стимулирования является пропорци-
ональной: материальное вознаграждение
пропорционально усилиям агента по умень-
шению фактического параметра y(t) по срав-
нению с плановым x(t).

Динамика изменения планируемого па-
раметра описывается дискретным уравнени-
ем:

Ttxxtxtutxtx ,1,)0(),1()()1()( 0 ==−−−= ,
(3)

где u(t) – управляющая функция центра, ха-
рактеризующая интенсивность уменьшения
параметра.

В начальный момент времени известно
начальное значение состояние системы

00 x)(x = . (4)

На управление центра наложены огра-
ничения:

uk)t(u <<0 , (5)

)t(ku  - максимально возможное уменьшение
параметра агентом во временной период t .
Экономический смысл ограничения (5) со-
стоит в том, что агент не может уменьшить
параметр y(t) на сколь угодно большую вели-
чину в периоде t.

У центра есть два вида управления:
выбор функции u(t), которая определяет пла-
новую траекторию x(t), и функции стимули-
рования )t(α . Центр информирован о целе-
вой функции агента и, следовательно, может
предсказать поведение агента на T периодов.
Целевая функция центра, а следовательно, и
выбор центром управляющих функций u(t) и

)t(α  зависит от реакции агента y(t).
Целевая функция агента представляет

собой суммарную разность между функцией
стимулирования и функцией затрат агента за
все периоды времени T,t 1= :

∑
=

−−=
T
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где )t),t(y),t(y(c 1− - затраты агента.
Функция затрат агента имеет следую-

щий вид:
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где β  - коэффициент, переводящий усилия
агента в денежное выражение.
Экономический смысл выражения (7) состо-
ит в следующем: с уменьшением параметра
y(t) агенту требуется большее количество уси-
лий для уменьшения параметра на одну и ту
же величину. Затраты агента в период t зави-
сят от величины параметра в предыдущий
период t-1. Агент обладает дальновидностью
и понимает, что снижение контролируемого
параметра в текущем периоде приведет к ро-
сту его затрат в будущих периодах.

Таким образом, целевая функция аген-
та, а следовательно, и реакция агента y(t) за-
висят от плановой траектории центра x(t),
величины материального вознаграждения

)t(α  и затрат агента в каждый период t.
Динамика изменения фактического па-

раметра y(t) описывается дискретным урав-
нением

Tttytvtyty ,1),1()()1()( =−−−= , (8)

где v(t) – управляющая функция агента, ко-
торая характеризует интенсивность уменьше-
ния параметра во временной период t.

В начальный момент времени известно
начальное значение фактического параметра

00 x)(y = . (9)

На управление агента наложены следу-
ющие ограничения:

)t(k)t(v v≤≤0 , (10)

)t(kv  - максимально возможное уменьшение
параметра агентом во временной период t.
Экономический смысл ограничения (10) со-
стоит в том, что агент не может уменьшить
параметр y(t) на сколь угодно большую вели-
чину в периоде t. Управляющей функции v(t)
соответствует фактическая траектория пара-
метра y(0), y(1), …, y(T).

Порядок функционирования динами-
ческой системы следующий:

1. Центр выбирает управляющую фун-
кцию u(t) и сообщает агенту соответствую-
щую плановую траекторию x(t) и функцию
материального поощрения )t(α  на T времен-
ных периодов.

2. Агент, зная плановую траекторию x(t)
и функцию стимулирования )t(α , выбирает
управляющую функцию v(t), которой соответ-
ствует фактическая траектория y(t).

3. Определяются значения целевых
функций центра и агента в каждом времен-
ном периоде t =1, T.

Сформулируем динамическую задачу
стимулирования:
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(11)-(14)

Так как центр использует заданную про-
порциональную систему стимулирования, то
задача сводится к определению управляющих
функций u(t) и  )t(α , которые переводят орга-
низационную систему из начального состоя-
ния в начальный момент времени в конечный
момент времени таким образом, чтобы мак-
симизировать целевую функцию центра (11).
Целевая функция центра зависит от управля-
ющей функции агента v*(t), которая выбира-
ется агентом так, чтобы перевести организа-
ционную систему из начального состояния в
конечное, максимизируя собственную целе-
вую функцию (13).

2. Численный метод решения
динамической задачи стимулирования

Традиционный подход к решению ста-
тической задачи стимулирования [7] заклю-
чается в следующем. Определяется действие
агента как функция материального вознаг-
раждения центра. Затем эта функция подстав-
ляется в целевую функцию центра, и реша-
ется задача согласованного планирования, в
результате решения которой определяются
параметр функции стимулирования центра.
Однако этот подход для решения задач дина-
мического стимулирования неприменим.

Предлагается подход к решению зада-
чи стимулирования, основанный на последо-
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вательном решении задач оптимального уп-
равления. При известных фиксированных
управляющих функциях u(t) и  )t(α  задача
агента (13)-(14) является задачей оптималь-
ного управления. Для решения задачи опти-
мального управления могут быть применены
дискретный принцип максимума Понтряги-
на [16] или метод динамического программи-
рования Р. Беллмана [17]. Центр выбирает
начальное управление u(t) и  )t(α  и соответ-
ствующую начальную плановую траекторию
x(t). Зная целевую функцию агента, центр при
выбранном управлении решает задачу опти-
мального управления для агента (13)-(14). Из
решения задачи центр определяет реакцию
агента на свое выбранное управление. Под-
ставляя полученное управление агента v(t) и
соответствующую ему фактическую траекто-
рию y(t) в (11)-(12), центр решает свою зада-
чу оптимального управления, в ходе решения
которой определяет новые управляющие фун-
кции и соответствующую плановую траекто-
рию x(t). Затем центр снова решает задачу
оптимального управления для агента с новы-
ми управлениями центра. Итерационный
процесс продолжается пока не будет получе-
на требуемая точность решения.

Схема решения задачи может быть
сформулирована следующим образом:

1. Выбираются начальные управления

u1(t) и  )t(1α , исходя из опыта и здравогоо
смысла.

2. Рассчитывается плановая траектория
x1(t) по формуле (11).

3. При известных u1(t) и  )t(1α  находит-
ся решение задачи оптимального управления
для агента (13)-(14). Определяется оптималь-
ное управление агента v1(t) и соответствую-
щая фактическая траектория y1(t).

4. Для найденной реакции агента v1(t) и
соответствующей ей фактической траектории
y1(t) находится решение задачи оптимально-
го управления для центра (11)-(12). Опреде-
ляется новое оптимальное управление цент-

ра u2(t) и  )t(2α . Рассчитывается новая пла-
новая траектория x2(t) по формуле (11).

5. Производится сравнение разности

( ) ( )[ ]∑
=

−
T

i
txtx

1

21  с заранее заданной погреш-

ностью  ε . Если разность больше погрешно-
сти, то в качестве управлений центра прини-
маются новые управления u1(t) = u2(t) и
 )t()t( 21 αα =  и осуществляется переход к
пункту 2, в противном случае итерационный
процесс заканчивается.

Предложенный метод решения может
быть применен для широкого круга практи-
ческих задач внутрикорпоративного и меж-
корпоративного стимулирования.
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The paper deals with the task of stimulation in a dynamic system with connected functioning periods. Mathematical
statement of the task is presented. A numerical method is proposed for solving the task of optimal management.


