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1. Математическая формулировка
метода ВЯ

Метод «вихрь в ячейке» (ВЯ) часто ис-
пользуется для расчета отрывных течений в
рамках модели вязкой несжимаемой жидко-
сти. Данный метод относится к группе мето-
дов дробных шагов для решения уравнения
Навье-Стокса в безразмерных переменных
завихренность-скорость, которое для двумер-
ного случая имеет вид
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t – время, u  - вектор скорости, ν - безразмер-
ная кинематическая вязкость ν=1/Re, Re –
число Рейнольдса, ∇  - оператор Гамильто-
на, ∆  - оператор Лапласа.

В численной схеме метода ВЯ вместо
завихренности используется вихревая интен-
сивность, по размерности совпадающая с
циркуляцией
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Поле скорости в вихревых методах

представляется в виде суммы постоянной u∞

и соленоидальной uψ  составляющих

u u u∞ ψ= + , (4)

где u∞  - скорость набегающего потока, а  uψ

определяется как

 zu ( e )ψ = ∇ × ψ . (5)

Здесь ψ - функция тока течения,  
ze  -

единичный орт оси z.
Соленоидальная составляющая поля

скорости находится из решения уравнения
Пуассона для функции тока

 ∆ψ = −ω (6)

методом быстрого преобразования Фурье
[1, 2] с последующим взятием операции ро-
тора (5). Число необходимых операций со-
ставляет при этом порядок N log2(N), N =
= nxny – число ячеек расчетной сетки. Гранич-
ные условия (ГУ) для уравнения (6) опреде-
ляются для функции тока течения, вызванно-
го потенциальными вихрями, находящими-
ся в ячейках

 y xn n
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ψ = − Γ − ξ
π ∑ ∑ (7)
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для рассматриваемой точки границы  x . Здесь
 

ijξ  - радиус-вектор вихря в ячейке Гij.
В некоторых случаях в методе ВЯ [3, 4]

соленоидальная составляющая находится как
сумма полей скорости, индуцированных по-
тенциальными вихрями (закон Био-Савара)
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Число необходимых операций при примене-
нии схемы (8) составляет порядок N2, где
N = nx ny.

Для сокращения времени вычисления
ГУ (7) или определения скорости по (8) при-
меняется кластеризация и метод мультиполь-
ного разложения [2].

При решении уравнения (1) методом ВЯ
процессы конвекции, диффузии завихренно-
сти в свободном потоке и с поверхности тела
на каждом шаге по времени рассматривают-
ся отдельно [1, 5].

Алгоритм метода ВЯ состоит в реше-
нии на каждом шаге по времени следующих
задач:

1. Определение вихревой интенсивно-
сти на поверхности тела.

2. Диффузия завихренности в свобод-
ном потоке.

3. Диффузия вихревой интенсивности
с поверхности обтекаемого тела.

4. Определение скорости и конвекция
жидких частиц.

5. Сохранение результатов расчета и
переход к следующему шагу.

1.1. Определение вихревой
интенсивности на поверхности тела
Величина распределенной вихревой

интенсивности в зависимости от рассматри-
ваемой стороны поверхности тела определя-
ется с помощью метода дискретных вихрей
[6]. При расчете тел с незамкнутым контуром
интенсивность может быть разной с разных
сторон панели

 ii i iu s /(2l )±γ = ⋅ ± Γ , (9)

где  iu  - величина скорости в точке i на по-
верхности тела, рассчитываемая по (4); Гi –
циркуляция присоединенного дискретного
вихря, определяемая из решения системы ли-
нейных алгебраических уравнений, которая
получается при удовлетворении условиям не-
протекания; li – размер вихревой панели при-
соединенного вихря Гi (расстояние между
соседними контрольными точками).

1.2. Диффузия в свободном потоке
Для моделирования процесса диффузии

в свободном потоке используется схема «до-
нор-акцептор» (Д-А) [7]:

 
(
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p qp qp(t)G (x)G (y)− Γ , (10)

где Mp – «диффузионная молекула», опреде-
ляющая количество соседних ячеек, участву-
ющих в обмене вихревой интенсивностью,
и представляющая собой квадрат с центром
в ячейке p и радиусом nd, при этом длина сто-
роны данного квадрата определяется как
2nd+1;

 
p q*

pq
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−   ν  

, (11)

где z-xp или yp – координаты центра ячейки
p-го вихря, erf – интеграл вероятности (фун-
кция ошибок) [8]. В работе [9] показано, что
для достижения заданной точности шаг по
времени для метода Д-А определяется сле-
дующим соотношением:

 2
dt k h /∆ = ν , (12)

где kd - константа, зависящая только от ради-
уса nd «диффузионной молекулы» и для nd = 1
удовлетворяющая условию: 0,2≤ kd ≤ 0,21.
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Здесь принимается kd = 0,21, так как в дан-
ном случае [5] ошибки методов Д-А и моде-
лирования процесса конвекции при исполь-
зовании подхода Лагранжа с последующим
перераспределением вихрей в ячейки расчет-
ной сетки будут иметь разные знаки и ком-
пенсировать друг друга.

1.3. Диффузия с поверхности
обтекаемого тела

Диффузия завихренности с поверхнос-
ти тела в связанной с вихревой панелью сис-
теме координат определяется [1, 10] следую-
щим образом:
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4 t±
∆
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, (13)

где  i(s )±γ  находится из выражения (9), hs –
продольный размер ячейки, связанной с па-
нелью сетки. Вертикальный размер ячейки
сетки, связанной с панелью, равен шагу гло-
бальной сетки h.

Интенсивности вихрей, рассчитанные
с помощью (13), перераспределяются затем
в ячейки расчетной сетки согласно правилу

 ij k l i k j l(x , y ) (x x ) (y y )Γ = Γ Λ − Λ − , (14)

где Λ - интерполяционная функция; Г(xk,yl) –
интенсивность перераспределяемого вихря,
находящегося в произвольной точке с коор-
динатами (xk,yl); Гij – циркуляция, получаемая
вихрем в ячейке (i, j) от перераспределяемо-
го вихря. В качестве интерполяционной фун-
кции используется «облако в ячейке» [11, 12]:

 * *

1 *

1 z , 0 z 1
(z)

0, z 1
 − ≤ ≤

Λ = 
>

, (15)

где z* = |z|/h.

1.4. Конвекция вихревых частиц
После расчета поля скоростей (4) новые

координаты «вихрей в ячейках» получаются

(аналогично методу дискретных вихрей) чис-
ленным интегрированием системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений дви-
жения методом Эйлера

 t t t
i ix x u t∆+

∆= + . (16)

Новое местоположение вихрей не обязатель-
но совпадет с координатами расчетной сет-
ки, поэтому используется процедура (14) пе-
рераспределения их интенсивностей в ячей-
ки сетки. При этом количество вихревых ча-
стиц не растет с течением времени, как в бес-
сеточных вихревых методах. В качестве ин-
терполяционных функций в данной работе
применяется формула M4’ [11]

 2 3* *
*

M4 ' * * 2 *
3

*

5 31 z z , 0 z 12 2
(z) (1 z )(2 z ) / 2, 1 z 2

0, z 2

 − + ≤ ≤


Λ = − − < ≤
 >


(17)

для перераспределения вихрей, которые на-
ходятся на расстоянии двух размеров ячейки
сетки от поверхности тела. Если перерасп-
ределяемый вихрь находится вблизи тела, то
используется формула «облако в ячейке» (15).
Формула (17) имеет меньшую численную
диффузию, чем (15). Однако последняя ис-
пользует минимальное количество ячеек для
интерполяции и не вносит пульсаций в поле
перераспределяемой величины.

2. Прямое численное моделирование
ламинарного пограничного слоя

на плоской пластине
Рассматривается задача о продольном

обтекании плоской пластины для того, что-
бы проверить распространение диффузии с
поверхности тела с одновременным модели-
рованием процессов диффузии в свободном
течении и конвекции в методе ВЯ. Данная
задача имеет приближенное решение, полу-
ченное Блазиусом для ламинарного случая,
которое хорошо подтверждается в экспери-
менте [13]. Известно, что с помощью введе-
ния следующей безразмерной нормальной
координаты
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и величины вертикальной компоненты ско-
рости
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профили компонент скорости u и vf  в разных
сечениях пластины x = const будут совпадать,
что является удобным для сравнения полу-
чаемых данных.

При рассмотрении продольного обтека-
ния плоской пластины в выражениях (13) и
(24) в данной работе для удобства принима-
лось  s ih h l= = .

Сравнение профилей скорости с реше-
нием Блазиуса производилось для четырех
сечений на расстояниях: x1 ≈ 0,25, x2 ≈ 0,5,
x3 ≈ 0,75 и x4 ≈ 0,9 от переднего края пласти-
ны.

При численном моделировании расчет-
ная область имела следующие размеры: дли-
ну L = 4, высоту H = 2. Расстояние от левой
границы до центра пластины составляло
xa = -1,0, от нижней – ya = 1,0. Сетка имела
400×200 ячеек (h = 0,01). Рассматривалась
пластина единичной длины, и на ней распо-
лагалось 100 вихревых особенностей. Ради-
ус ядра присоединенных вихрей равнялся
σ = 0,5 li .

Результаты расчета, полученные
для числа Рейнольдса Re = 10 3 (таблица 1,
рис. 1, 2), показывают, что наблюдается не-
плохое соответствие с решением Блазиуса в
окрестности поверхности пластины для про-
дольной компоненты скорости (рис. 1). В то
же время в верхней части пограничного слоя
для полученного профиля скорости наблю-
дается больший «разгон» потока. Такой же
«разгон» наблюдается и для данных, приве-
денных в [14]. Профиль скорости, получен-
ный в [15], имеет хорошее согласование с
решением Блазиуса в верхней части погра-

Таблица 1
Максимальная погрешность численного решения метода ВЯ в каждом
из рассматриваемых сечений в момент времени t = 16,8 (Re = 10 3, h = 0,01)

Номер сечения Расстояние от начала пластины 
до рассматриваемого сечения δu δv 

1 0,245 0,02 0,11 
2 0,495 0,04 0,18 
3 0,745 0,07 0,40 
4 0,895 0,10 1,14 

  

0
0.2
0.4
0.6
0.8

1
1.2

0 1 2 3 4 5 6
η

u

Рис. 1. Профиль продольной скорости на плоской пластине в сравнении с результатами
других авторов, ВЯ, Д-А, Re = 10 3, ∆tc = ∆td = 0,021, t = 16,8, h = 0,01, L×H = 4×2;

                   - профиль Блазиуса [13],              - Wu [14] (xп = 0,5),                -Ota [15] (xп = 0,9),
настоящая работа:          - xп  = 0,25,   + - xп  = 0,5,        - xп  = 0,75,         - xп  = 0,9  × 
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ничного слоя, но имеет сильное отклонение
в районе поверхности пластины. Профиль
вертикальной скорости (рис. 2) хорошо со-
гласуется с результатами решения Блазиуса
только для первого сечения, расположенно-
го при x1 ≈ 0,25. Для последнего сечения
x4 ≈ 0,9 наблюдается область с отрицательной
скоростью, что качественно отличается от
решения Блазиуса. Отметим, что в работах
[14, 15] профиль вертикальной компоненты
скорости не приводится.

В таблице 1 приводятся относительные
погрешности профилей продольной δu и вер-
тикальной δv скорости. Результаты, показан-
ные на рис. 1, 2 и в таблице 1, получены с
помощью схемы Д-А моделирования процес-
са диффузии (∆tc = ∆td = 0,021). Точно такие
же результаты (для Re = 10 3) были получе-
ны с помощью схемы Д-А при интегрирова-
нии с разными шагами по времени (ИРШ) для
∆tc = 0,001 и ∆td = 0,021, и поэтому они здесь
не приводятся.

Для числа Рейнольдса Re = 100 (ν = 10 -2)
согласование с решением Блазиуса сильно
ухудшается. Измельчение расчетной сетки к
положительному результату не приводит. При
Re = 10 4 (ν = 10 -4) результаты численного
моделирования согласуются с решением Бла-
зиуса еще хуже. По этой причине результаты
для Re = 100 и  10 4 здесь не показаны. Заме-

тим, что в работах [14, 15] результаты чис-
ленного моделирования для данных чисел
Рейнольса также не приведены.

Полученные результаты позволяют сде-
лать следующие выводы:

- при применении стандартной схемы
вычисления скорости метода «вихрь в ячей-
ке» удается получить, как и в [3, 14, 15], удов-
летворительные результаты только для про-
дольной компоненты скорости u для числа
Рейнольдса Re = 10 3 и в его некоторой окре-
стности;

- распределение вертикальной компо-
ненты скорости v качественно отличается от
аналитического решения наличием течения
к поверхности пластины в ее задней части.
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SIMULATION OF A TWO-DIMENSIONAL LAMINAR BOUNDARY LAYER
USING THE METHOD «WHIRL IN A CELL»
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The paper deals with the use of the «whirl in a cell» (WC) method for direct mathematical simulation of a
laminar boundary layer. According to the method the processes of convection and those of diffusion both in the free
flow and from the surface of the body are considered separately at each step in time. Because of the difference in
velocities of diffusion and convection processes integration with different steps in time is used. The velocity profiles
obtained are compared with the Blazius solution and the results of other authors. It is shown that using the «WC»
method good agreement with Blazius’ results is obtained only in a certain narrow area of Reynolds’ numbers.


