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В рамках теории пологих оболочек изучается влияние начальных отклонений от идеальной 
круговой цилиндрической формы на изгибные колебания тонких изотропных оболочек. В 
работе впервые показана возможность возникновения дополнительной зоны расщепления 
изгибного частотного спектра, обусловленная наличием у оболочки начальных несовершенств 
формы. Установлено, что расщепление частотного спектра имеет место не только в случаях, 
когда число волн окружных динамических деформаций равно числу волн несовершенств 
формы оболочки, как это принято считать в настоящее время, но и в случаях, когда число 
формообразующих волн в два раза меньше волн несовершенств формы. В первом случае обе 
расщеплённые частоты ниже соответствующих частот колебаний идеальной оболочки. 
Установлено, что при некоторых геометрических параметрах оболочки частоты радиальных 
колебаний могут быть соизмеримыми с изгибными. Решения, учитывающие взаимодействие 
сопряжённых изгибных и радиальных форм колебаний, дополнены новыми результатами и 
выводами. Сделан вывод, что при действии периодических нагрузок, неизбежно возникающих в 
условиях эксплуатации оболочечных конструкций, нерезонансные зоны, определённые 
согласно традиционному подходу, по существу могут оказаться резонансными. Резонансно 
опасные режимы колебаний оболочечных конструкций с неправильностями такого рода могут 
возникать на частотах, намного меньших или больших, чем это предсказывает традиционная 
теория. Такое поведение несовершенных оболочек может привести к высокому напряжённо-
деформируемому состоянию конструкции и сложным видам динамической неустойчивости в 
условиях эксплуатации. Полученные в этой работе результаты и выводы требуют уточнения 
уже решённых ранее задач динамики оболочек с несовершенствами формы. 

Оболочка, начальные неправильности, несовершенства, формы, изгибные, радиальные 
колебания, расщепление, частотный спектр, параметр волнообразования, резонанс. 
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Введение 

Тонкие круговые цилиндрические оболочки широко используются в качестве ос-
новных несущих элементов, применяемых в авиастроении, кораблестроении, ракето-
строении, космической технике. Такие конструкции имеют неизбежные начальные от-
клонения от идеальной круговой формы, обусловленные изготовлением их на произ-
водстве или конструктивными особенностями при проектировании судов, ракет и кос-
мических аппаратов.  

В условиях эксплуатации оболочки подвергаются интенсивным динамическим 
нагрузкам, в результате которых могут происходить сложные, нестационарные процес-
сы и специфические явления, приводящие к высоким напряжённо-деформируемым со-
стояниям (НДС) и динамической неустойчивости конструкций [1].  

Большая часть работ в научной литературе посвящена изучению устойчивости 
геометрически несовершенных оболочек [2–5], определению их НДС [6–8] и несущей 
способности [9–12]. Меньшая их часть посвящена изучению динамических процессов в 
тонких оболочках [13–15]. Краткий обзор работ по расчёту оболочек с несовершен-
ствами формы представлен в [16–19]. 
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В настоящее время принято считать, что осесимметричная часть динамического 
прогиба оказывает существенное влияние только на нелинейное поведение оболочек, а 
при колебаниях с малыми амплитудами, при решении таких задач, в математической 
модели достаточно учитывать лишь сопряжённые изгибные формы [18–20]. 

Однако в работе [21] на примере более простой (предельной) задачи колебаний 
бесконечно длинной круговой цилиндрической оболочки – кольца, находящегося в 
условиях плоской деформации, показано, что уже в линейной постановке учёт ради-
альных колебаний приводит как к качественно, так и количественно лучшим результа-
там, чем взаимодействие лишь сопряжённых изгибных форм. Результаты этой работы 
качественно согласуются с численными исследованиями [22; 23]. Предложенная мате-
матическая модель получила свое распространение в задачах динамики оболочек ко-
нечной длины, несущих присоединённую массу, ослабленных отверстием, в которых 
позволила устранить ряд качественных противоречий и установить новые эффекты и 
особенности взаимодействия сопряжённых изгибных форм с радиальными [24–26]. Ре-
зультаты этих работ хорошо согласуются с численными исследованиями [27–30], в ко-
торых также обозначены противоречия и погрешности аналитических решений.  

Настоящая работа является продолжением исследования [21; 22] в том плане, что 
полученные результаты для предельной задачи – колебаний изолированного, геометри-
чески несовершенного кольца, обобщаются на случай колебаний оболочки уже конеч-
ной длины, имеющей начальные отклонения от идеальной круговой формы. 

 
Математическая модель 

Пусть шарнирно опёртая по торцам круговая цилиндрическая оболочка массой 
0M , радиусом R , длиной l  и толщиной h  совершает малые изгибные колебания вбли-

зи зоны основного резонанса. 
Линеаризованные уравнения движения. Анализ основывается на известных 

уравнениях теории пологих оболочек, которые для изотропной несовершенной оболоч-
ки имеют вид [32]: 
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Здесь ( )( )23 112 µ−= EhD  цилиндрическая жёсткость, где E  – модуль Юнга; µ  – 

коэффициент Пуассона; 4∇  – бигармонический оператор Лапласа; ),,( tyxw  – дина-
мический прогиб; ),,( tyxΦ  функция напряжений; ρ – массовая плотность;  t  – время. 

Граничные условия и условие периодичности решения. Как и в подавляющем 
большинстве случаев, задача решается при удовлетворении тангенциальным гранич-
ным условиям 01 == TN  «в среднем» [19; 32]: 
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Условие непрерывности окружного перемещения имеет вид: 
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Конечномерная модель. Для идеальной оболочки каждая точка окружности мо-
жет стать узлом колебаний. Экспериментально установлено, что несовершенства фор-
мы исключают эту неопределённость и приводят к фиксации узлов в окружном направ-
лении. Положение узлов определяется формой начальных несовершенств [17; 19]. По-
этому принято считать, что динамический прогиб несовершенной оболочки в линейной 
постановке может быть аппроксимирован выражением, учитывающим только взаимо-
действие сопряжённых xy αβ sinsin , xy αβ sincos  ( ,lmπα = Rn=β , −n число окруж-
ных волн динамических деформаций, −m число продольных полуволн, 

Nmn ...,3,2,1, = ) изгибных форм, которые являются формами собственных колебаний 
идеальной оболочки и соответствуют одному и тому же волновому параметру n . Этим 
формам, как известно, соответствует одна и та же собственная частота [19; 32]. Такой 
подход позволяет установить качественные особенности динамического деформирова-
ния идеальных оболочек, обнаруженных в экспериментах. Однако, для реальных (име-
ющих несовершенства формы) оболочек традиционная математическая модель приво-
дит к результатам, не всегда согласующимся с экспериментальными данными [18; 19]. 

В настоящей работе математическая модель, предложенная для более простой 
(предельной) задачи колебаний бесконечно длинной круговой цилиндрической оболоч-
ки – кольца, находящегося в условиях плоской деформации [21], обобщается на случай 
колебаний геометрически несовершенной оболочки конечной длины. 

Уточнение конечномерной модели предполагает, что динамическая асимметрия 
уже в линейной постановке приводит не только к связанности сопряжённых изгибных 
форм, но и к взаимодействию низкочастотных изгибных колебаний оболочки с высоко-
частотными радиальными колебаниями. Динамический прогиб оболочки в новом под-
ходе имеет вид [21, 24–26]:  

 xfyfyftyxw mmn
N

mn

mn αββ sin)cossin(),,( 3
,

2
,

,
1 ++= ∑ , (4) 

в котором )(,
1 tf mn  и )(,

2 tf mn  – обобщённые координаты; дополнительно введённая к 

[19] обобщённая координата )(3 tf m  отвечает радиальным колебаниям. 
В [17] авторы используют аналогичный подход к построению конечномерной мо-

дели, но для оболочки, имеющей отклонения в окружном направлении (несовершен-
ства распределены не по всей длине оболочки). Отличия в том, что в (4) координата 

)(3 tf m , описывающая радиальные формы колебаний, зависит от количества продоль-
ных полуволн m , а в [17] – от количества продольных полуволн m  и от количества 
волн в окружном направлении n , что, по мнению автора, противоречит физическим 
представлениям о динамическом поведении реальной оболочки. Для рассматриваемой 
в этой статье задачи – оболочки, имеющей отклонения, соответствующие характеру ее 
волнообразования, авторы работы [17] динамический прогиб аппроксимировали более 
сложным выражением. В связи с этим некоторые результаты в данной статье будут не-
сколько схожи с теми, что получены в [17], однако они будут уточнены и дополнены 
новыми выводами. 

Начальные несовершенства. Известно, что наибольшее влияние на статические 
[1–12] и динамические [13–16; 17–19; 32] характеристики оболочек оказывают те 
начальные несовершенства, которые имеют такую же форму, как и прогибы, возника-
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ющие при колебаниях или потере устойчивости оболочек. Поэтому с теоретической и 
практической сторон этот случай наиболее интересен. 

Пусть оболочка имеет начальные отклонения от идеальной круговой формы, из-
меняющиеся по закону: 

 
 ( ) ( ) ( )0 0 1 0 10 20, sin sin sin cos sinw x y f y x f y f y xβ φ α β β α= + = + , (5) 

 
где 0010 cosϕff = ; 0020 sinϕff = ; 0f  – амплитуда начальных отклонений; 0ϕ  – началь-
ный угол отсчёта (рис. 1).  

 
Рис. 1. Схематическое изображение рассматриваемых несовершенств оболочки 

 
Собственные частоты и формы колебаний  
геометрически несовершенных оболочек 

Подстановка функции динамического прогиба (4) и функции начальных отклоне-
ний от идеальной круговой формы (5) в первое уравнение линеаризованной системы (1) 
приводит к неоднородному дифференциальному уравнению, из которого определяются 
функция напряжений в срединной поверхности: 
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Коэффициенты в (6) определяются по формулам: 
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01Φ  определяется из условия непрерывности окружного перемещения ),,( tyxv  

при удовлетворении краевым условиям (2): ( ) .4220110
2

01 ffff +=Φ β  
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Подстановка (4), (5), (6) и ортогонализация уравнения движения (1) в первом при-
ближении приводит к системе трёх связанных динамических уравнений относительно 
безразмерных координат hfai /1=  ( 3,2,1=i ): 
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где точками обозначено дифференцирование по безразмерному времени tλτ =  (λ – 
собственная частота), а коэффициенты равны: 
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Квадраты безразмерных частот, соответствующие изгибным и радиальным фор-
мам колебаний круговой цилиндрической оболочки, определяются по формулам:  
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В традиционном решении система модальных уравнений (7) имеет только пер-
вые два уравнения и 03 =a . Безразмерные расщеплённые собственные частоты изгиб-
ных колебаний nnini ωω=Ω  ( 2,1=i ; niω  – частоты колебаний оболочки с динамиче-
ской асимметрией) равны [19, 32]: 
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Таким образом, начальные несовершенства вида (5), соответствующие характеру 
волнообразования оболочки, расщепляют изгибный частотный спектр. При этом часто-
ты колебаний 1nΩ  и 2nΩ  всегда больше единицы. Безразмерные частоты оболочки, 
имеющей идеальную геометрическую поверхность, равны 121 =Ω=Ω nn .  

В новом решении система динамических уравнений определяет три частоты niΩ  
( 3,2,1=i ). Первым двум частотам 1nΩ  и 2nΩ  соответствуют преимущественно изгиб-
ные формы колебаний, а третьей частоте 3nΩ  – преимущественно радиальные формы. 
Большая из расщеплённых собственных частот 1nΩ , как и в традиционном решении 

[19], определяется точно, её квадрат равен 8/1 2
10

42
1 an εθ+=Ω . Меньшая из расщеплён-
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ных собственных частот, в отличие от традиционного решения, ниже частоты колеба-
ний идеальной оболочки.  

Значения частот, полученные при решении задачи, учитывающей взаимодей-
ствие сопряжённых изгибных форм (традиционное решение) при различных парамет-
рах ε , θ  и 10a , представлены на рис. 2, а; значения частот, полученные при решении 
задачи, учитывающей взаимодействие сопряжённых изгибных и радиальных форм, – на 
рис. 2, б. На представленных графиках две верхние линии соответствуют частотам 2nΩ , 
две нижние – 1nΩ .  

 
а      б 

Рис. 2. Зависимость расщеплённых частот 1nΩ  и 2nΩ  от амплитуды несовершенств 10a  
 

Видим, что в и в новом, и в традиционном решениях эффект расщепления изгиб-
ного частотного спектра зависит от геометрических и волновых параметров оболочки. 
Вторая частота нового решения равна первой частоте традиционного решения. Одна из 
расщеплённых собственных частот выше соответствующей частоты оболочки с иде-
альной круговой формой, другая – ниже, как и отмечается в работе [17]. В традицион-
ном решении обе расщеплённые частоты больше частоты колебаний идеальной обо-
лочки. С увеличением амплитуды несовершенств в обоих решениях расщепление спек-
тра 12 nn Ω−Ω  увеличивается. 

Следует отметить, что частота, равная 8/1 2
10

4
1 an εθ+=Ω , для оболочек, разме-

ры которых соответствуют реальным конструкциям, применяемым в промышленности 
( ;5,0≤ε 8,0≤θ  и 110 =a ), практически равна единице, то есть частоте колебаний иде-
альной оболочки. 

 
Рис. 3. Зависимость частоты преимущественно радиальных колебаний 2nΩ   

от параметра волнообразования θ  



          Электроника, измерительная техника, радиотехника и связь 

215 

Частоты преимущественно радиальных колебаний представлены на рис. 3. Видим, 
что частоты радиальных колебаний с ростом ε , θ  и 10a  увеличиваются. При опреде-
лённых значениях ε , θ  и 10a  они могут быть соизмеримы с частотами преимуще-
ственно изгибных колебаний. Отметим, что о близости частот, соответствующих изги-
бным и радиальным формам колебаний, говорится и в задачах, близких к рассматрива-
емой [24–26]. 

 
Численное решение 

Рассмотрим оболочку со следующими геометрическими и физическими характе-
ристиками: 1/ =Rl ; 200=hR ; 1=R ; 112 10E = ⋅ МПа; 37800 кг/мρ = ; 3,0=µ . Мини-
мальной частоте спектра оболочки с такими параметрами соответствует 8min =n . Пусть 
оболочка имеет начальные неправильности формы hf =0 , изменяющиеся по закону 
(5), и число волн несовершенств – 80 =n . Схематическое изображение такой оболочки 
представлено на рис. 1, результаты расчёта – на рис. 4. Сплошной линией обозначена 
бо́льшая из расщеплённых безразмерных собственных частот 2nΩ , штриховой – 
ме́ньшая 1nΩ , пунктирной – безразмерная частота колебаний идеальной оболочки nΩ . 

 
Рис. 4. Зависимость расщеплённых частот преимущественно изгибных колебаний  

от количества формообразующих волн n  
 

Из рис. 4 видим, что расщепление изгибного частотного спектра возникает не 
только при 0nn = , как это принято считать в настоящее время [17–19; 32–33], но и при 

02nn = . В случае, когда 0nn = , обе расщеплённые частоты меньше частоты колебаний 
геометрически совершенной оболочки, что противоречит традиционному решению 
[19], где частоты больше, и согласуются с новым аналитическим решением и решени-
ем, представленным в [17]. Снижение частоты (рис. 4) 12 nn Ω−Ω  составляет 5%. В ана-
литическом решении расстройка частотного спектра (в рассматриваемом примере 

102,0=ε , 393,0=θ ) 2 1n nΩ −Ω  равна 9%. В случае, когда 02nn = , одна из расщеплён-
ных частот 2nΩ  больше частоты колебаний соответствующей идеальной оболочки, 
другая 1nΩ  – меньше. Расстройка спектра может быть довольно существенной и в рас-
сматриваемом примере превосходит известный случай ( 0nn = ) в пять раз.  

Следует отметить, что аналогичный эффект был обнаружен автором на примере 
колебаний несовершенного кольца, находящегося в условиях плоской деформации [22]. 
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Формы колебаний и соответствующие им расщеплённые собственные частоты 
для случая 0nn =  и 02nn =  представлены на рис. 5. 

Если оболочка имеет идеальную геометрическую поверхность, то обеим 
сопряжённым изгибным формам для каждых n  соответствуют равные частоты: 

5,3014 =λ  Гц, 25,1398 =λ  Гц.  

 
а       б 

Рис. 5. Формы колебаний и соответствующие им расщепленные частоты: 
а – при 80 == nn : 13281 =λ Гц, 2,13982 =λ Гц; б – при 42/0 == nn : 27,26541 =λ Гц, 7,34842 =λ Гц 

 
Видим, что при 80 == nn  большая из расщеплённых собственных частот 

несовершенной оболочки 82λ  практически равна частоте колебаний оболочки без 
),(0 yxw  – 8λ . Меньшая из расщеплённых собственных частот несовершенной 

оболочки 81λ  ниже соответствующей частоты колебаний оболочки без ),(0 yxw  – 8λ  
более чем на 5%. Расстройка частотного спектра 82 81 5%λ λ− ≈ . В зоне 42/0 == nn  
большая из расщеплённых собственных частот колебаний оболочки с ),(0 yxw  – 42λ  
превышает соответствующую частоту идеальной оболочки 4λ  на 15%. Меньшая 
частота 41λ  – ниже 12% по сравнению с 4λ . Расстройка частотного спектра 

%274142 ≈− λλ . 
Стоит отметить, что при анализе динамического поведения оболочек с 

несовершенствами формы наблюдались и более сложные (неоднозначные) формы 
колебаний [27; 28; 34]. 

Полученные в этой статье результаты позволяют уточнить раздел механики в об-
ласти колебаний оболочек и могут потребовать уточнения уже решённых ранее задач 
динамики оболочек с начальными несовершенствами формы. 

 
Основные выводы 

В работе обнаружена возможность возникновения зоны расщепления изгибного 
частотного спектра, обусловленная наличием у оболочки начальных отклонений от 
идеальной круговой формы. Асимметричные несовершенства формы приводят к рас-
щеплению изгибного частотного спектра. При этом расстройка частотного спектра 
наблюдается не только при 0nn = , как это принято считать в настоящее время, но и при 

02nn = . В случае, когда 0nn = , обе расщеплённые частоты меньше, а не больше часто-
ты колебаний геометрически совершенной оболочки. В случае, когда 02nn = , одна из 
расщеплённых частот 2nΩ  больше частоты колебаний соответствующей идеальной 
оболочки, другая 1nΩ  – меньше. Расстройка спектра может быть довольно существен-
ной. Эффект расщепления спектра как при 0nn = , так и при 02nn = , зависит от геомет-
рических и волновых параметров оболочки. Частоты преимущественно радиальных ко-
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лебаний при определённых значениях параметров волнообразования и амплитуд несо-
вершенств формы могут быть соизмеримы с частотами преимущественно изгибных ко-
лебаний. 
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In the framework of the theory of shallow shells we studied the effect of the initial deviations from the 
ideal circular cylindrical shape on flexural vibrations of thin isotropic shells. For the first time the 
possibility of an additional zone of splitting the flexural frequency spectrum due to the presence of 
initial shell form imperfections is shown in the paper. It is found that the splitting of the frequency 
spectrum occurs not only in cases when the number of waves of circumferential dynamic strain is 
equal to the number of waves of shell form imperfections  as generally agreed at present, but also in 
cases when the number of shape-generating waves is half that of wave imperfections. In the first case, 
both the split frequencies are lower than the corresponding frequency of the ideal shell. It was 
established that for some geometrical parameters of the shell the frequencies of radial vibrations may 
be commensurate with the flexural ones.  Solutions that take into account the interaction of bending 
and radial mode shapes are complemented with new results and conclusions. It was concluded that 
under the influence of periodic loads that inevitably arise in the operating conditions of shell structures, 
non-resonant zones defned according to the traditional approach can, in fact, be resonant. Resonance 
hazardous vibration conditions of shell structures with irregularities of this kind can occur at 
frequencies much lower or higher than the traditional theory predicted. This behavior of imperfect 
shells may lead to high stress-strain state of the structure and complex types of dynamic instability 
under operating conditions. The results and conclusions obtained in this work call for the revision of 
problems of the dynamics of shells with form imperfections that were solved earlier. 

Shell, initial irregularities, imperfections, shape, flexural and radial vibrations, splitting, frequency 
spectrum, wave generation parameter, resonance. 
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